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Voppede. 


Ce  qui  manque  aux  Mathcmatiqucs  jfrecqacs, 
ce  sont  moins  let  m^thodet  des  grand  gdometrct 
en  possddaient  assez  poar  l'ordrc  des  travaux  qu'Us 
poorsuivaient)  qae  des  formulea  propres  a  l'cxposi- 
tion  des  mcthodea. 

Paul  Tannery,   Bulletin  des  sciences  math. 
März  1885. 

In  der  Zeit  vom  .sechsten  bis  zum  zweiten  Jahrlmndert  v.  Chr. 
wurde  der  Grund  zu  der  mathematischen  Wissenschaft  von 
den  griechischen  Mathematikern  gelegt.  Die  wichtigste  Bedin- 
gung dafür,  dafs  dieser  Grundbau  eine  Wissenschaft  tragen 
konnte,  deren  Wahrheiten  erst  dann  ihre  rechte  Bedeutung 
«ehalten,  wenn  sie  durch  vollständige  Beweise  sicher  gestellt 
werden,  bestand  darin,  dafs  er  selbst  die  genannte  Eigenschaft 
hatte.  Jeder  weifs,  dafs  dies  in  hohem  Mafse  für  die  grie- 
chische (Jeometrie  zutraf,  welche  sich  sowohl  gegen  Einwen- 
dungen wie  gegen  Fehlschlüsse  durch  die  Entwicklung  einer 
strengen  Darstellungsform  sicherte,  die  geradezu  das  Ziel  ver- 
folgte, die  aufgestellten  Wahrheiten  unanfechtbar  zu  machen. 

Dieses  Ziel  wird  jedoch  in  den  Schriften  der  Alten  so  aus- 
schliefslich  verfolgt,  dafs  es  nur  auf  Kosten  der  Übersichtlichkeit 
erreicht  wird.  Der  Leser  erfahrt,  was  geschehen  soll,  was  wahr 
ist  und  weshalb  es  richtig  ist:  aber  in  welcher  Absicht  etwas 
gt\^(!hieht  oder  etwas  untersucht  wird,  das  lafst  sich  in  jedem 
Falle  nur  lange  nachher  beurteilen,  wenn  man  die»  Folgen  sieht. 
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VIII  Vunede. 

Mitteilungen  ülnn-  die  benutzten  Entdeckungswege  fehlen  ganz, 
wenn  man  die  alle  niatlieniatische  Forschung  umfassende  ana- 
lytische Methode  ausnimmt.  Der  Darstellungsform  der  Alten, 
welche  in  logischer  Hinsicht  so  voUkonmien  war,  tehltcn  des- 
halb die  Eigenschaften,  welche  dieselbe  zu  einem  bequemen 
Mittel  hätten  machen  können,  den  reichen  Inhalt  der  grieclii^ 
sehen  G(*ometrie  —  geschweige  die  Arbeitsweise  derselben  —  auf 
spätere  Gesclilechter  zu  übertragen.  Im  Schlufsabschnitte  dieses 
Buches  wird  gezeigt  werden,  dafs  trotz  d(^s  Eifers,  mit  dem  die 
Mathematiker  der  Renaissancezeit  sich  auf  das  Studium  der 
S(thriften  des  Altertums  geworfen  hatten,  dennoch  während  der 
ganzen  neueren  Zeit  neue  Einflüsse  von  Seiten  der  griechischc^n 
Geometrie  sich  nocli  geltend  machini  konnten,  und  im  Verlauf  der 
Darstellung  wird  sich  zeigen,  dafs  Gliasles'  bekannter  Xacli- 
weis,  Euklid  habe  einige  von  den  kürzlich  wiederentdeckten 
Eigenschaften  projektivischcr  Punktreihen  gekannt,  noch  weiter 
dahin  ausgedehnt  werden  mufs,  dafs  man  im  Altertum  die 
Anwendung  einiger  solcher  Reihen  auf  die  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  gekannt  habe.  Dafs  so  die  antike  Geometrie 
trotz  der  aufserordentlichen  Entwicklung  der  modernen  Ma- 
thematik stets  auf  neue  Weise  ihre  Bedeutung  hat  auf- 
recht (»rhalten  können,  beweist  nicht  nur,  wie  grofs  der  Wert 
ihres  Inhaltes  ist,  sondern  zeigt  auch,  wie  grofs  die  Hindernisse^ 
waren,  die  sich  einer  Verbreitung  dieses  Inhaltes  entgegen- 
stellten. Diese  Hindernisse  liegen  nicht  allein  in  dem  Verlust 
wichtigen*  Schriften,  sondern  auch  in  den  berührten  schwachen 
Seiten  der  Form,  in  der  die  überlieferten  Schriften  abgefafst 
sind. 

In  unserer  Zeit,  wo  die  Mathematiker  durch  die  Aneig- 
nung des  reiclien  Materials,  welches  neuere  Zeiten  gebracht 
haben  und  täglich  bringen,  so  stark  in  Anspruch  genommen 
werden,  fahren  dieselben  Ursachen  fort  ihre  Wirkung  auszu- 
üben, und  sell)st   der,  welclnn*  sich  einige  Bekanntschaft    mit 
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den  Schriften  der  Alten  erworben  hat,  wird  kaum  geneigt  sein, 
die  in  diesen  gewonnenen  Resultate  genügend  hoch  zu  würdigen. 
Denn  ohne  Kenntnis  von  dem  gegenseitigen  Zusammenhange, 
in  dem  sie  entstanden  sind,  gewinnt  man  leicht  die  Vorstel- 
lung, dafs  dieser  lose  und  zufallig  sei,  und  dafs  die  Alten  des- 
halb nicht  die  Bekanntschaft  mit  der  Bedeutung  und  Brauch- 
barkeit der  Resultate  besafsen,  welche  denselben  erst  ihren 
vollen  Wert  verleiht. 

Die  Beschwerden  jedoch,  welclie  die  antike  Darstellungs- 
form darbieten  kann,  müfsten  eigentlich  zu  einer  gerade  ent- 
gegengesetzten Ansicht  führen.  Denn  die  Schwierigkeiten, 
welche  der  Leser  zu  überwinden  hat,  und  welche  zum  Teil 
davon  hen-ühren,  dafs  jene  Zeit  nicht  über  die  Darstellungs- 
mittel verfügte,  welche  die  Gegenwart  benutzen  kann,  müssen 
auch  auf  den  Verfasser  hemmend  und  hindernd  gewirkt  haben. 
Wenn  nun  Apollonius  in  einem  so  ausgedehnten  Werke  wie 
in  seinen  Kegelschnitten  diese  Schwierigkeiten  in  dem  Mafse 
überwindet,  dafs  er  die  erstrebte  Unanfechtbarkeit  ebenso  voll- 
ständig erreicht  wie  Euklid  in  seinen  Elementen,  so  zeugt  dies 
durchaus  für  eine  grofse  Herrschaft  über  den  behandelten  Stoft*. 
Er  mufs  mit  der  Bedeutung  jedes  einzelnen  Satzes  vertraut 
gewesen  sein,  um  den  rechten  Platz  für  denselben  im  Lelir- 
gebäude  finden  zu  können,  und  er  mufs,  namentlich  in  den 
ersten  systematischen  Büchern,  um  die  für  dieses  Gebäude 
passendsten  Sätze  finden  zu  können,  mehrere  von  diesen 
gekannt  haben,  zwischen  denen  er  wählen  konnte. 

Dafs  man  die  Sätze  und  Konstruktionen,  welche  man 
kannte,  wirklich  anzuwenden  verstand,  geht  auch  hervor  aus 
Apollonius*  Vorrt^den  und  aus  den  Berichten  des  späteren 
Altertums  über  Aufgaben,  die  man  in  Behandlung  nahm.  Es 
wird  sich  zeigen,  dafs  die  Geometrie  bei  den  Alten  nicht  blofs 
ihrer  selbst  wegen  entwickelt  wurde,  sondern  dafs  sie  zugleich 
als  Organ   für  die  allgemeine  Gröfsenlehre  diente,  ähnlich  wie 
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die  Algebra  jetzt,  und  dafs  in  dieser  Beziehung  die  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  über  die  elementaren  Unter- 
suchungen hinausführte.  Diese  Lehre,  welche  überdies  mit 
einer  Vollständigkeit  entwickelt  worden  ist,  die  der  Behandlung 
anderer  Kurven  nicht  zuteil  wurde,  kann  also  ihre  Stellung  in 
der  Wissenschaft  auch  neben  modernen  Untersuchungen  be- 
haupten. Sie  verdient  deshalb,  dafs  man  sie  selbst  kennen 
lerne  und  sich  nicht  damit  begnüge  ihre  Resultate  zu  sehen, 
welche  die  Mathematik  der  Gegen v^art  in  anderen  Verbindungen 
kennt. 

Hierfür  genügt  eine  blofs  historische  Darstellung  nicht; 
deshalb  habe  ich  in  gegenwärtiger  Schrift  versucht  eine  geo- 
metrische Wiederherstellung  des  Inhaltes  und  des 
Zusammenhangs  der  antiken  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten zu  geben  und  zu  begründen. 

Eine  solche  mufste  sich  vorzugsweise  an  Apollonius'  sieben 
Bücher  über  diesen  Gegenstand  (von  acht  Büchern  sind  uns 
sieben  erhalten)  anschliefsen.  Jedoch  würde  eine  unmittelbare 
Wiedergabe  dieser  Bücher  sowie  der  Abschnitte  aus  Euklids 
Elementen,  welche  besondere  Anwendung  in  denselben  finden, 
und  der  Schriften  von  Archimedes  und  Apollonius,  welche 
sich  auf  denselben  Gegenstand  beziehen,  nicht  genügend  ge- 
wiesen sein:  ich  nmfste  vielmehr  alles  dasjenige,  was  durch 
die  ausschliefsliche  Rücksichtnahme  der  Alten  auf  logische  Voll- 
ständigkeit verdeckt  wird,  hervorsuchen  und  durch  Benutzung 
moderner  Darstellungsmittel    ans  Licht   ziehen  ^).     Namentlich 


M  Ein  ähnliches  Ziel  verfolgt  Housels  Auseinandersetzung  über  das 
Werk  des  Apollonius  (Liouville's  Journal,  Bd.  "23),  Diese  ist  jedoch 
teils  zu  kurzgefafst  für  meine  Zwecke,  teils  hält  sie  sich  so  ausschliefs- 
lich  an  Apollonius'  Schrift,  dafs  man  die  Verbindung  dieser  mit  der 
vorhergehenden  geometrischen  Litteratur  nicht  erkennen  kann.  Endlich 
enthalt  diese  Arbeit  trotz  ihrer  Verdienste  einige  Mifsverständnisse,  die 
gelegentlich  Erwähnung  linden  werden  und  nicht  ohne  Bedeutung  sind 
für  die  ganze  Auffassung  des  griechischen  Hauptwerks  über  Kegel- 
schnitte. 
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mufste  ich  die  Übereinslinimungen  aufsuchen,  welclie  zwi- 
schen den  Hülfsniilteln,  die  in  den  verschiedenen  Beweisen 
benutzt  werden,  existieren,  und  auf  den  Wert,  den  diese 
Hülfsniittel  und  die  aufgestellten  Sätze  in  der  Hand  der  Altim 
hatten,  mufste  ich  durch  das  schliefsen,  wozu  die  Alten 
sie  benutzten.  Die  vorgefundenen  logischen  Anwendungen 
mufsten  mir  dabei  eine  Vorstellung  davon  geben,  wie  dieselben 
Hülfsniittel  haben  angewandt  werden  können,  um  die  ver- 
schiedenen aufgestellten  Sätze  zu  finden.  Wenn  nun  auch 
die  so  gefundenen  Entdeckungswege  niemals  zu  so  allgemein 
zugänglichen  Methoden,  wie  die  Gegenwart  sie  kennt,  zusammen- 
gestellt gewesen  sind,  so  darf  man  doch  mit  Bestimmtheit  an- 
nehmen, dafs  eine  mündliche  Tradition  vom  Lehrer  zum  Schüler 
und  praktische  Übung  m  den  Anw-endungen  sie  zu  etwas  mehr 
als  dem  Eigentum  einzelner  hervorragender  Männer  gemacht 
hat.  Dieselben  Wege  haben  sich  dann  auch  bei  der  weiteren 
Anwendung  der  in  den  erhaltenen  Schriften  aufgestellten  Re- 
sultate benutzen  lassen.  Dadurch,  dafs  ich  diesen  Wegen  nach- 
spürte und  über  den  geometrischen  Gebrauch,  der  sich  über- 
haupt von  den  gewonnenen  Resultaten  machen  läfst,  nachdachte, 
habe  ich  Mittel  gewonnen  um  über  die  Beschaffenheit  der 
Anwendungen  urteilen  zu  können,  von  denen  die  Alten  in 
ihren  Vorreden  sprechen,  sowie  über  die  Untersuchungen, 
welche  zum  Teil  den  Inhalt  solcher  verlorenen  Schriften  aus- 
machten, über  welche  Pappus  in  einer  viel  späteren  Zeit 
Mitteilungen  macht  ^).     Selbstverständlich  habe  ich   umgekehrt 


')  Da  ich,  wie  sich  ergeben  wird,  zu  der  Annahme  gelangt  bin.  dafs  die 
Untersuchungen  sich  auch  auf  Gegenstände  erstreckt  haben  müssen, 
von  denen  in  den  oft  etwas  zufalligen  Mitteilungen,  die  uns  erhalten 
sind,  nichts  berichtet  wird,  so  habe  ich  mir  auch  die  etwas  delikate 
Frage  gestellt,  welche  nicht  erwähnten  Untersuchungen  man  denn 
imstande  gewesen  sei  auszuführen.  Einer  Beantwortung  dieser  Frage 
habe  ich  mich  nicht  ganz  entziehen  können;  donn  ich  würde  mich 
sonst  der  Gefahr  aussetzen,  dafs  man  zu  wenig  oder  zu  viel  in  meine 
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nicht  versäumt  die  VV^inke  zu  benutzen,  welche  von  Pappus 
sowie  von  Proklus  und  Eutokius  oder  anderswo  in  zufäl- 
ligen Mitteilungen  für  das  Verständnis  der  Alten  gegeben  wer- 
den, und  welche  teilweise  Auszüge  aus  Schriftstellern  sind,  die 
den  Alten  näher  standen  als  die  genannten  Berichterstatter. 

Dafs  nun  das  erforderliche  Material  für  eine  solche  Arbeit 
einem  Mathematiker  hat  zugänglich  sein  können,  das  verdanke 
ich  teils  den  Philologen,  welche  neue  Ausgaben  von  Archimedes 
und  Pappus  mit  guten  lateinischen  Übersetzungen  zu  der  Aus- 
gabe des  Apollonius  von  Halleys  kundiger  Hand  hinzugefügt 
haben,  teils  den  Männern,  welche  in  der  neuesten  Zeit  die 
mathematischen  Überlieferungen  in  einem  bis  dahin  unbekannten 
Umfange  ans  Licht  gezogen  und  historisch  und  chronologisch 
beleuchtet  haben.  Es  liegt  mir  namentlich  daran  hier  in  der 
Vorrede  Cantor,  den  Führer  unter  den  letzteren,  zu  nennen 
und  den  Nutzen  hervorzuheben,  den  nn'r  seine  Vorlesunf/en 
über  Geschichte  der  Mathematik  gewährt  haben,  da  ich  wegen 
meines  von  dem  seinen  verschiedenen  Ausgangspunktes  an 
mehreren  Stellen  genötigt  bin,  mich  seinen  Ansichten  polemisch 
gegenüber  zu  stellen. 

Obgleich  ich  wesentliche  Anregungen  empfangen  habe  von 
Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  Im  Altertum  und 
Mittelalter  y  wodurch  mir  zuerst  Interesse  für  den  Gedanken- 
gang^)  der  griechischen  Mathematiker  eingeflöfst   wurde,    von 

erwähnte  Annahme  hineinlegte.  Deshalb  habe  ich  es  l»eispiels\vei.se 
^'ewagt,  meine  auf  aulserürdentlich  weni^'e  historische  Daten  ^'estCitzle 
Vermutunj^  über  Eratosthenes'  Mittelgröl'sen  mit  aufzunehmen,  die  für 
mich  selbst  zunächst  eine  Probe  dafür  darstellte,  ob  ich  mich  so  in 
die  Arbeitsweise  der  Alten  hineinversetzt  hätte,  dafs  ich  sie  selbständig 
anwenden  konnte;  den  Leser  aber  bitte  ich.  sein  l-rteil  über  den 
iiistorischen  Wert  dieser  Vermutung  nicht  auf  solche  Hypothesen 
übertragen  zu  wollen,  deren  Wahrscheinlichkeit  ich  vollständiger  be- 
grün <le. 
')  Als  Schüler  von  Chasles  interessierte  ich  mich  schon  lange  für  die 
im  Altertum  erreichten  Resultate. 


Vorrede.  XIII 

Br et. Schneider,  Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklid ^ 
und  von  Allmanns  in  Hermathena  publieierten  Untersuchungen, 
Greek  Geometrij  front  Thaies  to  Euklid,  so  beziehen  sich  diese  zu- 
nächst doch  nur  auf  die  Voraussetzungen  für  die  griechische  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  *).  Gröfsere  direkte  Bedeutung  für  meine 
Bearbeitung  dieser  Lehre  aber  haben  die  zahlreichen  kleinen 
Schriften  von  Paul  Tann  er  y  gehabt,  nicht  nur  durch  die  vie- 
U*n  in  denselben  enthaltenen  historischen  Angaben,  sondern  auch 
durch  die  bedeutenden  Beiträge,  welche  er  zum  Verständnis 
der  Entwicklung  der  gi'iechischen  Mathematik  geliefert  hat. 
Diese  haben  mir,  wie  sich  ergeben  wird,  oft  zur  Führung 
gedient.  Endlich  ist  es  mir  von  grofsem  Nutzen  gewesen  nicht 
imr  von  Heibergs  Schriften  Einsicht  zu  nehmen,  sondern 
auch  Gelegenheit  zu  haben  mit  diesem  gründlichen  Kenner 
der  Ausdrucks  weise  und  des  Gedankenganges  der  alten  Geo- 
meter mündlich  zu  verhandeln.  In  sprachlicher  Hinsicht  habe 
ich  mich  immer  seiner  Meinung  gefügt,  und  wo  ich  seine 
historisch-geometrische  Auffassung  nidit  habe  teilen  können,  da 
haben  seine  Gründe  mir  die  schwachen  Seiten  gezeigt,  welche 
die  von  mir  aufgestellte  Begründung  noch  hatte. 


M  D;i  Maximilien  Marie  in  i^elnev  Histoire  des  Sciences  Mathe matiqnea 
et  Vhysiqnes  el)ens()  wie  ich  das  Studium  der  überlieferten  Schriften  «ler 
iriofsen  mathematischen  Schriftsteller  selbst  zum  Ausj^an^'spunkt  nimmt, 
<u  durfte  ich  erwarten,  dafs  zwischen  meiner  Arbeit  und  der  seinen 
sicli  Beriihrunj^sjmnkte  tinden  würden.  Dafs  dies  nur  in  geringem 
Mafse  der  Fall  ist,  beruht  teils  darauf,  dafs  Marie  in  die  Schrift- 
steller des  Altertums,  namentlich  in  Apollonius,  weniger  tief  ein- 
i-^edrungen  ist  als  in  die  mathematischen  Schriften  der  neueren  Zeit, 
teils  darauf,  dafs  er  fast  gar  keine  Rücksicht  auf  die  zahlreichen 
historischen  Ergebnisse  genommen  hat,  welche  wir  der  neueren  For- 
^cllung  verdanken.  Die  letzten  Teile  des  angeführten  umfangreichen 
Werkes  sind  mir  aber  nützlich  gewesen  bei  der  Untersuchung  des 
Plinthwses,  i\^\\  die  antike  (teomelrie  auf  die  der  neueren  Zeit  aus- 
\iv\\h[   hat. 
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Dieses  Buch  ist  aus  dem  Dänischen  übersetzt.  Das  Original 
wui-de  der  Königlich  dänischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
am  31sten  Oktober  1884  vorgelegt  und  im  3ten  Bande  der 
Schriften  der  Gesellschaft,  6te  Reihe,  naturwissenschafiiche  und 
mathematische  Abteilung ,  abgedruckt.  Die  Gesellschaft  hat 
die  Holzstiche  bereitwilligst  zur  Benutzung  in  dieser  deutschen 
Ausgabe  hergegeben,  in  der  einige  kleine  Zusätze  im  12ten 
und  loten ,  sowie  einige  Verbesserungen  im  20sten  und  22sten 
Abschnitt  gemacht  sind.  Dafs  die  Übersetzung  überall  so 
genau  meine  eigenen  Gedanken  wiedergiebt,  dafür  schulde  ich 
Dr.  V.  Fischer-Benzon  herzlichen  Dank,  der  —  ebenso  wie 
Herr  Chr.  Host,  der  Verleger  des  Buches  —  grofse  Verdienste 
hat  um  die  Verbreitung  der  Schriften  dänischer  Mathematiker 
in  solchen  Kreisen  in  denen  meine  Muttersprache  nicht  ver- 
standen wird. 

Kj0henliavn,   den  28»ten  Mai  1886. 

H.  G.  Zeuthen. 


Erster  Abschnitt. 

Voraussetzungen  und  Hülfsmittel;  Proportionen  und  geometrische  Algebra. 


1/ie  antike  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  welche  von  Apollo- 
nius^)  in  vollständigem  Zusiunmenhange  entwickelt  ist,  ist 
ausschliefslich  auf  solchen  Voraussetzungen  aufgel)aut,  welche 
sieh  in  Euklids  Elementen  finden,  also  im  wesentlichen  auf 
ganz  denselben,  welche  auch  der  jetzigi^n  elementaren  Geometrie 
angehören.  Jeder,  der  mit  dieser  vertraut  ist  und  denmäclist 
das  festhält,  was  er  nach  und  nach  wähnend  des  Lesens  lernt, 
wird  also  jedes  einzelne  Argument  verstehen  können,  dessen 
sich  Ai)ollonius  bedient.  Aber  um  sich  vollständig  in  den 
ganzen  Gedankengang  hinein  zu  versetzen  und  den  Plan  zu 
erfassen,  dem  der  Verfasser  folgt,  hat  man  zu  beachten,  dafs 
unter  den  Voraussetzungen,  welche  auch  wir  kennen,  einige 
sind,  welche  er  sowohl  wie  seine  Vorgänger  weit  häufiger 
gebraucht  haben  als  wir,  und  mit  denen  er  und  seine  antiken 
Leser  deshalb  auch  viel  v(4*trnuter  gewesen  sind. 

Welches  diese  sind ,  und  wie  grofs  das  Bedürfnis  der 
griechischen  Geometer  für  diesel])en  gewesen  ist,  versteht  man 
leicht,  wenn  man  beachtet,  welche  besonderen  Hülfsmittel 
eben  in  dem  erwähnten  Werke  zur  BtMiutzung  beim  Studium 
der  Ke^gelsclmitte  eingi^führt   werden.      Dies  sind,    wenn  anch 


»)  Euklid  lebte  etwa  ;K)0  v.  Chr.,  Archiiuedes  i>S7— ^21:2.  Apollonius 
etwa  !2U0.  Wo  nicht  ausiirfleklich  da:^  Gegenteil  heinerkt  ist,  jreho 
ich  die  Jahrszahlen  an  nach  (lantor.  Vorksun^'cn  nher  die  (leschichte 
der  Mathematik.  Bd.  I.    Leip/ijf.  Isso. 

l 
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der  Begriff  Koordinatensysleiii  nicht  aufgestellt  wird,  die- 
selben, welche  wir  benutzen,  nämlich  rechtwinklige  und 
schiefwinklige  Koordinaten,  welche  die  Griechen  über- 
dies —  eben  auf  Grund  der  geometrischen  Form  für  ihre 
Anwendung  —  mit  gröfserer  Freiheit  anzuwenden  verstanden, 
als  es  im  17ten  und  18ien  Jahrhundert  der  Fall  war.  Die 
Koordinaten  gebrauchen  wir  aber  in  Verbindung  mit  der 
Algebra,  welche  die  Griechen  nicht  kannten.  Wir  haben  also 
zu  untersuchen,  was  bei  ihnen  beim  Gebrauche  der  Koordi- 
naten wie  auch  bei  anderen  Untersuchungen,  wo  man  sich 
jetzt  gewöhnlich  der  Algebra  bedient,  an  Stelle  der  Algebra  tritt. 

Zu(*i*st  läfst  sich  nun  ein  Hülfsmittel  anführen,  welches  man 
auch  jetzt  bei  geometrischen  Untersuchungen  auf  ganz  dieselbe 
Weise  wie  die  Griechen,  weim  auch  in  geringerem  Umfange 
und  nm*  wenig  innerhalb  der  eigentlichen  analytischen  Geometrie 
anwendet,  nämlich  Proportionen,  eingeführt  durch  ähnliche 
Figuren. 

Man  liat  bisweilen  geltend  machen  wollen,  dafs  die  Pro- 
portionen der  Alten  eine  von  den  unsrigen  abweichende  Be- 
deutung dadurch  hätten,  dafs  diese  letzteren  Gleichungen  sind, 
während  die  der  Alten  in  einer  gewissen  Verbindung  zwischen 
Verhältnissen  bestehen,  welche  allerdings,  wenn  die  Glieder  der 
Verhältnisse  kommensurabel  sind,  zu  einer  Gleichung  wird, 
sonst  aber  durch  eine  eigentümliche  Definition  im  fünften 
Buche  Euklids  bestimmt  wird.  Diese  Definition,  welche  aus- 
sagt,   dafs  a  in   demselben  Verhältnis  zu  b  steht  wie  r  zu  rf, 

sobald  alle  ganzen  Zahlen  M  und  N,  welche  M.a^  N,b  machen, 

auch  M.c^N.d  machen,   ist  indessen  nichts  anderes  als  eine 

allgemeingültige  Definition  von  der  Gleichheit  dei*  Verhältnisse 
und  fallt  sehr  nahe  zusammen  mit  derjenigen,  welche  Wei er- 
st rass  in  unseren  Tagen  anwendet,  um  den  Wert  irrationaler 
Gröfsen  zu  definieren.  Dafs  hier,  wenn  auch  Euklid  die  Ver- 
hältnisse nicht  gleich  nennt,  in  der  That  die  Gleichheit  definiert 
wird,  geht  daraus  hervor,  dafs  einer  der  ersten  Sätze,  welcher 
auf  Gnmdlage  dieser  Definition  bewiesen  wird,  der  ist,  dafs 
wenn  a\h:\r:d  —  wo  wir  uns  vorläufig  des  Zeichens  bedienen. 
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welches  man  bei  der  modernen  Art  antike  Proportionc^i  zu 
schreiben  an  Stelle  des  Gleichheitszeichens  gesetzt  hat  —  und 
gleichzeitig  c:d::e:f,  auch  a:h  ::e:f  ist^) 

Die  Sache  liegt  also  in  Wirklichkeit  so,  dafs  während  man 
in  der  modernen  elementaren  Algebra  gewöhnlich  das  GleicWieits- 
zeichen  gebraucht  ohne  eine  auch  für  inkommensurable  Gröfsen 
geltende  Erklärung  von  dem  zu  geben,  was  die  Werte  der  Ver- 
hältnisse sind,  welche  man  gleich  setzt,  man  im  Altertum,  ohne 
das  Gleichheitszeichen  oder  das  Wort  Gleichheit  zu  benutzen, 
eine  solche  bestimmt  definierte  Bedeutung  in  die  aufgestellte 
Verbindung  zwischen  Verhältnissen  hineinlegte,  dafs  diese  Ver- 
bindung eben  die  ist,  welche  wir  Gleichheit  nennen.*)  Mit  der 
Definition  der  Gleichheit  von  Verhältnissen  war  die  (mtsprechende 
der  Ungleichheit  verbunden. 

Auf  solche  Weise  waren  diese  Definitionen  von  der  Gröfse 
eines  Verhältnisses  in  seinen  Verbindungen  mit  anderen 
dieselben,  welche  die  allgemeine  Gröfse  charakterisieren, 
die  der  jetzigen  Algebra  zu  Grunde  liegt  und  kontinuierlich  alle 
Weile  annimmt,  nicht  blofs  solche,  welche  in  einem  rationalen 
Verhältnis  zu  einer  gewissen  Einheit  stehen.    Die  darauf  gebaute 


')  Von  den  Grundzugen  der  Euklidischen  Froportionslehre  findet  sicii  eine 
sehr  hübsche  ausfiihrlichere  Darstellung  in  einem  Bruchstück  über 
Euklid  am  Schlüsse  von  Hankel.  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im 
Alteilum  und  Mittelalter.  Leipzig  1874. 

')  Maximilien  Marie  scheint  in  ^Histoire  des  Sciences  Mathematiques  et 
Physiques*',  T.  I.  S.5  einen  Unterschied  darin  zu  finden,  dafs  in  einer  mo- 

deraen  Proportion    r-  =    t  zwischen  vier  Strecken   «,   h,   c,   d  diese 

Gröfsen  die  Zahlenwerte  (Mafszahlen)  der  Strecken  oder  ihre  Verhaltnisse 
zu  einer  bestimmten  Einheit  bezeichnen.  Das  wird  dann  eine  verwickeitere 

Relation,  die  man,  wenn  die  Einheit  e  irenannt  wird,        :-    =       : 

^  €     e  e      € 

würde  schreiben  können,  und  für  die  die  Alten  auch  einen  Ausdruck 
hatten  finden  können.  Vür  die  geometrische  Untersuchung  ist  dieselbe 
nicht  so  bequem  wie  die,  in  welche  keine  Einheit  eingeführt  ist,  was 
man  ja  heutigen  Tages  auch  bei  allgemeinen  Untersuchungen  unter- 
lAfst.  Im  übrigen  ist,  wie  bald  berührt  werden  wird,  Grund  zu  der 
Annahme  vorhanden,  dafs  Proportionalität  zwischen  Zahlenwerten  be- 
nutzt worden  ist,  bevor  man  «lie  Euklidischen  Definitionen  aufstellte. 

1* 
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Proportionslehro  enthielt  Sätze,  welche  es  ermög^lichten  die 
wichtigsten  algebraischen  Operationen  mit  dieser  Gröfse  aus- 
zufüliren.  Namentlich  besafs  man  in  der  Zusammensetzung  von 
Verhältnissen  ein  Mittel  zur  faktischen  Ausführung  der  algebrai- 
schen Multiplikation  von  beliebigen  solchen  Gr()fsen.  \n  einer 
stetigen  Proportion  wie 

«0  __  «j^         ^ ^1"-^ 

«1    ~~    ^'2    ~    ^'3    ~  ^^n 

wird  —  =  ( ^  1    und  wird  in  Wirklichkeit  wie  eine  Potenz  be- 


«0      ^^'0/ 


n 


nutzt,  während  umgekehrt—  --=1/—  ist.     Man   kaimte  sogar 

die  Summation  der  auf  diesem  Wege  gebildeten  geometrischen 
Reihe  ^).  Durch  Benutzung  umgekehrter  Vt^hältnisse  konnte  man 
auch  Divisionen  ausführen.  Da  man  durch  diese  Mittel  Verhält- 
nisse zu  dem  machen  kann,  was  wir  gleichnamig  nennen,  so 
lielsen  sich  auch  Additionen  und  Subtraktionen  ausführen. 

Auf  diese  Weise  hat  man  einen  Apparat,  mit  Hülfe  dessen 
man  die  Zusammensetzung  algebraischer  Gröfsen  ausdrücken 
kann.  Aber  für  den  praktischen  Gebraucli  ist  die  AusdrucLs- 
weise  in  Worten  äufserst  beschwerlich.  Selbst  wenn  man  die 
Operationen  in  einer  Zeichensprache  darstellt,  fallen  die  Cbel- 
stände  nicht  ganz  fort.  Sie  hängen  nämlich  damit  zusammen, 
dafs,  wenn  die  Proportionslehre  auch  in  ihren  Sätzen  faktisch 
Resultaten  der  elementaren  Rechenoperationen  ausdrückt,  sie 
dies  doch  nicht  der  Form  nach  thut.  Der  Satzbau  der  Pro- 
portionslehre hat  und  nmfs  (Mue  künstlichere  Form  haben  als 
eine  Sammlung  von  einfachen  Rechenregeln,  welche  den  l)e- 
kannten  Rechenregeln  für  ganze  Zahlen  parallel  laufen. 

Will   man   sicli   nun  aber  klar   machen,    wie  die  Griechen 

v^  diesen  Apparat  nicht  nur  bei  der  Darstellung  und  dem  strengen 

Beweise  gefundener  Sätze,    sondmi   auch  bei   der  Entdeckung 


')  Vergl.  Euklid  IX.  35.  Das  \l  Buch  ist  allerdinjxs  eins  von  den  arith- 
metischen BHchorn,  wo  die  heliandelten  Gröfsen  ^anie  Zahlen  sind. 
Der  Satz  hat  hier  seinen  FMatz  erhalten  als  Hülfssatz  für  den  arith- 
metischen Satz  3G;  ai)er  «ler  Beweis  des  Satzes  seihst  ist  allgemein- 
gültig. 
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der  Sätze  selbst  haben  benutzen  können,  so  weist,  wie  wir  nun 
sehen  werden,  eben  seine  Künstlichkeit  auf  die  Erklärung  hin  ^). 

Geometrische  wie  alle  möglichen  konkreten  Gröfsen  durch 
Zahlen  darzustellen  und  mit  diesen  Zahlen  zu  rechnen  ist 
ebenso  alt  wie  die  Einführung  von  Mafs  und  Rechnen,  und 
Verhältnisse  und  Proportionen  müssen,  wenn  auch  in  rudimen- 
tären Formen,  ebenso  alt  sein  wie  die  erste  Auffassung  von 
ähnlichen  Figuren,  also  wahrscheinlich  so  alt  wie  die  Geometrie 
überhaupt;  denn  man  wird  kaum  darauf  verfallen  sein  mit 
seinen  eigenen  kleinen  Figuren  zu  operieren  ohne  sich  dieselben 
im  Gröfseren  auf  die  ihnen  ähnlichen  Figuren  angewandt  zu 
denken,  welche  sich  beim  Landmessen  und  in  der  Baukunst 
darboten  -). 

Als  jedoch  Pythagoras  (580 — 5()())  oder  vielleicht  einer 
seiner  nächsten  Schüler  entdeckte,  dafs  nicht  alle  Gröfsen 
derselben  Art  kommensurabel  sind,  wurde  der  unmittelbaren 
Anwendung  von  Zahlen  und  daran  geknüpften  Proportionen  in 
der  Geometrie,  welche  Anspruch  auf  Stringenz  sollte  erheben 
dürfen,  ein  Halt  geboten.  Indem  man  dann  versuchte  sich 
durch  rein  geometiische  Operationen  zu  helfen,  ergab  sich  als 
nützliche  Folge  die  weitere  Entwicklung  dieser  letzteren.  Die 
Lehre  von  Rechnungsarten  und  Zahlenverhältnissen  entwickelte 
sich  wohl  gleichzeitig,  aber  als  wissenschaftlich  wurde  dieselbe 
nur  in  ihrer  Anwendung  auf  Verhältnisse  zwischen  rationalen 
Gröfsen  anerkannt,  so  wie  sie  in  den  arithmetischen  Büchern 
Euklids  (VII — IX)  auftritt.  Indessen  konnte  es  nicht  fehlen, 
dafs  man  praktisch  Zahlen  und  Proportionen  auch  auf  die 
Geometrie  anwandte,  wenn  auch  mit  dem  Bewufstsein,  dafs 
man,  um  die  gewonnenen  Resultate  anerkannt  zu  sehen,  die- 
selben hinterher  auf  einem  anderen  Wege  beweisen  müsse. 


^)  Bei  (lieser  Erklärung  wie  bei  vielem  anderen  vom  Inhalt  dieses  Ab- 
schniUes  schliefse  ich  mich  einer  ebenso  scharfsinnigen  wie  geistvollen 
Abhandlung  an  von  P.  Tannery,  De  la  Solution  (feomefriqtie  des 
jyroblemfs  du  second  degre  avant  Euclide  (Memoires  de  la  Societe  de 
Bordeaux,  "2^^  serie.  t.  IV). 

^)  Vergl.  die  Bemerkungen  von  Dr.  All  mann,  S.  [1-2  der  Hermathena, 
Vol.  III,  Xr.  V. 
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Als  endlich  —  wie  allgemeinii  angenommen  wird  —  Eu- 
doxus  von  Knidus  (408—855)  die  neue  und  allgemeingültige 
Grundlage  für  die  Proportionslehre  fand,  welche  wir  angegeben 
haben,  und  welche^  Euklid  in  seine  Geometrie  aufgenonunen 
und  auf  die  Lehre  von  den  ahnlichen  Figuren  angewandt  hat, 
hat  man  notwendigerweise»  einsehen  müssen,  dafs  diese  neue 
Proportionslehre  vollständig  mit  der  alten  übereinstinunte,  oder 
richtiger,  die  alte  arithmetische  hat  Schritt  für  Schritt  als  Wt:»g- 
weiser  bei  Entwicklung  der  neuen  g(»dient.  Wenn  auch  Euklid 
es  nicht  für  richtig  gehalten  hat  die  arithmetische  Proportions- 
lehre im  7ten  bis  IHen  Buch  auf  den  allgemeingültigem  Bitweisen 
des  5ten  aufzubauen,  sondern  die  alten  arithmetischen  Beweise 
beibehalten  hat.  so  wird  es  doch  durch  die  Cbereinstimmung 
in  den  Benennungen  und  Sätz(»n  voUkonunen  deutlich,  dafs 
man  di(*  Verbindung  erkannte».  Hieraus  folgt  aber,  dafs  die 
Alten  auch  während  der  Anw(»ndung  des  Satzapparates  der 
Proportionsl(»hre  —  ebenso  wie  wir,  wenn  wir  unsere  algebrai- 
scIkmi  Operationen  durch  Pro[)ortionen  ausdrück(Mi  —  imstande 
wju*(»n  den  Gedanken  an  die  Rechenoperationen,  welche  den 
Sätzen  praktisch  zu  Grunde»  liegen,  als  peTsönliclie  Anleitung 
zu  be»nutzen. 

Trejtzdem  ist  für  die»  jetzige  Auffassung  eine  Anwendung  von 
Pre)j)ortie)nen.  die  sich  e»inigermafse»n  bewältigen  läfst,  untrennbar 
vom  Ge»brauch  e»ine»r  Zeichensprache,  die  ihre  Verbindungen  und 
die  Umfonnunge'U,  welche  be»kannten  Sätzen  zufe)lge  möglich  sind, 
deutlich  he»rvortreten  und  sich. dem  Gedächtnisse  fest  einprägen 
läfst.  Das  Alte»rtum  hatte  allerdings  keine  Zeichensprache, 
aber  ein  Ilülfsmittel  zur  Veranschaulichung  dieser  so- 
wie anderer  Operationen  besafs  njan  in  der  geome- 
trischen Darstellung  und  Behandlung  allgemeiner 
Gre")fse»n  und  der  mit  ihnen  vorzunehmenden  Opera- 
ti one'U. 

Diese»s  Ve»rfahren  beruht  darauf,  dafs  man  in  einer  Figur 
eine  Stree'ke  (e)der,  was  man  ferner  danebe»n  gebrauchte,  eine 
Fläche)  al)trug,  we»lche*  allerelings  unmittelbar  eine  durchaus 
bestimmte»  (Jreifse  hat,  aber  doch  innerhalb  gewisser  Grenzen 
ohw  ve)llkonnne»n  allgemeine  Gröfse  darste^llt»n  kann;    die  geo- 


^ 
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metrischen  Sätze,  welche  angewandt  werden,  können  näm- 
lich keine  anderen  Resultate  geben  als  diejenigen,  welche  in 
den  ausdrücklich  angenommenen  Voraussetzungen  niedergelegt 
sind,  und  die  Resultate  werden  also  unabhängig  von  der  zu- 
falligen Gröfse,  welche  eingeführte  Strecken  (oder  Flächen)  in 
der  gezeichneten  Figur  erhalten  haben  ^).  In  der  Anwendung 
dieses  Hülfsmittels  konnte  man  fortfahren,  unabhängig  von  der 
Entdeckung  in-ationaler  Gröfsen.  Diese  Entdeckung,  welche  die 
Benutzung  der  arithmetischen  Hülfsmittel  hemmte,  mufste  eben 
dadurch  besonders  günstig  für  die  Entwicklung  jenes  geometri- 
schen Hülfsmittels  werden. 

In  dieser  Weise  entwickelte  sich  eine  geometrische 
Algebra,  wie  man  sie  nennen  kann,  da  dieselbe  als  Algebra 
teils  allgemeine  Gröfsen,  irrationale  sowohl  wie  rationale,  be- 
handelt, teils  andere  Mittel  als  die  gewöhnliche  Sprache  benutzt 
um  ihr  Verfahren  anschaulich  zu  machen  und  dem  Gedächt- 
nisse einzuprägen.  Diese  geometrische  Algebra  hatte  zu  Euklids 
Zeiten  eine  solche  Entwicklung  erreicht,  dafs  sie  dieselben  Auf- 
gaben bewältigen  konnte  wie  unsere  Algebra,  solange 
diese  nicht  über  die  Behandlung  von  Ausdrücken 
zweiten  Grades  hinausgeht,  ein  Gebiet,  welches  sie  auch, 
wie  sich  eben  zeigen  wird,  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  ausgefüllt  hat.  Eine  solche  Anwendung 
entspricht  der  Anwendung  unserer  Algebra  in  der  analytischen 
Geometrie. 


')  Dieses  Hülfsmittel  steht  an  wissenschaftlichem  Umfang  sowie  an  prak- 
tischer Anwendbarkeit  auf  algebraische  Untersuchungen  weit  über  einem 
entsprechenden  arithmetischen  Hülfsmittel  bei  Diophantus,  der  oft 
allgemeine  Rechenoperationen  durch  Einführung  bestimmer  statt  be- 
liebiger Zahlen  darstellt.  Da  die  eingeführten  Zahlen  rational  sind, 
haben  die  Operationen  mit  denselben  für  die  Alten  nur  Operationen 
mit  rationalen  Gröfsen  dargestellt,  und  wenn  die  Rechnungen  ausgeführt 
werden,  verdeckt  das  Resultat  die  Operationen,  welche  es  eben  zu 
erläutern  galt,  und  welche  man  bei  Diophantus  neben  den  Rechnungs- 
resultaten im  Gedächtnis  behalten  mufs.  Wenn  dagegen  ein  Produkt 
durch  ein  Rechteck  dai-gestellt  wird,  dessen  Seiten  die  Faktoren  sind, 
so  bleibt  die  Entstehungsaii  eben  so  klar,  als  wenn  wir  ein  Produkt 
a.b  schreiben. 


■^ 
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Ein  Vorbehalt  iiiiirs  hier  jedoch  gemacht  werden ,  in- 
sotorn,  als  man  im  Altertmn  keine  negativen  Gröfsen 
oder  ein  ii^gendwie  entsprechendes  Hülfsmittel  kannte.  Man 
nuilste  deshalb  das,  wtis  wir  in  einer  gemeinsamen  algebraischen 
Entwicklung  vereinigen  können,  in  verschiedene  Sätze  mit  den 
zugehörigen  Beweisen  zerlegen,  oder  wenigstens  verschiedene 
Figuren  zu  d(?mselben  Satze  und  Beweise  herstellen.  Da  es 
indessen  unter  solchen  Umständen  im  wesentlichen  dereelbe 
Satz  ist,  der  überall  bewiesen  werden  soll,  so  bot  die  Behand- 
lung der  verschiedenen  Fälle  nicht  mehr  Veranlassung  zu  wirk- 
lichen Schwierigkeiten,  als  die  zusanunenlassende  Behandlung 
geboten  haben  würde.  Nur  einci  beschwerliche  Weitläufigkeit. 
d(»r  Darstellung  wurde  die  Folge. 

Was  im  übrigen  die  I^eichtigkeit  betrifft,  mit  der  das 
Hülfsmittel  gebraucht  wurde,  so  glaube  ich,  nachdem  ich  zum 
Teil  selbst  Versuche  angestellt  habe,  dafs  es  für  den  daran 
Gewöhnten  nicht  hinter  unserer  Algebra  zurück- 
stand, sobald  nach  der  persönlichen  Arbeit  und  münd- 
lichen Darstellung,  während  der  man  auf  die  Figur  zeigen 
kann,  gefragt  wird.  Dagegen  war  es  als  Mittel  der  schrift- 
lichen Mitteilung  beschwerlich  anzuwenden  und  stand 
in  dieser  Beziehinig  weit  hinter  unserer  Algebra  zurück,  deren 
Formeln  ebenso  leicht  zu  lesen  wie  zu  schreiben  sind.  In  der 
schriftlichen  Darstellung  wurde  nämlich  nicht  nur  eine  Zeichnung 
der  Figm*  verlangt,  sondern  auch  eine  Beschreibung  derselben 
und  ein  beständiges  Hinweisen  vom  Text  auf  die  Figur. 

Da  wir  gerade  die  Proportionsieh re  berührt  haben, 
so  wollen  wir  unsere  genauere  Beschreibung  der  geometri- 
schen Algebra  mit  der  Bemerkung  beginnen,  dafs  die  ver- 
schiedenen Sätze  über  die  einfachsten  Umformungen  einer 
Proportion  eben  so  anschaulich  werden,  wenn  die  Glieder  der 
beiden  Verhältnisse  entweder  von  vornherein  —  was  bei  den 
Anwendungen  gewöhnlich  der  Fall  ist  —  Stücke  von  zwei 
geraden  Linien  sind  oder  als  solche  dargestc^llt  werden,  so  dafs 
man  auf  diese  zeigen  kann,  als  wenn  dieselben  in  unserer 
Zeichensprache  dargestellt  wcM'den.  Solche  Veranschaulichungen 
der   proportionalen   Gi'ölsen    durch    gernde    Linien    Imden   sich 
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durehgehends  im  fünften  Buch  Euklids,  wo  dieselben  wohl  nur 
dann  einen  direkten  Nutzen  gewähren,  wenn  von  einer  Addition 
oder  Subtraktion  oder  Multiplikation  mit  einer  ganzen  Zahl  die 
Rede  ist,  aber  wo  sie  überall  die  Bedeutung  erhalten,  dafs  jede 
einzelne  Gröfse  der  Anschauung  und  dem  Gedächtnis  eingeprägt 
wird,  so  wie  wir  es  machen,  wenn  wir  sie  dm*ch  einzelne  Buch- 
staben darstellen,  deren  Verbindungen  in  den  Gleichungen  zu 
suchen  sind.  Selbst  die  ganzen  Zahlen  im  7ien  bis  9ten  Buch 
werden  auf  solche  Weise  veranschaulicht. 

Dasselbe  Anschauungsmittel  läfst  sich  überhaupt  anwenden, 
wo  von  Additionen  und  Subtraktionen  die  Rede  ist.  Sind  die 
Gröfsen,  welche  addiert  oder  subtrahiert  werden  sollen,  nicht 
Strecken,  sondern  z.  B.  ganze  Zahlen  oder  Flächen,  so  werden 
diese  durch  Strecken  dargestellt,  wenn  nötig  nach  einer  Um-  / 
formung  (beispielsweise  werden  Flächen  in  Dreiecke  oder  Pa- 
rallelogramme von  derselben  Höhe  verwandelt,  die  sich  dann 
durch  ihre  Grundlinien  darstellen  lassen),  und  die  Strecken 
werden  neben  einander  auf  derselben  Geraden  oder  auf  ein- 
ander abgetragen;  das  ist  selbsverständlich,  wenn  die  Operation 
wirklich  geometrisch  ausgeführt  werden  soll.  Wenn  dagegen 
nur  von  einer  theoretischen  Untersuchung  die  Rede  ist,  oder 
wenn  in  einer  Analysis  einige  der  Linien  unbekannt  sind,  so 
gewährt  diese  Darstellung  einen  ähnlichen  Nutzen  wie  die  Dar- 
stellung eines  in  Worten  ausgedrückten  algebraischen  Ausdrucks 
oder  einer  Gleichung  in  der  Zeichensprache  der  Algebra  uns 
gewährt. 

Die  Gleichung^) 

« j:-  4-  /9y  +  T'^  +  •  •  •  •  =  ^^ 

würde  sich,  wenn  «,  ß,  y..,  als  Verhältnisse  zwischen  vor- 
gelegten geraden  Linien,  aber  x,  y,  z  ,  ,  ,  d  selbst  als  gerade 
Linien  dai-gestellt  werden,    von  den   Alten  dadurch  darstellen 


')  Wenn  wir  Gleichungen  in  unserer  algebraischen  Sprache  aus<lrncken. 
welche  bei  den  Alten  in  Worten  und  an  einer  Figur  dargestellt  sin<l, 
so  werden  wir  durch  kleine  griechische  Buchstaben  Verhalt nisse  be- 
zeichnen, durch  kleine  lateinische  Strecken,  durch  grolse  lateinische 
Flachen  und  durch  grofse  griechische  Volumina. 


% 
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lassen,  dafs  auf  einer  Geraden  neben  einander  Stücke  abgetragen 
würden,  die  in  den  Verhältnissen  a,  /?,  y , . .  zu  x,  y^  z.,. 
stehen.  Der  Abstand  zwischen  dem  Anfangspunkt  und  dem 
Punkt,  den  man  durch  successives  Abtragen  der  Stücke  erreicht, 
wird  dann  d  sein.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man  verfahren, 
wenn  andere  Vorzeichen  in  der  Gleichung  vorkommen.  Ebenso 
wie  wir  bei  der  jetzt  gebräuchlichen  Darstellung  im  Gedächtnis 
behalten  müssen,  was  jeder  einzelne  von  unseren  Buchstaben 
bedeutet,  ebenso  inufsten  die  Alten  behalten,  was  das  für  Stücke 
waren,  die  man  abgetragen  hatte;  dann  aber  hatten  die  Alten 
ebenso  wie  wir  eine  Darstellung  der  Gleichung.  Bei  den  Alten 
kann  die  notwendige  Gedächtnisarbeit  bisweilen  dadurch  etwas 
unterstützt  worden  sein,  dafs  die  Hülfsfigur  in  direkte  konstruktive 
Verbindung  mit  der  Hauptfigur  gebracht  wurde;  oft  dagegen, 
und  so  häufig  bei  Archimedes,  ist  sie  daneben  gezeichnet. 

Mit  Hülfe  einer  solchen  Darstellung  werden  Gleichungen 
ersten  Grades  auf  Wegen  gelöst,  welche  viel  mit  unserer  alge- 
braischen Behandlung  gemeinsam  haben.  Doch  ist  die  un- 
bekannte Gröfse  mit  einem  unbekannten  Punkt  vertauscht,  der 
nicht  durch  sehien  Abstand  von  einem  im  voraus  gewählten 
Anfangspunkt  bestinmit  wird,  sondern  dessen  Abstände  von 
gegebenen  Punkten  ohne  Unterschied  benutzt  werden.  Die 
Umformungen  der  Gleichung  werden  oft  durch  Einführung  neuer 
bekannter  Punkte  dargestellt.  Beispiele  für  diese  Operationen 
finden  sich  in  der  Schrift  des  Archimedes  über  das  Gleich- 
gewicht ebener  Figuren  II,  nach  der  wir  im  :20^ten  Abschnitt 
eine  Lösung  einer  Gleichung  wiedergeben,  sowie  in  seiner  Schrift 
über  schwimmende  Körper  IP). 

Das  hier  beschriebene  Hülfsmittel  würde  indessen  nicht 
sonderlich  weit  gereicht  haben,  wenn  man  sich  damit  begnügt 
hätte  auf  diese  Weise  die  eine  Dimension  der  geraden  Linie  zu 
benutzen.  Es  hat  seine  Hauptbedeutung  dadurch  erhalten,  dafs 
man  um  Produkte  darzustellen  in  den  Flächen  ein 
Mittel  besafs,  welches  teils  in  der  Anwendung  viel  bequemer 


')  Man    vergrl.  das    historische    Werk    von    Maxiniilien    Marie.    \.   S. 
117-1-27. 
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war  als  zusammengesetzte  Verhältnisse,  teils  es  ermöglichte  aus 
der  mannigfaltigen  Art,  wie  Flächen  sich  in  der  Ebene  umlegen 
lassen,  ja  aus  den  eigentlichen  planimetrischen  Sätzen  Nutzen 
zu  ziehen. 

Wenn  wir  sagen,  dafs  eine  Fläche,  vorläufig  die  eines 
Rechtecks,  ein  Produkt  darstellte,  nämlich  das  der  beiden 
Seiten,  so  müssen  wir  uns  allerdings  beeilen  hinzuzufügen,  dafs 
wir  damit  meinen,  dafs  es  in  den  Untersuchungen  der  Alten 
dieselbe  Rolle  spielte  wie  ein  Produkt  von  zwei  allgemeinen  ^ 
Zahlen  in  den  unsrigen.  Für  die  Alten  indessen,  welche  nur 
Produkte  aus  ganzen  oder  wenigstens  rationalen  Zahlen  aner- 
kannten, konnte  es  nur  zur  Darstellung  eines  Produktes  dienen, 
wenn  die  Seiten  ein  gemeinschaftliches  Mafs  hatten,  welches  als 
Einheit  genommen  werden  konnte.  Dafs  es  im  letzteren  Falle 
wirklich  benutzt  wurde  um  Zahlenprodukte  darzustellen,  geht 
unter  anderem  her\or  aus  Namen  wie  ebene  Zahlen,  d.  h.  • 
solche,  welche  aus  zwei  Faktoren  zusammengesetzt  sind,  und 
quadratische  Zahlen,  und  daraus,  dafs  zwei  Zahlen  ähn- 
lich heifsen,  wenn  sie  sich  wie  zwei  Quadratzahlen  verhalten, 
weil  sie  sich  dann  durch  ähnliche  Rechtecke  mit  kommen- 
surablen Seiten  darstellen  lassen.  Dafs  die  allgemeingültige 
Verbindung  zwischen  zw-ei  Gröfsen,  welche  durch  das  Rechteck 
mit  diesen  Gröfsen  als  Seiten  dargestellt  wird,  ganz  überein- 
stimmt mit  der  bereits  erwähnten  —  aber  später  erfundenen  — 
Bildung  von  Produkten,  welche  auf  Euklids  (Eudoxus')  Pro- 
portionslehre gegründet  wurde,  sieht  man  aus  Satz  :23  im 
sechsten  Buche  Euklids,  der  aussagt,  dafs  zwei  Parallelogramme 
mit  demselben  Winkel  im  zusammengesetzten  Verhältnis  der 
Seiten  stehen. 

Nach  diesen  Bemerkungen  können  wir  olme  mifsverstanden 
zu  werden  hn  Folgenden  durh  a.h  das  Rechteck  mit  den 
Seiten  a  und  h  bezeichnen  und  durch  a^  das  Quadrat  mit 
der  Seite  a.  Diese  Bedeutung  mufs  aber  in  der  That  fest- 
gehalten werden,  und  ich  werde  oft  Grund  haben  daran  zu 
erinneni,  dafs  mit  Figuren  operiert  wird.  Ich  nuifs  das  thun, 
nicht  nur  mit  Rücksicht  auf  die  Gefahr  der  Versuchung,  den  Alten 
Erleichterungen  modernen  Ursprungs  zuzuschreiben.    Die  Gefahr 
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hierfür  dürfte  von  geringerer  Bedeutung  sein,  weil  die  Ver- 
bindung zwischen  Rechteck  und  Produkt,  wie  oben  bemerkt, 
den  Alten  nicht  fremd  war,  wenn  dieselbe  auch  nicht  in 
allgemeingültigen  Beweisen  anerkannt  wurde.  Es  ist  gerade  so 
grofse  Gefahr  dafür  vorhanden,  dafs  man,  wenn  man  vei-gifst, 
dafs  die  Alten  mit  Figuren  operierten,  die  damit  verbundenen 
eigentümlichen  Erleichterungen  übersieht,  welche  die  Alten  ihrer- 
seits vor  uns  voraus  haben  konnten. 

Die  hierher  gehöi'enden  Operationen  sind  so  einfach,  dafs 
sie  unmittelbar  vei-standen  werden,  wo  man  bei  den  Beweisen 
der  Alten  auf  sie  stöfst,  und  bedürfen  insofern  keiner  Erklärung. 
Hier  konmit  es  uns  aber  darauf  an  klar  zu  legen,  dafs  sie  eine 
wirkliche  Methode  bildeten,  die  vor  Euklids  Zeit  entwickelt  sein 
mufs,  und  welche  die  Alten  mit  so  grofser  Fertigkeit  anwendeten, 
dafs  die  Einübung  derselben  sicher  mit  zu  einer  guten  mathe- 
matischen Ausbildung  geliört  haben  mufs.  Um  das  nach- 
zuweisen müssen  wir  das  erste  uns  bekannte  Auftreten  dieser 
Operationen  untersuchen,  nämlich  in  Euklids  zweitem  Buch, 
das  durch  und  durch  auf  dieser  Methode  aufgebaut  ist. 

Die  10  ersten  Sätze  im  zweiten  Buche  Euklids  lassen  sich 
folgendermafsen  schreiben : 

1 .    (i(h  -\-  c  -^  d  -r-  , . ,)  =  ab  -\-  ac  -^  ad  -{-  .  . ., 
±    {a  -f  by  =  {a  +  b)a  -f-  {a  +  b)b, 

3.  {a  +  b)a  =  a^+ab, 

4.  (a  +  i)2«  a^+b^+-2ab, 

5.  (a  — 6)6  + (ia  — 6)2=  (i«)2  oder 
(a-6)6  4-(6^irt)2=  (i«)2, 

0.    {a  4-  6)6  +  (i^/.)2  =  (ia  -f-  6)2  oder 
h(h-a)  +  {XaY^  (b-i,af, 

7.  «2+62^  ^rtft-^.(a-6)2, 

8.  4a6  +  (a  — 6)2-=  (a  +  6)2, 

9.  (a  —  6)2  4-  62  =  2(^a)^  +Mh^  —  ^^Y  oder 
((1-6)2-1-62^  2(^.0'+ 2(6  — -irt)2, 

10.    62+(a  +  6)2=.  2(Jr/)2-f:2(^a -1-6)2  oder 

(6  — r02+62=  2(xa)2  4.2(6-^a)2. 

Diese    algi^braischen    Darstellungen     lassen    sicli    übrigtms 

etwas  verändern  durch  Änderung  der  Bedeutung  der  Bezeich- 
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iiungen,    welche   wir   den   Abständen   zwischen   den    Punkten 
einer  Linie  geben. 

Unsere  erste  Gleichung  ist  nur  ein  Ausdruck  dafür,  dafs 
ein  Rechteck  durch  Parallelen  zu  der  einen  Seite  (der  Höhe) 
in  neue  Rechtecke  geteilt  wird,  deren  Grundlinien  zusammen 
die  des  gegebenen  ausmachen.  Die  Sätze  2  und  3  sind  solche 
specielle  Fälle  von  1,  in  welchen  ein  Rechteck  mit  einem  Qua- 
drat vertauscht  ist.  Die  Gleichung  4  mufs  aufgefafst  werden 
als  Ausdruck  für  die  in  Fig.  1  dai-gestellte  Zerlegung  eines 
Quadrates  mit  der  Seite  a  +  h.  Die  Gleichungen  5  und  6,  von 
deren  weiterer  Bedeutung  wir  bald  reden  werden,  drücken  auf 


Fig.  1. 
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Fig.  3. 


dieselbe  Weise  die  auf  4  gegründeten  Eigenschaften  bei  den 
Figuren  2  und  3  aus,  wo  C  die  Mitte  der  Strecke  AB,  die  wir 
gleich«  gesetzt  haben,  ist,  während  Di^  oder  ^/> />  genannt  ist, 
und  auf  ähnliche  Weise  drücken  7  und  8  Sätze  aus,  deren 
Richtigkeit  unmittelbar  an  den  Figuren  hervortritt,  deren  Eigen- 
schaften si(»  dar.stellen. 


It  Ei-stei-  Abschnitt. 

Das  in  diesen  Sätzen  angewcindte  Verfuhren  läfst  sich  im 
allgemeinen  benutzen  um  den  geometrischen  Satz  zu  beweisen, 
welclier  dem  algebraischen  entspricht,  dafs  mehrgliedrige  Gröfsen 
multipliciert  werden,  indem  man  alh^  Glieder  der  einen  mit 
allen  (Tliedern  der  andcu'en  Gröfse  nuiltiplicicni.  Die  beiden 
letzten  Identitfden  1)  und  \0  lassen  sich  entweder  auf  dieselbe 
Weise  oder  aus  den  vorhergehenden  Sätzen  ableiten ,  aber 
Euklid  zieht  es  vor.  d(»n  schon  im  ersten  Buche  bewiesenen 
Pythagoreischen  Lehrsatz  zu  benutzen. 

Da  sich  für  die  entwickelten  Sätze,  wie  wir  sehen  werden, 
l)estinmite  Anwendungen  nachweisen  las.sen,  und  da  die  ent- 
sprechenden algebraischen  Sätze  zum  Teil  auch  in  unsem 
Lehrbüchern  d(^r  Algebra  ausdrücklich  heiTorgehoben  werden, 
so  bietet  der  Umstand,  dafs  Euklid  nur  die.se  nennt,  keines- 
wegs Veranlassung  zu  dem  Glauben,  dafs  dies  die  einzigen 
Anwendungen  sind,  wc^lche  er  und  .seine  Vorgänger  von  dem 
benutzten  Verfahren  machcMi  konnten.  Man  kann  im  Gegenteil 
sagen,  dafs  die  Anwendungen  zahlreich  genug  sind  um  An- 
leitung zu  geben  dasselbe  V(n-fahr(^n  überall  anzuwenden,  wo 
es  anwendbar  ist. 

Aufser  der  hier  benutzten  Multiplikation  mehrgliedriger 
Gröfsen,  verbunden  mit  einer  Vereinigung  durch  Addition  und 
Subtraktion,  tritft  man  bereits  im  ersten  Buche  Euklids  die 
geometrische  (3peration,  welche  der  Division  eines  Produktes 
von  zwei  Gröfsen  durch  eine  dritte  entspricht.  Diese  besteht 
darin,  die  aus  den  beiden  ersten  gebildc^te  Fläcrhe  an  die  dritte 
anzuleg(?n  (zapaßdkht)^).  d.  h.  dasselbe  in  ein  Rechteck  mit 
der  dritten  als  Seite  zu  verwand(»ln.  Dadurch  wird  man  auch 
in  den  Stand  gesetzt,  die  Summe  oder  Differenz  solcher 
Rechtecke,  welche  keine  Seite  gcMiieinschafllich  haben,  zu  einem 
einzigen  Rechteck  zu  vereinigen. 

Radici(»rung  oder  Lösung  rein  «juadratischer  Glei- 
chungen haben  wir  in  der  xVufgabi»  ein  Rechteck  in  ein  Quadrat 
zu  vt*rwandeln,  wozu  Euklid  (11,  14)  unsere  Konstruktion  der 
mittleren  Proportionale  benutzt;  da  er  aber  noch  nicht  zur 
Proportionslehre  gelangt  ist,    so  beweist   er  die  Richtigkeit  der 
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Konstruktion  durch  den  pythagoreischen  Lehrsatz.  Sein  Beweis, 
der  am  nächsten  der  algebraischen  Umformung 

-=<"  =  ("4T-("7')' 

entspricht,  ist  im  übrigen  auf  den  vorhergehenden  Satz  5  ge- 
stützt, hätte  sich  aber  ebenso  leicht  auf  den  Satz  6  gründen 
lassen.  Ob  man  den  einen  oder  den  anderen  zu  benutzen  hat, 
beruht  darauf,  ob  man  —  beim  Beweise  oder  der  Herleitung, 
denn  die  Konstruktion  ist  dieselbe  —  damit  beginnt  eine  der 
Strecken  a  und  b  entweder  auf  der  anderen  oder  auf  der  Ver- 
längerung der  anderen  abzutragen*). 

Um  demnächst  zu  erfahren,  wie  weit  die  Bekanntschaft 
der  Alten  mit  gemischten  quadratischen  Gleichungen 
und  deren  Lösung  oder  Reduktion  auf  rein  quadratische  Glei- 
chungen sich  erstreckte,  wird  es  zweckmäfsig  sein  zu  prüfen, 
welche  Gestalt  die  quadratische  Gleichung  in  der  Sprache  der 
geometrischen  Algebra  annehmen  mufste,  und  welche  Hülfs- 
mittel  diese  demnächst  darbot  um  die  Lösung  zu  finden. 

Wir  wollen  zuerst  die  Gleichung 

x^+ax  =  b^,  (1) 

betrachten,  wo  wir  uns  denken,  dafs  das  konstante  Glied, 
welches  jedenfalls  eine  Fläche  darstellen  mufs,  in  ein  Quadrat 
verwandelt  ist,  eine  Verwandlung,  welche,  wenn  die  Fläche  erst 


*)  Wenn  Euklid  statt  5  den  Satz  G  benutzt  und  den  Beweis  für  diesen 
Hfdfssatz  in  den  Beweis  für  die  Konstruktion  hineingezogen  hatte,  so 
würde  diese  Begnindung  vollkommen  übereinstimmen  mit  einer  Her- 
leitung derselben  Konstruktion,  welche  sich  bei  dem  indischen  Mathe- 
tiker  Baudhayana  findet  (vei-gl.  C'antor,  Vorlesungen  S.  545).  Ich  bin 
deshalb  mit  Cantor  vollkommen  darin  einig,  diese  Herleitung  für 
übereinstimmend  mit  der  griechischen  Geometrie  zu  halten,  wahrend 
Hankel  durchgehends  geneigt  ist  die  Anwendungen  von  Flächen- 
operationen  für  der  indischen  Geometrie  eigentümlich  und  der  griechi- 
schen fremd  zu  betrachten.  Diese  Auffassung  wird  widerlegt  werden 
durch  unsere  Darlegung  der  Rolle,  welche  Flächenoperationen  sowohl 
in  der  elementaren  Geometrie  der  Griechen  wie  in  ihrer  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  gespielt  haben,  wenn  dieselben  auch  an  beiden 
Orten  in  das  strenge  Gewand  griechischer  Darstellungskunst  ge- 
kleidet sind. 


10  Erster  Abschnitt. 

ZU  einem  Rechteck  gemacht  ist,  durch  den  eben  erwähnten 
Satz  II,  14  vorgenommen  wu-d.  Dieses  Quadrat  soll  gleich  der 
Summe  aus  dem  Rechteck  ax  mit  der  gegebenen  Seite  a  und 

der  unbekannten  Seite  x 
: \ und  aus  dem  Quadrat  über 

dieser   letzteren  Seite  sein. 

j  v| 

^                    j                     :        i  Die   Aufgabe    besteht    also 

;                     ;        .  darin,    an    eine    gegebene 

1                     i        i  Linie  AB  =-  a  ein  Rechteck 

i                     i        '  (AM)  von  gegebener  Gröfse 

L _ 1  1)2  anzulegen,    so  dafs    ein 

FiK.4.  Quadrat  {BM)  -=  x^  übrig 

bleibt.  Diese  Aufgabe  ist 
sogar  ihrem  Wortlaute  nach  als  specieller  Fall  miteinb^riffen 
in  Eukl.  VI,  i20,  wo  nur  das  Rechteck  vertauscht  ist  mit  einem 
Parallelogramm  mit  gegebenem  Winkel ,  das  überschiefsende 
Quadrat  mit  einem  Parallelogramm  {TzapakkrjAuxpaiifiov  ÜTzsp- 
ßu/Äoi^)  von  gegebener  Form. 

Wenn  wir  uns  nun  an  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe 
machen,  so  setzen  wir  von  den  früher  erwähnten  Sätzen  den 
Satz  4  und  die  dazu  gehörende  Fig.  1  als  bekannt  voraus. 
Indem  wir  dann,  um  eine  Analysis  von  derselben- Art  zu  be- 
kommen,  wi(^  die  Alten  sie  benutzten^),    damit  beginnen  uns 

')  Euklid  bedient  sieh  in  den  Elementen  und  Apoll onius  fast  überall 
in  seiner  Lehre  von  den  Kegelschnitten  der  synthetischen  Dar- 
stellungsart, welche  darin  besteht,  zuerst  den  Satz  oder  die  Auf- 
gabe, welche  bewiesen  o«ler  gelöst  werden  sollen,  anzugeben,  im 
letzteren  Falle  demnächst  die  Losung  folgen  zu  lassen,  und  endlich 
in  beiden  Fällen  zuletzt  den  Beweis  für  den  aufgestellten  Satz  oder 
die  Lösung  zu  geben.  Auf  diesem  Wege  erfahren  wir,  da(s  das- 
jenige, was  ausgesagt  ist,  wahr  ist.  aber  nicht  wie  man  darauf  ge- 
kommen ist  es  zu  sagen.  Etwas  mehr  erlahrt  man  unmittelbar, 
wenn  die  Alten  auch  die  Analysis  einer  Aufgabe  mitteilen,  welche 
darin  besteht  sich  dieselbe  gelöst  zu  denken  un<l  aus  dieser  Voraus- 
setzung solche  neue  Verbindungen  abzuleiten,  welche  zur  wirklichen 
Lösung  «lienen  können.  Dasselbe  kann  man  in  der  Regel  dadurch 
erreichen,  dafs  man  selbst  aus  der  vorliegenden  synthetischen  Dar- 
stellung «lurch  T'mkehrung  aller  ()|»erationen  die  Analysis  bddet.  welche 
in  jeilem  Falle  angewandt   sein  konnte  und   in  vielen  Fällen  von  den 
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die  Aufgabe  in  Fig.  4  gelöst  zu  denken,  so  liegt  es  nahe,  deni- 
nächist  durch  Umformung  der  Figur  zu  versuchen  ein  Quadrat 
von  bekannter  Gröfse  zu  bilden.   Das  läfst  sich  erreichen,  wenn 


Alten  wirklich  angewandt  worden  ist.  In  Betreff  der  Theoreme  gilt 
etwas  ähnliches,  da  das,  was  sie  aussagen,  in  der  Regel  als  Antwort 
auf  eine  Frage,  also  als  Lösung  einer  gewissen  Aufgabe  betrachtet 
werden  kann. 

Bei  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  u.  s.  w.  S.  137  IT. 
findet  sich  eine  sehr  hübsche  und  durch  Beispiele  erläuterte  Schilde- 
rung der  Analysis  und  Synthesis  der  Alten.  Ich  will  hier  ein 
Beispiel  aus  der  neueren  Mathematik  anführen,  welches  vielleicht 
am  deuthchsten  die  rein  logische  Ausbeute  der  beiden  Operationen 
zeigen  wird,  dafs  nämlich  die  Analysis  zu  allen  den  Lösungen  führt, 
die  eine  Aufgabe  überhaupt  haben  kann,  so  dafs  man  dagegen  ge- 
sichert wird  irgend  eine  zu  vergessen,  während  man  durch 
einen  synthetischen  Beweis  sich  der  Richtigkeit  der  Lösungen 
versichert,  zu  denen  man  gelangt.  Das  Beispiel  ist  die  Behandlung  einer 
beliebigen  Aufgabe  in  der  Weise,  dafs  man  sie  auf  eine  Gleichung 
bringt,  diese  löst  und  die  Lösungen. einer  Probe  unterwirft.  Der  oder 
den  Unbekannten  eine  Bezeichnung  zu  geben  und  dieselben  in  eine  oder 
mehrere  Gleichungen  einzuführen  ist  dasselbe,  als  wenn  man  sich  diese 
befriedigt,  also  die  Aufgabe  gelöst  denkt.  Diese  Operation,  in  Verbin- 
dung mit  der  Lösung  der  Gleichungen,  macht  eine  Analysis  aus;  das 
Probieren  der  Wurzeln  ist  der  synthetische  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  gefundenen  Lösungen.  Diese  Probe  läfst  sich  entbehren,  wenn  in 
der  Analysis  keine  Operationen  gebraucht  sind,  welche  sich  nicht  um- 
kehren lassen,  dagegen  nicht,  wenn  man  durch  Potenzieren  ein  Wui-zel- 
zeichen  fortgeschafft  hat,  welches  nach  der  Voraussetzung  mit  einem 
gewissen  Vorzeichen  genommen  war.  Auf  diese  Weise  würden  die 
Alten  in  vielen  Fällen  ihre  Synthesis  haben  entbehren  können,  nach- 
dem sie  die  Analysis  aufgestellt  hatten,  wenn  sie  bestimmte  Regeln 
dafür  gehabt  hätten,  welche  von  ihren  Operationen  umkehrbar  waren. 
In  Ermanglung  dessen  versicherten  sie  sich  in  der  Regel  durch  eine 
Synthesis,  welche  in  einer  durchgeführten  Umkehrung  der  einzelnen 
Operationen  der  Analysis  bestand,  dafs  die  aufgestellten  Lösungen 
richtig  waren.  W^o  sie  die  Analysis  unterhefsen,  erhielt  man  dagegen 
keinen  Beweis  dafür,  dafs  nicht  andere  Lösungen  möglich  waren. 

Die  Worte  Analysis  und  Synthesis  werden  in  der  Folge 
stets  nur  in  ihren  einfachen  antiken  Bedeutungen  ge- 
braucht werden,  und  die  Adjektive  analytisch  und  syn- 
thetisch in  Übereinstimmung  hiermit.  Nur  wenn  wir  von  «der 
analytischen  Geometrie"*  sprechen,  verstehen  wir  darunter  im  besonderen 
die  Cartesische,  wenn  nicht  ausdrücklich  etwas  anderes  bemerkt  ist. 

^2 
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man  das  Rechteck  (KB)  in  zwei  Hälften  teilt  und  darauf  in 
Übereinstimmung  mit  Fig.  1  die  eine  Hälfte  (KC)  so  umlegt, 
dafs  die  ganze  gegebene  Fläche 

(KD)  =  2,  lax  4- x^'  =  b^ 
zu  einem  „Gnomon**  wird,  welcher  in  Verbindung  mit  dem  be- 
kannten Quadrat  (\aY  ein  Quadrat  von  dem  bekannten  Inhalt 
b'^  +  (I «)^  ausmacht.  Die  Seite  desselben  CD  =  x  -\-  \a  vnv& 
demnächst  durch  den  pythagoreischen  Lehrsatz  bestimmt,  und 
dadurch  ist  die  Aufgabe  gelöst,  denn  nun  läfst  sich  der  Punkt 
D  konstruieren,    x  =  BD  wird  dann  auch  gefunden  sein. 

Abgesehen  von  dem  Untei'schiede  zwischen  der  geometri- 
schen und  algebraischen  Darstellungsfonn  haben  wir  hier  genau 
/  dasselbe  ausgeführt,  als  wenn  wir  jetzt  die  aufgestellte  Gleichung 
dadurch  lösen,  dafs  wir  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
{\aY  addieren.  Und  gleichzeitig  zeigt  es  sich,  dafs  unsere 
Analysis  vollkommen  zu  der  Synthesis  pafst,  welche  wir  mit 
Beziehung  auf  die  verallgemeinerte  Aufgabe  bei  Eukl.  VI,  29 
finden. 
/  Dafs  man  nun  auch  ohne  diese  auf  Euklids  (oder  Eudoxus') 
Proportionslehre  gegründete  Verallgemeinerung,  imd  wahrschein- 
lich früher,  genau  dieselbe  Lösung  auf  die  von  uns  behandelte 
speciellere  Aufgabe  angewandt  hat,  geht  daraus  hervor,  dafs 
Satz  6  des  zweiten  Buches  eine  vollständige  iVndeutung  zu  der- 
selben Lösung  giebt,  wie  dies  sowohl  die  mit  Fig.  4  ganz 
übereinstimmende  Fig.  8  als  auch  misere  algebraische  Dar- 
\  Stellung  desselben  (wenn  man  b  mit  x  vertauscht)  zeigen. 

Fig.  3  oder  4  zeigen  ferner  unmittelbar,  dafs  dieselbe  Auf- 
gabe auch  in  der  Form  gestellt  sein  kann,  zwei  Strecken  AD 
und  BD  zu  bestinmien,  deren  Differenz  a  und  Rechteck  b^ 
gegeben  sind.  Das  bemerkt  Euklid  auch  ausdrücklich  Data  84. 
Die  Strecke  AD  würde  Wurzel  der  Gleichung 

x'^—ax  =  b^  (2) 

sein,  was  wir  auch  durch  unsere  zweite  algebraische  Dai'stellung 
d(s  Satzes  6  angedeutet  haben.  Eben  deshalb  braucht  Euklid 
nicht  die  geometrische  Aufgabe,  welche  die  unmittelbare  Über- 
setzung dieser  Gleichung  sein  würde,  besonders  zu  behandeln; 
denn  jede  Frage,    welche  von  dieser  Gleichung  abhängig   ist. 


Quadratische  Gleichungen.  19 

läfst  sich  in  Abhängigkeit  von  der  soi-gfaltig  behandelten  Glei- 
chung x^-{-  ax  =  6^  bringen.    Da  negative  Gröfsen  unbekannt 
waren,  so  erhielt  jede  von  diesen  Gleichungen  nur  eine  Wurzel. 
Auf  ganz  ähnliche  Weise  ist  die  Gleichung 

bei  Euklid  behandelt.  Diese  mufs  geometrisch  folgenderniafsen 
ausgedrückt  werden:  an  eine  gegebene  Strecke  a  ein  Rechteck 
von  gegebenem  Inhalt  h'^  so  anzulegen,  dafs  die  fehlende  Figur 
ein  Quadrat  wird.  Diese  Aufgabe,  deren  Lösung  aus  Euklid 
11,  5  (vei-gl.  Fig.  :2,  wo  dann  AB  ^  a,  (KD)  =  b^  und  BD  =  x) 
hervorgeht,  findet  sich  verallgemeinert  in  VI,  28,  so  dafs  das 
Rechteck  mit  einem  Parallelogramm  mit  gegebenem  Winkel 
vertauscht  wird,  das  Quadrat  mit  einem  fehlenden  Parallelo- 
gi-amm  {7:apaXkT^)y»YpaiifLov  kAletTtov)  von  gegebener  Form.  Die 
Losung  ist  auch  hier  in  anderer  Sprache  dieselbe  wie  di(^  der 
jetzigen  Algebra,    indem    sie   darin    besteht   durch  Subtraktion 

beider  Seiten  der  Gleichung  von  (-^  j    ein    Quadrat    über   der 

/  a  \* 

r   inif    hptnnnfpin    Inhalt    I  —  1 

Der  Lösung,  welche  in  VI,  :28  vollständig  ausgeführt  wird, 
wird  in  VI,  :27  eine  Bedingung  für  die  Möglichkeit  voraus- 
geschickt, welche  für  den  hier  behandelten  Fall  darauf  hin- 
auslaufen würde,    dafs  die  Fläche  b-  nicht    gröfser  als  f-y) 

sein  darf. 

Indem    Euklid    im    Beweise    für    die    Unmöglichkeit,     dafs 

62>/-^J  ,  einmal  x  <C  .4C(Fig.  2),  und  dann  u?  >  .46' (was  sich 

an  Fig.  2  dadurch  darstellen  liefse,  dafs  man  j:^  =  .!/>  setzt,  wo- 
durch das  Rechteck  mit  gegebenem  Inhalt  die  Grundlinie  BD 
erhalten  würde)  zu  nehmen  versuclit,  giebt  er  zu  erkennen,  dafs 
er  sehr  wohl  weifs,  dafs  der  Aufgabe,  welche  durch  die  Glei- 
chung ausgedrückt  wird,  ebensowohl  genügt  wird  durch  u-  =  AD 
wie  durch  x  =  BD,  Wenn  er  nichtsdestoweniger  VI,  28  nur 
eine  Lösung  angiebt,  so  mufs  das  entweder  darauf  beruhen, 
dafs  er  meint,  die  gestellte  Aufgabe  enthalte  nur  die  Forderung 
ein  Rechteck  anzulegen,  welches  d(T  gestellten  Bedingung  genügt. 


CD  =^  ^  —  x  mit  bekanntem  Inhalt  (-^-j  — b^  zu  bilden. 
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nicht  aber  alle  solche  Rechtecke  zu  finden,  oder  darauf,  dafs 
dasjenige,  welches  Euklid  finden  will,  eben  das  Rechteck  AM 
ist,  welches  an  AB  angelegt  wird,  und  dies  bleibt  dasselbe, 
einerlei  ob  es  an  diese  Linie  mit  der  gröfseren  Seite  längs  AD 
oder  mit  der  kleineren  längs  DB  gelegt  wird,  wenn  auch  das 
fehlende  Quadrat  verschieden  wird^). 

Diese  letztere  Erklärung  erscheint  namentlich  natürlich, 
wenn  man  beachtet,  dafs  Euklid  sowohl  in  Satz  85  der  Data 
wie  im  Hülfssatz  zu  den  Elementen  X,  18  die  eben  beschriebene 
Flächenanlegung  zur  Bestimnmng  von  Strecken  benutzt,  von 
denen  die  Summe  sowohl  wie  der  Inhalt  des  daraus  gebildeten 
Rechtecks  gegeben  ist.  Diese  symmetrische  Aufgabe  hat  nur 
eine  Lösung,  und  dafs  Euklid  auch  nicht  von  mehr  als  einer 
Auflösung  in  der  mit  dieser  Aufgabe  wesentlich  identischen 
Flächenanlegung  spricht,  ist  eigentlich  nicht  auffälliger,  als  wenn 
ein  Schriftsteller  der  Gegenwart  den  Gleichungen 

xy  =  h- 
nur  die  L(')sungen 


X  =  ^  .     y 2 

beilegt,  im  Vertrauen  darauf,  dafs  die  Synmietrie  zu  augenfällig 
ist,  als  dafs  es  nötig  sein  sollte  ausdrücklich  hervorzuheben, 
dafs  die  beiden  Werte  sich  auch  vertauschen  lassen-). 

Jedenfalls  ist  es  unrichtig  aus  dem  Umstände,  dafs  bei 
Euklid  eine  ausdrückliche  Erwähnung  der  einen  Wurzel  einer 
quadratischen  Gleichung  in  dem  Falle  fehlt,  wo  dieselbe  wirk- 
lich zwei  (d.  h.  zwei  positive)  hat,  und  aus  einem  entsprechenden 
Mangel  bei  Diophantus  zu  schliefsen,  dafs  den  Alten  über- 
haupt der  Sinn  fehlte  für  die  Bedeutung  einer  Untersuchung 
darüber,  wie  viele  Lösungen  eine  Aufgabe  haben  könnte^). 

M  Vergl.  Buch  X,  4.*JfT. ,  worin  Euklid  sa^t,  dafs  es  nur  einen  Punkt 
triebt,  welcher  eine  Strecke  auf  eine  gegel)ene  Weise  teilt,  aber  im 
Beweise  aus<liücklich  bemerkt,  dafs  er  den  zweiten  Punkt  ausschliefst, 
der  die  Strecke  in  dieselben  beiden  Abschnitte  teilt. 

*)  Man  vergleiche  die  cilierte  Arbeit  von  Tannery. 

')  Hankel  hebt  diesen  Manjrel  a.  a.  0.  S.  1(5^  in  sehr  starken  Ausdrücken 
hervor. 


Beide  Lösungen  waren  den  (rriechen  bekannt.  i] 

Dafs  dies  nicht  der  Fall  gewesen  ist,  geht  deutlich  aus 
der  Art  und  Weise  hervor,  wie  Apollonius  in  der  Vorrede 
zum  vierten  Buch  über  die  Kegelschnitte \)  den  Diorismus 
(Abgrenzung)  einer  Aufgabe  bespricht.  Dieser  besteht  nach 
dem  Wortlaut  des  Namens  vor  allem  in  einer  Angabe  der 
Grenzen ,  innerhalb  deren  eine  Aufgabe  überhaupt  möglich 
ist  —  und  eine  solche  giebt  Euklid,  wie  wir  gesehen  haben, 
für  die  quadratische  Gleichung  in  VI ,  27  — ;  aber  die  Aus- 
drücke des  Apollonius  zeigen,  dafs  der  Diorismus  zugleich  den 
Zweck  hat  die  Grenzen  anzugeben,  innerhalb  deren  eine  Auf- 
gabe eine  gi-öfsere  oder  geringere  Anzahl  Lösungen  haben 
kann,  und  dann  zu  sagen,  wie  viele  sich  in  jedem  einzelnen 
Fall  ergeben. 

In  genauester  Cbereinstinmiung  hiermit  steht  aufser  vielem 
anderen  Apollonius'  eigene  x\nwendung  der  Flächenanlegung 
oder  der  quadratischen  Gleichungen  in  der  durch  das  Arabische 
erhaltenen  Schrift  über  den  Verhältnisschnitt 2).  Der  Inhalt 
dieser  Schrift ,  den  wir  im  loten  Abschnitt  genauer  besprechen 
werden,  besteht  in  einer  Behandlung  der  geometrischen  Auf- 
gabe: durch  einen  Punkt  eine  gerade  Linie  zu  ziehen,  welche» 
auf  zwei  gegebenen  Geraden  von  gegebenen  Punkten  an  Stücke 
abschneidet,  welche  in  einem  gegebenen  V^erhältnis  stehen. 
Diese  Aufgabe  wird  gelöst  durch  Zurückführung  auf  Flächen- 
anlegung, welche  bis  auf  den  Unterschied,  der  zwischen  unserer 
und  der  geometrischen  Algebra  besteht,  mit  einer  modernen 
algebraischen  Behandlung  und  Zurückführung  auf  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  übereinstinnnt.  Die  Aufgabe  ist  allerdings  in 
so  viele  Fälle  geteilt,  dafs  die  Wurzeln,  welche  brauchbar  sind, 
jedesmal  engen  Grenzbedingungen  unterworfen  sind:  aber  sofern 
zwei  Lösungen  innerhalb  dieser  Grenzen  vorkommen  können, 
versäumt  Apollonius  nicht  es  anzuführen.  Dies  geschieht  über- 
dies in  einer  Form,  welche  eine  vollkonnnene  Vertrautheit  mit 
der  Thatsache  verrät,   dafs  der  Grenzfall,  wo  die  Gleichung  (8) 


')  Man  vergl.  unseren  Anhang  1. 

')  Lateinisch  herausgei^eben  von  Ha  Hey  (De  sectione  lalionis  etc.). 
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nur  eine  Lösung  hat,  den  Übei-gang  zwischen  solchen  bildet, 
wo  zwei  oder  wo  gar  keine  vorhanden  sind. 

Bei  Betrachtung  der  im  sechsten  Buch  wirklich  ausgeführten 
Flächenanlegungen  haben  wir  gesehen,  dafs  das,  was  die  Sätze 
5  und  6  des  zweiten  Buchs  angeben,  eben  dieselben  üin- 
Ibrniungen  sind,  in  deni^i  die  Ausführung  der  Flächenanlegung 
in  der  von  uns  dalägest  eilten  Form  besteht,  oder  dafs  sie  die 
Lösung  der  geometrischen  Algebra  von  den  Gleichungen 

angeben,  wo  B  eine  Fläche  bedeutet,  die  in  einer  solchen  Form 
gegeben  ist,  dafs  sie  sich  in  ein  Quadrat  verwandeln  läfst.  Dafs 
Euklid  es  bis  zum  sechsten  Buch  aufschiebt  eben  diese  Auf- 
gaben ausdrücklich  zu  stellen  und  zu  lösen,  hat  seinen  natür- 
lichen Grund  darin,  dafs  er  dort  erst  mit  Hülfe  der  Propoi-tions- 
lehre  denselben  die  Erweiterung  g(*ben  kann,  von  der  wir  hier 
abgesehen  hab(»n,  deren  algebraische?  Bedeutung  wir  aber  bald 
genauer  untei-suchen  w(M'den. 

Wenn  nun  also  die  Ausführung  der  Flächenanlegung  im 
zweit(*n  Buch  auch  nur  in  Form  von  Sätzen  gegeben  wird,  so 
bezeugt  das  Vorkonunen  an  dieser  Stelle  doch,  dafs  dieselbe 
unabhängig  von  ihn'  neuen  Pro])ortionslehre  ist  und  sicher  vor 
dieser  bekannt  war.  Das  wird  vollkommen  bc^stätigt  durch  den 
bei  ProklusM  aufbewahrten  Bericht  des  Eudemus,  dafs 
man  die  Flächenanlegung  den  Pythagoreern  verdanke. 

Lange  vor  Euklids  Zeit  kannte  man  also  die  Lösung  der 
gemischt(»n  quadratischen  Gleichmig,  wie  sie  hier  dai'gestellt  ist, 
und  hat  dieselbe,  wie  sich  aus  der  ausdrücklichen  Hervorhebung 
dieses  Gegenstandes  ergiebt,  mit  Fleifs  behandelt.  Die  Frage 
wird  also  demnächst  sein,  bis  zu  welchem  Umfange  man 
hierfius  Nutzen  zu  ziehen  verstand.  Die  meisten  Autoren 
scheinen  geneigt  diesen  Umfang  ziemlich  eng  zu  begrenzen; 
sie  nennen  Euklids  Lösungen  geometrisch  und  scheinen  damit 
auch  ausdrücken  zu  wollen,  dafs  er  dieselben  nur  wie  ein  in 
vielen    Fällen   nützliches    llülfsmittel    innerhalb   der   Geometrie 

M  Frieilleins  Aus^'abe  von  Proklus'  Kommentar  zum  Euklid.  S.  ill>. 
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selbst  angewendet  habe,  während  sie  die  numerische  Lösung 
der  Zeit  nach  nur  bis  zu  den  ersten  Schriftstellern  zurückfüliren, 
bei  denen  sie  ausdrückliche  Beispiele  für  solche  gefunden  haben  ^). 
Die  Auffassung,  die  ich  hier  festhalten  werde,  besteht  dagegen 
darin,  dafs  die  geometrische  Darstellung  für  die  Griechen  die  ^^'^ 
Darstellung  allgemeiner  Gröfsen  war,  und  unter  diesen  auch 
speciell  derjenigen,  welche  sich  durch  Zahlen  oder  Zahlen- 
verhältnisse dai-stellen  lassen,  oder  der  rationalen  Gröfsen,  dafs 
deshalb  die  geometrische  Lösung  von  Gleichungen  zweiten 
Grades  für  sie  die  allgemeine  Lösung  darstellte,  die  im  be- 
sonderen die  numerische  mit  enthalten  mufste.  Der  Grund, 
weshalb  man  der  Flächenanlegung  eine  so  grofse  Bedeutung 
beilegte,  würde  dann  der  sein,  dafs  diese  den  alten  Grie- 
chen das  gewährte,  was  die  Lösung  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  uns  gewährt.  In  diesen  Anschauungen  stimme  ich, 
soviel  ich  sehe,  vollkommen  mit  Tannery  überein,  aus  dessen 
Schrift  ich  auch  mehrere  meiner  Argumente  für  das  hohe  Alter 
der  Bekanntschaft  mit  der  numerischen  Lösung  der  quadrati- 
schen Gleichungen  entnehme. 

Als  einen  Grund  für  die  Annahme,  dafs  man  nicht  aus- 
schliefslich  die  geometrischen  Anwendungen  vor  Augen  hatte, 
mufs  ich  zuerst  den  Umstand  berühren,  dafs  die  von  Euklid 
mitgeteilte  Lösung,  wie  ich  gezeigt  habe,  ganz  mit  unserer 
algebraischen  übereinstimmt,  aber  an  geometrischer  Einfach-  ; 
heit  hinter  den  Verfahrungsarten  zurücksteht,  deren  man  sich 
jetzt  gewöhnlich  zur  geometrischen  Konstruktion  der  Wurzeln 
einer  Gleichung  zweiten  Grades  bedient.  Hätte  man  eine  solche 
gewünscht,  so  würde  man  zu  den  Zeiten  Euklids,  wo  die 
Konstruktionslehre  so  hoch  entwickelt  war,  sicherlich  verstanden 
haben  Lösungen  von  Aufgaben,  mit  denen  man  sich  so  lange 
beschäftigt  hatte,  auf  eine  möglichst  grofse  geometrische  Ein- 
fachlieit  zu  bringen. 

Die   besten  Argumente   nmfs   man    indessen    in   den  auf- 


*)  Auf  diesem  Wege  gelangt  C.antor  am  weitesten  rückwäi-ts.  indem  er 
(Vorlesungen,  S.  341)  eine  numerische  Lösung  einer  quadratischen 
Gleichung  bei  Heron  (etwa  1(X)  v.  («hr.)  nacligewiesen  hat. 
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bewahrten  Anwendungen  der  Lösungen  suchen.  Die  am  voll- 
ständigsten durchgeführte  Behandhing  solcher  Anwendungen 
hat  man  in  der  eben  angeführten  kleinen  Schrift  des  Apol- 
lonius  über  den  Verhältnisschnitt.  Hier  wie  an  vielen 
anderen  Orten  sind  freilich  die  Aufgaben,  welche  auf  Flächen- 
anlegung zurückgeführt  werden,  von  vornherein  geometrisch; 
aber  wir  haben  bereits  ausgesprochen,  dafs  die  ganze  Behand- 
lungsweise  in  dieser  Schrift  sehr  nahe  mit  einer  algebraischen 
Behandlung  derselben  Aufgabe  übereinsimmt.  Es  wird  so  syste- 
matisch zu  Werke  gegangen,  dafs  es  deutlich  wird,  dafs 
Fläehenanlegung  für  die  Alten  kein  Hülfsmittel  war,  welches 
sich  wohl  oft  aber  doch  ziemlich  zufallig  in  der  Geometrie  an- 
wenden läfst,  sondern  dafs  es  eine  Form  der  Bestimmmig  war, 
der  man  principmäfsig  zueilt,  w'o  sich  Aufgaben  überhaupt 
durch  Gleichungen  zweiten  Grades  lösen  lassen. 

Was  nun  Lösungen  numerischer  Gleichungen  betrifft,  so 
durfte  man,  selbst  w-enn  es  überhaupt  bei  Euklid  Gebrauch  gewe- 
sen wäre  Beispiele  zu  geben,  nicht  erwarten,  solche  im  zweiten 
oder  sechsten  Buch  zu  fmden.  Ein  Zahlenbeispiel  würde  —  wenn 
die  Wurzeln  nicht  als  negativ  oder  imaginär  ganz  aufserhalb 
des  Auffassungsbereichs  der  Griechen  lagen  —  entweder  zu 
rationalen  oder  zu  irrationalen  Wui-zeln  führen.  Im  ersteren 
Falle  würde  ein  solches  Zahlenbeispiel  als  irreführend  zu  bc^ 
trachten  sein,  da  es  leicht  die  falsche  Vorstellung  erwecken 
würde,  dafs  die  gefundene  Lösung  nur  auf  das  engere  Gebiet 
der  rationalen  Gröfsen  anwendbar  sei;  es  müfste  jedenfalls  in 
das  7te— yteBuch  verwiesen  werden,  dessen  Behandlung  dieses 
engeren  Gebietes  indessen  durch  und  durch  von  einer  zu  theore- 
tischen Beschaffenheit  ist,  als  dafs  man  berechtigt  sein  könnte 
daselbst  Beispiele  für  praktisch  durchgeführte  Rechnungen  zu 
erwarten. 

Wird  die  Lösung  dagegen  irrational,  so  ist  dieselbe  nach 
dem  Zahlenbegritf  der  Alten  nicht  mehr  numerisch,  sondern 
eine  solche,  für  welche  die  geometrische  Darstellung  als  unent- 
behrlich betrachtet  wurde.  Die  Untersuchungen  darüber,  ob 
dies  eintritt  oder  nicht,  sind  in  das  IQte  Buch  Euklids  verwiesen, 
welches  also  durch  seine  blofse  Existenz  bezeugt,  dafs  man  die 


ax  —  X^  =    -r-. 
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Lehre  von  der  Lösung  quadratischer  Gleichungen  auf  numerische 
Aufgaben  angewandt  hat.  Im  besonderen  kann  auf  den  Satz  18 
verwiesen  werden,  der  sich  ausdrücklich  an  unsere  Gleichung 
(3)  (II,  5;  VI,  28)  oder  noch  unmittelbarer  an  die  anschliefst, 

worin  b  mit  -r-  vertauscht  ist,  also 

iL 

4 

Dieser  Satz  spricht  aus,  dafs  die  notwendige  und  ausreichende 
Bedingung  dafür,  dafs  man  mittels  dieser  Gleichung  a  in  kom- 
mensurable Abschnitte  teilt,  die  ist,  dafs  die  Seite  des  Quadrats, 
welches  die  Differenz  zwischen  a-  und  h^  ist ,  oder  V^a^  —  j2^ 
mit  a  kommensurabel  ist.  Wir  finden  mit  anderen  Worten 
die  Bedingung,  unter  welcher,  w^eim  a  als  in  Zahlen  gegeben 
(oder  als  Einheit)  angenommen  wird,  das  Verhältnis  der  Teile 
zur  Einheit  sich  durch  Zahlen  ausdrücken  läfst,  oder  die  Wurzeln 
rational  sind.  Der  Beweis  stützt  sich  auf  den  Satz  II,  5,  also 
auf  die  geometrische  Lösung  der  Gleichung. 

Da  nun  die  Frage  nach  Rationalität  oder  Irrationalität  nur 
Bedeutung  hat,  wenn  man  von  kommensurablen  Gröfsen  oder 
solchen,  welche  sich  durch  Zahlen  dai-stellen  lassen,  ausgeht 
und  dann  untersucht,  ob  man  auch  zu  konnnensurablen  Gröfsen 
gelangt,  und  ob  die  Lösung  sich  also  auch  nach  der  Auffassung 
der  Alten  numerisch  durchführen  läfst,  so  liegt  hier  ein  ganz 
bestimmter  Beweis  dafür  vor,  dafs  die  Alten  ihre  Lösung 
der  quadratischen  Gleichungen  auch  auf  numerische 
Aufgaben  anwendeten. 

An  diese  Begründung  schliefst  sich  euie  neue  und  bedeu- 
tungsvolle Anwendung  von  Euklids  lOtem  Buche  an.  Dieses 
enthält  eine  Reihe  von  Sätzen  darüber,  dafs  verschiedene  —  in 
der  geometrischen  Form  der  Alten  dargestellte  —  Ausdrücke, 
in  denen  mehrfach  Quadratwurzeln  vorkommen,  irrational  sind. 
Aus  diesen  Sätzen  darf  man  gewifs  schliefsen,  dafs  man  die 
Gleichungen,  welche  zu  diesen  Ausdrücken  führen,  gekannt  und 
behandelt  hat.  Dafs  man  versucht  hat  dies(»lben  numerisch 
(d.  h.  rational)  in  den  Fällen  zu  lösen,  w^o  dies  m()glich  gewesen 
ist,  geht  aus  dem  Nachweise  der  Unmöglichkeit  solcher  Lösungen 
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horvor.  Die  Beweise  dafür,  dafs  etwas  uiiiiiöglich  ist,  sind  be- 
kanntlich nicht  leiclit  zu  führen,  und  die  Aufstellung  so  vieler 
hi(4'her  gehöriger  Sätze  zeugt  also  von  einer  sehr  eingehenden 
Beschäftigung. 

Tannery  hat  in  der  citierten  kleinen  Schrift:  gezeigt, 
dafs  die  Gleichungen  höheren  Grades,  deren  Wurzeln  Euklid 
nn  loten  Buch  mit  Beziehung  auf  ihre  Irrationalität  untersucht, 
Gleichung(ni  zweiten  Grades  in  ^-^  und  jt*  waren.  Indem  er 
das  lOte  Buch  in  seinem  Beweise  für  die  frühere  Bekanntschaft 
auch  mit  d(.'r  numerischen  Lösung  quadratischer  Gleichun- 
gen b(mutzt,  hat  er  also  dai-gethan,  dafs  man  zu  und  vor 
Euklids  Zeit  nicht  nur  (^ben  diese  Gleichungen  behandelt  hat, 
sondern  die  B(»handhmg  auch  auf  solche  ausgedelmt  hat,  die 
sich  auf  diese  zurückführen  lassen.  Die  Umformungen  irratio- 
naliT  Gi'öfsen,  welche  Euklid  in  den  Beweisen  benutzt,  stimmen 
zum  T(m1  üben^n  mit  uns(^rer  Verwandlung  doppelt  irrationaler 
GrcH'sen  in  einfach  irrationale. 

\V(»nn  wir  auf  diese  Weise  sehen,  dafs  Euklids  Elementen 
eine  ältere  BekanntscliJift  mit  der  numerischen  Lösung  quadra- 
tischer (fleichungen,  so  wie  sicher  auch  mit  der  nmnerischen 
Behandlung  anderer  mehr  elementarer  Aufgaben,  zu  Grunde 
lag,  so  wird  uns  die  ganz(»  Bedeutung  des  zweiten  Buches 
wesentlich  klarer.  Es  wurde  vorausgesetzt,  dafs  solche  es  lesen 
würden,  die  sich  vorher  oder  gleichzeitig  praktischem  Bekannt- 
schaft mit  derartigen  Rechenregeln  erworben  hatten,  und  es 
sollte  diese  durch  dic^  stringenten  Beweise  ei*gänzen,  deren 
Allgemeingültigkeit  sie  nicht  imr  auf  numerische  Aufgaben 
anwendbar  maclite,  sondern  auch  auf  die  geometrischen  Unter- 
suchungen, mit  denen  Euklid  sich  in  der  Folge  beschäftigen 
wollt(\  So  sind  die  Beweise  |5  und  (>]  für  die  Lösungen  der 
(juadratischen  (ileichungen  neben  den  Beweisen  für  Sätze  an- 
geführt, die  sol(!h(»  algebraische  Formeln  ausdrücken,  wie  man 
sie  auch  in  unseren  Schulen  auswendig  lernt,  nämlich  der 
Ausdruck  für  (^^  + />)-  [in  4|,  für  {a  —  hY  [in  7]  und  für 
((f~^h)((t  —  h)  [in  8].  Die  geometrische  Bedeutung  dieser  ver- 
schied(»n(Mi  Sätze  zeigt  sich  sofort  durch  ihre  Anwendung  auf 
die  Aufgabe  des  goldenen  Schnitts  [11];    auf  die  Relation  zwi- 
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sehen  den  Seiten  eines  Dreiecks  und  der  Projektion  der  einen 
auf  die  andere  [12 — 13],  welche  sicherlich  auch  schon  vorher 
zur  numerischen  Ausführung  geometrischer  Berechnungen  an- 
gewandt worden  ist;  femer  auf  die  Verwandlung  eines  Rechtecks 
in  ein  Quadrat  [14]  oder  auf  das  geometrische  Ausziehen  der 
Quadratwuiv.el ,  das  ein  Hauptglied  in  der  geometrischen  An- 
wendung der  quadratischen  Gleichungen  ist,  aber  keine  ent- 
sprechende arithmetische  Bedeutung  hat.  Dafs  dies  zuletzt 
konmit,  stinunt  also  durchaus  mit  unserer  Auffassung  dieses 
Buches. 

Während  die  drei  ersten  Sätze  nur  einleitend  sind,  müssen 
wir  indessen  noch  zur  Aufrechterhaltung  unserer  Auffassung 
den  fehlenden  Sätzen  9  — 10,  für  welche  man  gegenwärtig  keinen 
sonderlichen  Gebrauch  zu  haben  scheint,  eine  bestimmte  Be- 
deutung anweisen  können.  Dieselben  stammen  aus  einer  Zeit, 
wo  das  numerische  Ausziehen  der  Quadratwurzel  gröfsere 
Schwierigkeiten  bereitete  als  jetzt,  und  wo  man  deshalb  Wert 
darauf  legte  ein  besonderes  Mittel  zu  besitzen  um  eine  Reihe 
Näherungswerte  von  1/2  zu  berechnen.  Ein  solches  Mittel  bietet 
sich  in  einem  Satze,  der  sich,  wie  Cantor^)  bemerkt  hat,  bei 
einem  arithmetischen  Schriftsteller  des  späteren  Altei-tums, 
Theon  von  Smyrna,  findet,  der  aber,  wie  Tannery^)  gezeigt 
hat,  bereits  vor  Pia  tos  Zeit  bekannt  gewesen  zu  sein  scheint. 
Es  ist  —  was  ich  anderswo  nicht  bemerkt  gefunden  habe  —  der 
exakte  und  allgemeingültige  Beweis  für  diesen  Satz,  welchen 
Euklid  in  den  Sätzen  9  und  10  des  zweiten  Buchs  in  derjenigen 
Form  giebt,  welche  derselbe  an  dieser  Stelle  annehmen  nmfste. 
Euklid  begründet  also  auch  hier  eine  Rechenregel,  die  bei  den 
Lesern  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  konnte. 

Bei  dem  Nachweise  dieser  Bedeutung  der  Sätze  9  und  10 
wollen  wir  lieber  statt  der  Umfonnungen ,  durch  welche  wir 
fniher  den  beiden  Euklidischen  Sätzen  so  nahe  wie  möglich  zu 
kommen  gesucht  haben,  von  den  zugehörigen  Figuren  selbst 
ausgehen.     Ist  C  (Fig.  5  a  und  b)  die  Mitte  der  Linie  Ab,   I> 


*)  V»>ilesungen  S.  iW.i. 

')  Revue  philosophique.  t.  XI,  S.  :291. 
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ein  anderer  Punkt   derselben  (Satz  D)  oder  ihrer  Verlängerung 
(Satz  10),  so  isti) 

AD^  -L-  I)B^  ==  ^2AC^  +  2CD^  oder 


C  DB 

H 1 1 


Fig.  5  a. 
.1  C  BD 

! ; \ 1 

Fig.  5 1). 

Setzt  man  (Fig.  5  a)  CD^=x,  DB  =  f/,  so  wird  AD  =  i2a;  +  y, 
AC  ■==  X  -^  y.  Man  sieht  also,  wenn  .r  und  y  mit  Zahlen  ver- 
tauscht werden,  dafs  man  aus  einer  Lösung  (jt,  y)  der  einen 
der  beiden  Gleichungen 

eine  der  anderen  in  höheren  Zahlen  ableiten  kann,  nämlich 
(r -h //,  ^x  +  y).  Dasselbe  Resultat  läfst  sich  aus  Satz  10 
(Fig.  5b)  ableiten,    wenn  man  demselben  folgende  Form  giebt: 

ATß—±CI)^  =  iAC^—BI)\^) 


^)  Der  Satz  gilt  wie  bekannt  auch,  wenn  D  nicht  auf  der  Linie  liegt. 

^)  In  Übereinstimmung  hiermit  habe  ich  in  Tidsskrift  for  Mathematik  1879 

eine  Erklärung   der  Archimedischen  Xt^iherungsbruche   für  V3,  welche 

Naherungsbnlche    aber    nicht    successive    Xaherungsbniche    eines 

Kettenbruchs  sind,  durcli  eine  auf  Euklid  II,  5  gegründete  Behandlung 

der  Gleichungen 

x'-:hf  =  1, 

versucht.  Da  Tann  er  y  denselben  Gedanken,  unabhängig  von  meiner 
Arbeit,  weitergeführt  hat,  und  da  Weisse nborn  eine  andere  derartige 
Lösung  dei*seiben  Rätsel  bei  Archimedes  gefunden  hat,  welche  sich 
auch  auf  andere  antike  Wurzelausziehungen  ei*streckt,  so  will  ich  mit 
Beziehung  auf  eine  Unklarheit,  die  mir  Günther  zuschreibt  (Die 
(juadratischen  Irrationalitäten  der  Alten  S.  IK)).  nur  bemerken,  dafs 
diese  auf  einem  Mifsverstehen  meines  dänisch  gesi^hriebenen  Artikels 
bei-uht. 


Euklid  II.  9- 10;. VI,  i>7-!29.  29 

Wir  haben  gesehen,  dafs  die  Bekanntschaft  mit  Gleichungen 
des  zweiten  Grades,  welche  bereits  vor  Euklids  Zeit  vorhanden 
war  und  welche  namentlich  in  seinem  zweiten  Buche  Ausdruck 
fand,  nicht  oberflächlich  und  zufällig,  sondern  mit  einer  voll- 
ständigen Kenntnis  dessen  verbunden  war,  wozu  sich  diese 
Gleichungen  in  der  Geometrie  und  bei  numerischen  Rechnungen 
gebrauchen  liefsen.  Euklid  und  seine  Vorgänger  in  der  Ab- 
fassung von  Elementen  haben  also  die  Sätze  dieses  Buches 
aufgestellt  mid  bewiesen  in  dem  vollen  Bewufstsein,  dafs  sie 
auf  dieselbe  Weise  benutzt  werden  konnten,  wie  es  über  ein 
Jahrtausend  später  von  arabischen  Schriftstellern,  die  sich  eben 
auf  Euklid  stützen,  geschah,  entweder  im  Anschlufs  an  uns 
unbekannte  Überlieferungen,  oder  mit  einem  richtigen  Blick  für 
das,  wozu  Euklids  Sätze  überhaupt  nützlich  sind^). 

Nachdem  wu*  so  mit  der  wirklichen  Bedeutung  der  antiken 
geometrisch-algebraischen  Lösung  der  quadratischen  Gleichungen 
ins  Reine  gekommen  sind,  wollen  wir  uns  dem  sechsten  Buche 
Euklids  zuwenden  und  die  algebraische  Bedeutung  der  in  diesem 
enthaltenen  Verallgemeinerungen  der  Flächenanlegung  unter- 
suchen. Hierbei  ist  es  vollkonunen  gleichgültig,  ob  Rechtecke 
imd  Quadrate  mit  Parallelogranmien  von  gleichen  Winkeln  ver- 
tauscht werden.  Wir  wollen  deshalb  hiervon  absehen  und  uns 
dauernd  an  rechte  Winkel  halten,  wodurch  die  Erweiterung 
darauf  beschränkt  wird ,  dafs  bei  der  Anlegung  der  gegebenen 
Fläche  B  als  Rechteck  an  die  gegebene  Linie  a  das  fehlende 
oder  überschiefsende  Rechteck  statt  ein  Quadrat  zu 
werden  einem   gegebenen  Rechteck  ähnlich   sein  soll. 

Unsere  Erklärung  der  Bedeutung  dieses  Verfahrens  läfst 
sich  am  leichtesten  an  die  bereits  benutzten  Figuren  4  oder  3 
und  2  anschliefsen.  Das  Quadrat  über  BD  wird  mit  einem 
Rechteck  vertauscht,  welches  einem  anderen  mit  den  gegebenen 
Seiten  c  und  r/,  von  denen  c  als  die  der  BD  homologe  an- 
genonmien  werden  mag,  ähnlich  ist.  Das  überschiefsende  oder 
fehlende  Rechteck  wird  dann,    wenn  wir  wie  früher  die  un- 


*)  Diese  Anwendungen  sind  dai-gestellt  bei  Mutthi essen,  (irundzuge  der 
antiken  und  modernen  Algebra  der  liUeralen  Gleichungen.  S.  ^293— 311. 


IJIJ  Erster  Ahsrhnitt. 


B      D         A  C  U       B 


^M 


K 


Ai 


/ 


/ 


s^ 


Fi;:.  :i.  Fi^'.  ± 

bekannte  Ilülu»  AK  dts  au^elo<rtoii  Rechtecks  .r  nennen,   den 


Inhalt  —•'•'/  =    ,./•-  hal)en.      Die  dnirh  die  beiden  Flachen- 

aiile^mn^^en  gelösten  (ileiehungen  sind  also  Iblirende: 

^,c-.-  -*  r-  --  B.  (4) 

—  11 

Dunli  Kombination  der  Pro po rt ionsl ehre  mit  den 
rrfihtTen  unmittelbaren  Flaclienoperationen  liat  das  quadratische 
Cflied  der  ([uadratischen  Gleieliung  also  jetzt  einen  Koeffieienten 
erhalten.  ni(»sc*r  K<»et1i(ii*nt  ist  ubi»rdies  t^ngeluhrt  ohne  dafs 
rs  sonderlirh  sc-liwierigtM*  gt'worden  wäre  die  geometrische  Dar- 
st«*!lung  festzuhalten,  da  dii'  Forderung'  der  Ähnlichkeit  mit 
inem  Kerhteck  (Parallelogramm),  welches  man  über  der  Seite 

< « 

\-  zu   zeirhnen  begonnen   hat,    durch   die   beiden    Rechtecken 

gemeinsame  Diagonale  (Fig.  :>  und  -1)  veranschaulicht  oder  dem 
(Gedächtnis  (eingeprägt  wird. 

Die  algebraische  Lösung  der  (Jleichung  (4).  welche  man  ITir 
{\\\<  obere  Vorzeichen  durch  eint»  unmittelbare  Cberselzung  von 
Kuklid  VI,  lM»  erhält,  ist 


e 


7/ — !'( :■ )'+ ;, « -  ■:  ■ 


indeju  der  auf  ähnliche  Figuren  ausgtMlehnte  pythagoreische 
Lehrsatz  auf  Rechtecke  von  der  Form  augewantlt  wird,  welche 
i\i\<  überschiefsende  Rechteck  haben  soll,  so  dafs  das  Rtn-hteck 


</  r 


dir  Hvpotenusr  über  d«r  Seite  ('/>  ^^    \—    .-•''  und  das  der 
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einten  Kathete  über  CB  =^  -^  gezeichnet  ist,  während  das  letztere 
den  Inhalt  B  hat  und  folglich  die  der  c  homologe  Seite   gleich 


i 


-jB  haben  mufs;  dann  erhält  man 

2  /  rt    \2 


(i^H-iir^i"- 


Auf  ähnliche  Weise  ist 

die  nächstliegende  algebraisclie  Übersetzung  von  Euklids  Lösung 
(VI,  iS)  der  Gleichung  (4),  wenn  man  das  untere  Vorzeichen 
benutzt.  Was  über  die  geringe  Bedeutung  des  Umstandes  gesagt 
wurde,  dafs  Euklid  formell  nur  eine  der  beiden  Lösungen  giebt, 
bleibt  auch  für  die  hier  vorgenonnnene  Erweiterung  gültig,  da 
die  Strecke  AB  bei  beiden  Lösungen  in  dieselben  beiden  Ab- 
schnitte geteilt  wird.  Die  Erweiterung  der  Gleichung  (2)  (S.  18) 
ist  in  der  hier  von  (1)  gegebenen  mit  einbegriffen. 

Hier  liegt  also  eine  streng  bewiesene  L(*)sung  der  quadra- 
tischen Gleichung  mit  drei  Koeflicienten  vor.  Wenn  sich  gezeigt 
hat,  dafs  man  bereits  früher  die  numerische  Auflösung  nume- 
rischer Gleichungen  mit  dem  quadratischen  Gliede  x-  gekannt 
hat,  so  ist  anzunehmen,  dafs  man  auch  früher  verstanden  habe 
Gleichungen  von  der  Form 

ax^-i~axJr:B  =  0 
hierauf  zurückzuführen  (z.  B.  durch  Multiplikation  mit  a,  wo 
dann  ax  als  Unbekannte  betrachtet  wurde);  aber  auf  eine 
allgemeingültige,  d.  h.  auch  für  irrationale  Werte  von  x  gültige 
Weise  hat  man  —  auf  Grund  der  drei  Faktoren  in  ax'^  —  diese 
Gleichungen  durch  die  geometrische  Algebra  mit  zwei  Dimen- 
sionen nicht  darstellen  können  ohne  die  Proportionslehre  des 
Eudoxus  zu  benutzen. 

Apollonius  verwendet  in  seiner  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten dieselben  Hülfsmittel,  aber  iji  etwas  abweichender 
Form,  zur  Darstellung  derselben  Gleichungen.  Er  zeichnet  näni- 
lich  das  Rechteck,  welchem  das  überschiefsende  oder  fehlende 
ähnlich  sein  soll,  über  der  Strecke  a  selbst  —  oder  denkt  es  sich 
über  dieser  Strecke  gezeichnet  —  wodurch  r  =  u  wird.    Indem 
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I 

■^ 


ferner  die  Gröfsen,  welclie  wir  hier  x  und  VB  genannt  haben, 
Abscisse  und  Ordinate  eines  beweglichen  Punktes  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  sind,  die  auf  einen  Durchmesser  und  die  Tan- 
gente in  dessen  Endpunkt  als  Koordinatenaxen  bezogen  sind, 
so  wollen  wir  die  Bezeichnungen  ]/B^  a  und  d  mit  y,  p  und  a 
vertauschen ,  wo  n  und  })  den  Durchmesser  und  den  dazu  ge- 
hörigen Parameter  bezeichnen^).  Die  Gleichungen  (4)  werden 
dann  (in  umgekehrter  Ordnung)  zu 

V'  =  px^^x:^.  (5) 


welche  durch  Fig.  6  und  7  dargestellt  werden ,    in  denen  sieh 
zugleich  die  Bedeutung  von  x  =  ÄC  und  y  =  CD  im  Verhältnis 

zum  Kegelschnitt  zeigt.  Das 
Quadrat  über  CD  soll  gleich 
dem  Rechteck  [AF)  sein, 
w(^lches  an  AE  =  p  an- 
gelegt ist,  so  dafs  das  feh- 
lende (Fig.  ())  oder  über- 
schiefsende  (Fig.  7)  Rechteck 
dem  aus  p  und  AB  =  a 
gebildeten  ähnlich  ist.  Das 
wird  dadurch  erreicht,  dafs 
die  Diagonale  EF  dui'ch  B 
geht.    Das  Rechteck  EF  ist 

also  gleich  —  x'^ ,    während 
a 

Rechteck  (CE)  =  px,  wo- 
durch //-  =  px- 

Diese  Relation   drückt 
Apollonius  teils  in  Worten 
aus,    teils  durch  die  unter 
rechten  Winkeln   hinzugefügte  Hülfsfigur.     Diese   letztere   geo- 
metrische Darstellung   erweist   sich    in   do])pelter   Hinsicht    als 


a 


FiiT.  (>. 


*)  Da  die  griechischen  Geometer  gewölmlich  die  ganzen  Durchmesser. 
Axen  und  Parameter  hetrachten,  so  ist  es  he<iuemer  diese  selbst,  an- 
statt wie  es  trewöhnlicli  in  der  analytischen  Geometrie  gescliieht,  ilire 
Hrdften  durch  einzelne  Buchstaben  zu  bezeichnen. 


Apollonius'  Darstellung  der  Kegelschnitte;  ihre  Bedeutung. 
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Fig.  7. 


nützlich.  Einmal  läfst  dieselbe  sich  unmittelbar  auf  geometrische 
Konstruktionen  anwenden,  namentlich  zAir  Bestimmung  so  vieler 
Punkte  der  Kurve,  wie  man  will,  da  die  Relation  //^  =  Recht- 
eck (äF)  bedeutet,  dafs  y  die  mittlere  Proportionale  ist 
zwischen  x  und  der  zugehörigen  bis  an  die  feste 
Hülfslinie  BE  gezogenen  rechtwinkligen  Ordinate 
Y  =  CF  (welche  in  dem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  die 

Gleichung  Y  =  p^—x  hat).     Zweitens   hat  sie   für  theore- 


a 


tische  Untersuchungen  eine  ähnliche  Bedeutung  wie  die  alge- 
braische Darstellung  durch  eine  kurze  und  übersichtliche  Formel, 
nämlich  die,  die  Definition  zu  veranscliaulichen  und  dadurch 
dem  Gedächtnis  einzuprägen.  Diese  letztere  Bestinmiung  tritt 
dadurch  zu  Tage,  dafs  Apollonius  fortfahrt  die  Hülfsligur  auch 
da  zu  zeichnen,  wo  dieselbe  nicht  unmittelbar  benutzt  wird, 
oder  wo  die  daran  geknüpften  Konstruktionen  unter  bekannte 
Nebenkonstruktionen  gehören  würden,  welche  die  griechischen 
Schriftsteller  sonst  nicht  anzugeben  pflegen.  Ein  anderes  Zei- 
chen dafür,  dafs  dieses  geometrische  Hülfsmittel  wirklich  eine 
ähnliche  Bestimnnmg  hat  wie  die  Anwendung  der  Algebra,  und 
dafs  dasselbe  wie  die  algebraische  Formel  eine  gewisse  Un- 
abhängigkeit von  der  geometrischen  Untersuchung,  auf  welche 
es  eben  angewendet  werden  soll,  besitzt,  ist  man  vielleicht 
berechtigt  in  dem  Umstände   zu  erblicken,    dafs  die  Hülfsfigiu- 
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unter  rechten  Winkeln  gezeichnet  ist  und  nicht  —  was  am 
nächsten  liegen  würde,  wenn  man  nur  einige  Hülfslinien  für  die 
vorliegende  geometrische  Figur  zeichnen  wollte  —  unter  dem- 
selben Winkel,  welchen  die  Ordinaten  mit  der  Abscissenaxe 
bilden.  Faktisch  ist  dieses  Verfahren  in  jedem  Falle  ein  Aus- 
druck dafür,  dafs  für  alle  Gröfsen  dieses  Winkels  dieselbe 
Relation  zwischen  Abscissen  und  Ordinaten  stattfindet. 

Ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Hülfsflgur  des  Apol- 
lonius  als  Konstruktionsmittel  findet  sich  im  32sten  Satze  seines 
ersten  Buchs  und  wird  in  unserem  dritten  Abschnitt  (Fig.  15) 
genauer  dargestellt  werden;  ein  sehr  hübsches  Beispiel  für  die 
Anwendung  derselben  als  eines  geometrisch-algebraischen  Ope- 
rationsmittels findet  sich  im  loten  Satze  desselben  Buch  und 
wird  in  unserem  vierten  Abschnitt  (Fig.  17)  eine  genauere  Dar- 
stellung finden. 

Man  wird  sich  nun  eine  Vorstellung  davon  machen  können, 
in  wie  hohem  Grade  sich  die  antike  geometrische  Algebra  für 
die  Untersuchung  von  Kegelschjiitten  eignet.  Ein  grofser 
Teil  der  wichtigsten  Eigenschaften  derselben  ergiebt  sich  nämlich 
aus  einer  analytisch -geometrischen  Untersuchung,  wenn  man 
den  Kegelschnitt  auf  verschiedene  Koordinatensysteme  bezieht. 
So  finden  z.  B.  die  wichtigsten  Eigenschaften  mit  Beziehung  auf 
konjugierte  Durchmesser  ihren  Ausdruck  dadurch,  dafs  es  un- 
endlich viele  Koordinatensysteme  giebt,  für  welche  die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  die  oben  benutzten  Formen  (5)  aimimmt. 
Wenn  man  nun  durch  Betrachtung  des  Kegelschnitts  in  seiner 
Lage  auf  dem  Kegel  für  denselben  eine  Gleichung  in  einem 
bequem  gewählten  Koordinatensystem  abgeleitet  hat,  z.  B.  die 
auf  eine  Axe  bezogene  Scheitelgleichung,  so  geschieht  der  Über- 
gang zu  neuen  Koordinatensystemen  durch  lineai-e  Substitutionen 
in  die  zuerst  gefundene  Gleichung  zweiten  Grades.  Die  hierzu 
dienenden  algebraischen  Operationen  zweiten  Grades  sind  eben 
dic^jcnigen,  mit  deren  geometrischer  Form  die  Griechen,  wie  wir 
aus  dem  zweiten  Buche  Euklids  sehen,  sehr  vertraut  waren.  In 
den  Gleichungen  werden  die  Substitutionskoefficienten  und  die 
Koefficienten  der  Glieder  vom  zweiten  Grade  nämlich  nicht  durch 
Strecken  ausgedrückt,    denn  dadurch  würden  die  Gleichungen 
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in  den  durch  Strecken  dargestellten  Gröfsen  von  höherem  als 
dem  zweiten  Grade  werden,  sondern  durch  Verhältnisse,  und 
diese  Verhältnisse  werden  in  der  Regel  unter  ebenso  leicht 
übersehbaren  Formen  wie  in  (5)  eingeführt.  Zugleich  wird  alles 
darauf  angelegt  so  viele  Glieder  wie  möglich  zu  vereinigen,  so 
dafs  die  Gleichungen  für  die  Kurven  sehr  oft  nur  ausdrücken, 
dafs,  wie  in  den  durch  Fig.  (>  und  7  dargestellten  Gleichungen  * 
(5),  zwei  veränderliche  Flächen  gleich  grofs  sind,  oder  auch 
dafs   eine  veränderliche  Fläche  einen  konstanten  Wert  behält. 

In  den  Auflösungen  der  Gleichungen  zweiten  Grades  hat 
man  ferner  ein  Mittel  zur  Bestimmung  von  Durchschnittspunkten 
mit  geraden  Lhiien  gehabt,  und  in  dem  zu  den  Gleichungen 
zweiten  Grades  gehörenden  Diorismus  (Eukl.  VI,  27)  die  Be- 
dingung für  Berührung  und  dadurch  ein  Mittel  zur  Bestimmmig 
von  Tangenten.  Unter  welchen  besonderen  Formen  dieses 
Mittel  angewandt  und  die  erwähnten  Transformationen  der 
Koordinaten  voi-genommen  wurden,  wird  sich  aus  dem  Folgenden 
ergeben. 

Die  Gleichungen  für  die  Kegelschnitte  sind  stets  als  Glei- 
chungen ersten  Grades  zwischen  Flächen  aufzufassen.  Würde  \ 
man  einem  griechischen  Mathematiker  gegenüber  statt  dieser 
überall  die  entsprechenden  Produkte  von  Strecken  einsetzen 
wollen,  so  würde  er  dies  sicher  als  ein  Zeichen  dafür  ansehen, 
dafs  man  nicht  wisse,  dafs  nicht  alle  Gröfsen  von  gleicher  Art 
ein  gemeinschaftliches  Mafs  haben;  wo  sie  aber  ein  solches 
haben,  wo  also  die  Gröfsen,  welche  multipliciert  werden,  sich 
durch  rationale  Zahlen  darstellen  lassen,  würde  er  nach  unserer 
Meinung  diese  Vertauschung  selbst  kennen  und  zu  benutzen 
wissen.  Zugleich  folgt  hieraus,  dafs  er  wahrscheinlich  auch 
praktisch  dasselbe  gethan  hat,  wenn  die  Rationalität  nicht 
stattfand,  und  wenn  es  sich  nur  um  ein  angenäliertes  Resultat 
handelte;  aber  das  gehörte  dami  nicht  mehr  in  das  Gebiet 
der  exakten  Geometrie. 

Die  Verbindung  mit  der  geometrischen  Algebra  erkläii 
auch,  weshalb  im  Altertum  nur  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten vollständig  entwickelt  wurde,  während  Untersuchungen 
über  Kurven  höherer  Ordnung  mehr  vereinzelt  geblieben  sind. 
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Bei  der  Darstellung  dieser  genügte  es  nicht  wie  bei  den  Kegel- 
schnitten die  Konstanten  durch  Verhältnisse  auszudrücken 
um  die  Gleichung  in  einer  übersichtlichen  und  bequemen  geome- 
trischen Fonn  dargestellt  zu  erhalten.  Eine  Kurve  dritter  Ord- 
nung konnte  man  allerdings  noch  durch  eine  Relation  zwischen 
Rauminhalten^)  darstellen,  aber  mit  diesen  läfst  sich  nicht  so 
unmittelbar  operieren  wie  mit  Flächen.  Wurde  die  Kiu^e  von 
noch  höherer  Ordnung,  so  hatte  man  zur  Dai'stellung  der  in 
ihrer  Gleichung  vorkommenden  Produkte  von  mehr  als  drei 
variablen  Gröfsen  kein  anderes  Mittel  als  die,  in  diesem  Falle 
ziemlich  unhandlichen,  zusanmiengesetzten  Verhältnisse. 

Hierfür  hat  man  Beispiele  in  Pappus'  Darstellungen-) 
g(^ometrischer  Örter  für  Punkte,  deren  Abstände  von  ZAvei 
Systemen  gerader  Linien  Produkte  bilden,  welche  in  einem 
gegebenen  Verhältnis  stehen.  Diesen  (Jrtem,  deren  Darstellung 
Pappus  als  eine  Erweiterung  einer  im  Altertum  wohl  bekannten 
Bestimmung  der  Kegelschnitte  anführt  ohne  damit  irgendwelche 
genauere  Untersuchung  zu  verbinden,  begegnen  wir  wieder  in 
Descartes'  Geometrie,  wo  sie  eben  zeigen,  in  welcher  Richtung 
man  die  Überlegenheit  seiner  analytischen  über  die  alte  Geo- 
metrie zu  suchen  habe. 

Um  der  Rolle  willen,  welche  die  geometrische  Algebra  in 
der  antiken  Lehre  von  den  Kegelschnitten  spielt,  ist  es  mit 
Rücksicht  auf  meine  diesbezüglichen  Untersuchungen  für  mich 
von  Wichtigkeit  gewesen  mir  eine  solche  persönliche  Fertigkeit 
in  der  geometrischen  Fonn  für  elementare  algebraische  Opera- 
tionen zu  erwerben,  dafs  der  Gedanke  an  moderne  Darstellungs- 
mittel nicht  mein  Urteil  darüber  beeinflussen  konnte,  welche 
Umfonuung(?n  oder  Darstellungsarten  mehr  oder  minder  nahe- 
liegend seien.     Zur  Einübung  einer  solchen  Fertigkeit  gewährt 

^)  Dafs  diese  Darstellung,  über  welclie  spater  mehr  folgen  wird,  auch  auf 
nunierisc-he  Untersuchungen  angewendet  wurde,  sielit  man  aus  den 
Benennungen  kt'^rperliche  und  kuhische  Zahlen,  und  daraus,  dafs 
die  Bezeichnung  ahnlich  auch  auf  Zahlen  angewandt  wurde,  die 
sicli  wie  Kuhikzahlen  verhielten. 

*)  Pappi  Alexandrini  Collectio,  ed.  Hultsch,  Berolini  1878,  S.  640.  —  Pappus 
lebte  etwa  300  n.  Chr. 
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Apollonius  Lehre  von  den  Kegelschnitten  selbst  ein  gutes  Hülfs- 
mittel.  Es  geschieht  nämlich  oft,  dafs  Apollonius  in  seinen 
Beweisen  ganz  kleine  Sprünge  derselben  Art  macht,  wie  wenn 
ein  analytisch-geometrischer  Schriftsteller  eine  leichte  Zwischen- 
rechnung dem  Leser  selbst  überläfst.  Übersetzen  wir  die  Dar- 
stellung des  Apollonius  in  die  Sprache  unserer  Algebra,  so  ist 
in  vielen  Fällen  gerade  eine  solche  Zwischenrechnung  aus- 
gelassen, und  diese  Sprünge  sind  deshalb,  indem  sie  die  im 
übrigen  breite  Darstellung  abkürzen,  vielmehr  eine  Erleichterung 
für  den  modernen  Leser.  Da  nun  die  Alten  in  den  geometrisch- 
algebraischen Operationen  ein  wohl  bekanntes  Hülfsmittel  be- 
safsen,  welches  auf  dem  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
behandelten  Gebiet  unserer  Buchstabenrechnung  äquivalent  war, 
so  liegt  die  Annahme  nahe,  dafs  es  die  Meinung  des  Apollonius 
war,  seine  Leser  würden  mit  Hülfe  dieser  geometrischen  Algebra 
leicht  selbst  die  Behauptungen  verificieren  können,  welche  wir 
gegenwärtig  durch  eine  leichte  Buchstabenrechnung  verificieren. 
Hätte  er  dagegen  gemeint,  dafs  die  Richtigkeit  durch  Anwen- 
dung bestimmter  Kunstgriffe  oder  durch  Zurückführung  auf 
bestimmte  Sätze  in  Euklids  Elementen  dargethan  werden  müfste, 
so  wie  Pappus  es  in  den  Hülfssätzen  macht,  welche  er  an 
die  meisten  von  diesen  Stellen  bei  Apollonius  anschliefst,  so 
würde  er  wahrscheinlich  ausdrückliche  Erläuterungen  hierfür 
g^eben  haben.  Denn  er  war  berechtigt  gewisse  Forderungen 
an  die  Fertigkeit,  aber  nicht  an  die  Erfindungskraft  seiner  Leser 
zu  stellen. 

Wenn  also  z.  B  B'r 
Apollonius  im  Be- 
weise für  den  24sten 
Satz  des  dritten  Buchs 
ohne  irgendw^elchen  be- 
sonderen Beweis  darauf 
baut,  dafs,  wenn  wie 
in  Fig.  S  AB  =^  CD, 
folgende  Relation  zwi- 
schen den  aus  den  Abschnitten  der  geraden  Linie  gebildeten 
Rechtecken  stattfindet : 


A' 


B 

Fig.  S. 


D 
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ECEB  ==  AC.ÄB-i-ED,EA, 
so  erscheint  es  mir  am  wahrscheinlichsten,  dafs  er  die  Richtig- 
keit hiervon  dadurch  erkannt  hat,  dafs  er  die  betreffenden 
Rechtecke  zeichnete,  wie  in  Fig.  8,  wo  EA'  =  EA  und  EB*  =  EB, 
worauf  die  Richtigkeit  des  Satzes  daraus  hervorgeht,  dafs  die  über 
C/>  und  ^4'£' gezeichneten  Rechtecke  gleich  grofs  sind,  oder  — 
Avas  für  den  in  solchen  Operationen  hinreichend  Geübten  aus- 
reichend gewesen  ist  —  dadmxh,  dafs  er  sie  sich  gezeichnet 
dachte.  Er  hat  sich  eher  dieselben  Operationen  angewandt 
gedacht,  welche  Euklid  im  zweiten  Buch  gebraucht,  als  dafs 
er  sich  die  angeführte  Behauptung  so  bewiesen  gedacht  hat 
wie  von  Pappus  geschehen  ist  in  dem  hiei7.u  gehörigen  4ten 
Lemma  durch  Einführung  des  gemeinsamen  Mittelpunkts  von 
AI)  und  BC  und  eine  im  diesen  Mittelpunkt  geknüpfte  An- 
wendung des  sechsten  Satzes  im  zweiten  Buche  Euklids. 
Auf  ähnliche  Weise  halte  ich  es  im  wesentlichen  für  einen 
Ausflufs  der  Pedanterie  späterer  Zeiten,  wenn  Pappus  auch  in 
einer  grofsen  Menge  von  den  übrigen  Hülfssätzen  zu  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  die  Behauptungen  des  Apollonius  auf 
Sätze  und  nicht  auf  Operationen  zurückführt.  Der  Beweis 
desEutokius^)  für  das  6te  Lemma  zum  3ten  Buch  dürfte  deshalb 
auch  der  eigenen  Anschauungsweise  des  Apollonius  näher  liegen 
als  der  Beweis,  welchen  Pappus  anführt.  Jedenfalls  sind  die 
geometrisch-algebraischen  Operationen,  welche  die  Alten  kannten, 
faktisch  dfis  leichteste  Mittel  gewesen  diese  Behauptungen  zu 
verificieren,  und  man  ist  deshalb  berechtigt  dieselben  zur  Übung 
in  diesen  Operationen  zu  gebrauchen-). 


^)  ApoUonii  Pergaei  conicorum  lihri  VIII.  ed.  Halley,  Oxonifle  1710,  S.  188.  — 
Eiilokius  lebte  etwa  o(K)  n.  Chr.  (Tannery  in  Bulletin  des  Sciences 
mathematiques  1884,  S.  3^:2). 

')  Will  man  zur  Erlangung  gröfserer  Übung  etwa?»  schwierigere  Beispiele 
haben,  so  kann  ich  hierfür  emj)felilen  die  Sätze  124  und  125  im  7*«" 
Buch  des  Pappus  durch  die  geometrische  Algebra  zn  beweisen. 


Zweiter  Abschnitt. 

Planimetrische  Definition  der  Kegelschnitte;  Form  dieser  Definition 

bei  Archimedes. 


Die  erste  und  nächstliegende  Erzeugung  der  Kegelschnitte 
war  bei  den  Griechen  diejenige,  welche  unmittelbar  in  ihrem 
gemeinschaftlichen  Namen  liegt,  nämlich  durch  ebene  Schnitte 
an  Kreiskegeln,  und  die  drei  Hauptarten  von  Kegelschnitten 
wurden  definiert  durch  die  bestimmten  Kegel,  an  welchen,  und 
durch  die  Art,  auf  welche  sie  hervorgebracht  wurden.  In  dieser 
Hinsicht  verfuhr  man  jedoch  verschieden  zu  verschiedenen 
Zeiten.  Die  älteren  Geometer  definierten  die  drei  verschiedenen 
Kegelschnitte  (Ellipse,  Parabel,  Hyperbel)  nach  der  verschiedenen 
Beschaffenheit  der  Kegel  und  nannten  sie  Schnitte  an  spitz- 
winkligen, rechtwinkligen  oder  stumpfwinkligen 
Kegeln,  indem  sie  sich  die  Schnitte  senkrecht  auf  einer  Er- 
zeugenden eines  Umdrehungskegels  dachten,  und  diese  defini- 
tionsmäfsige  Unterscheidung  zwischen  den  drei  Kegel- 
schnitten wurde  beibehalten,  nachdem  man  entdeckt  hatte, 
dafs  jeder  derselben  auch  durch  Schnitte  an  einem  anderen, 
als  dem  in  seiner  Definiton  genannten  Kreiskegel ,  hei-gestellt 
werden  konnte.  Hierin  lag  nichts  Unnatürliches:  denn  nicht 
nur  trägt  man  immer  Bedenken  etwas  an  überlieferten  Defini- 
tionen zu  verändern,  an  welche  sich  bereits  durchgeführte  Sy- 
steme von  Sätzen.  Bestimmungen  von  Konstanten  u.  s.  w. 
knüpfen,  sondern  es  liegt  auch  nahe  und  ist  logisch  vollkommen 
gerechtfertigt  den  Apparat,  w^elcher  für  die  Definitionen  be- 
nutzt wird,  so  weit  zu  beschränken,  als  es  geschehen  kann 
ohne  die  dadurch  definierten  Begriffe  selbst  einzuengen,  und 
dann  erst  in  den  Sätzen  zu  zeigen,  dafs  die  definierten  Be- 
griffe unter  allgemeineren  Umständen  auftreten  können.  So  findet 
man  es  ja  durchaus  natürlich,  wenn  in  modernen  Lehrbüchern 
der  analytischen  Geometrie  die  Kegelschnitte  durch  einfache 
Eigenschaften  oder  durch  einfache  Gleichungen  definiert  wer- 
den und  erst  hinterher   bewiesen    wird,    dafs  die  Kurven, 
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welche  durch  die  allgemeine  (ileichung  zweiten  Grades  bestimmt 
werden,  keine  anderen  sind  als  diejenigen,  welche  man  bereits 
durch  die  einfacheren  Gleichungen  erhalten  hat. 

Wie  es  aber  auch  Lehrbücher  der  analjiischen  Geometrie 
giebt,  welche  das  hier  vergleichsweise  erwähnte  elementare  Ver- 
fahren aufgegeben  haben  und  gerade  umgekehrt  damit  be- 
ginnen den  allg(»meinen  Begriff  aufzustellen:  „Kurven  zweiter 
Ordnung,  definiert  durch  die  allgemehie  Gleichung  zweiten 
Grades'*,  und  die  einzelnen  Kurvenarten  durch  Relationen  zwi- 
schen den  Konstanten  dieser  allgemeinen  Gleichung  zu  definieren, 
so  mufste  auch,  als  man  mit  der  Betrachtung  anders  bestimmter 
Schnitte  an  Kegeln  als  den  in  den  alten  Definitionen  voraus- 
gesetzten vertraut  geworden  war,  die  Zeit  konmien,  wo  ein 
Geometer  wie  Apollonius  den  Gedanken  fafste  die  allgemeine 
Bestimmungsmethode  zum  Ausgangspunkt  zu  nehmen  und 
Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  durch  die  allgemeinste  Art,  wie 
si(^  an  beliebigen  Kreiskegeln  hervorgebracht  werden,  zu  de- 
finieren. Wenn  auch,  wie  wir  sehen  werden,  dieser  Schritt  in 
wissenschaftlicher  Beziehung  —  ich  meine  in  Beziehung 
auf  die  Kenntnis  der  dazu  nötigen  Sätze  —  gut  vorbereitet  war, 
so  sieht  man  doch  aus  dem  ersten  Buche  von  Apollonius' 
Kegelschnitten,  dafs  derselbe  in  systematischer  Beziehung 
nicht  geringe  Schwierigkeiten  darbot:  man  erfahrt  nämlich  erst 
am  Schlüsse  dieses  ersten  Buches,  in  welches  bereits  die  Ent- 
wickkmg  von  nicht  wenigen  planhnetrischen  Eigenschaften  auf- 
genommen werden  nuifs,  dafs  die  Schnitte  an  den  verschiedenen 
Kegehi  identisch  sind,  und  dafs  alle  sich  auf  Umdrehungskegel 
leg(Mi  lassen. 

Die  hic^r  gegebene  Darstellung  des  Verhältnisses  zwischen 
Apollonius  und  seinen  Voi-gängern  mit  Beziehung  auf  die  Er- 
zeugung von  Kurven  durch  Schnitte  an  Kegeln  stinnnt  nicht 
vollständig  mit  den  durch  Eutok ins  aufbewahrten  Aufserungen^) 
des  Geminus  überein.  Es  heifst  nämlich  am  Schlüsse  des 
Referats  des  Eutokius,    nachdem  er  auseinandei-gesetzt  hat  wie 


')  Man    sehe    Halley's   Ausgrabe   der   Kegrelschnitte   des   Apollonius    S.  0. 
(lanlnr  verle^'t  die  Wirksamkeit  des  Geminus  bis  vor  das  Jahr  77  v.Chr. 


Änderung  d.  stereom.  Definition,  Mifsdeulung  derselben.  -41 

die  Alten  die  Kurvten  durch  senkrecht  auf  einer  Erzeugenden 
stehende  Schnitte  hervorbrachten:  „Aber  später  sah  Apollonius 
von  Pergä  im  allgemeinen,  dafs  alle  Schnitte  sich  an  jedem 
Kegel  finden,  gerade  oder  schief,  je  nach  der  verschiedenen 
Neigung  der  Ebene  gegen  den  Kegel".  Diese  Äufserung,  nach 
welcher  Apollonius  also  der  erste  Entdecker  derThatsache 
gewesen  sein  soll,  dafs  andere  Schnitte  als  die  senkrecht  zu 
einer  Erzeugenden  gelegten  dieselben  Eigenschaften  haben  wie 
diese,  und  welche  noch  Gantor  dahin  bringt  dies  mit  grofsem 
Nachdruck  geltend  zu  machen,  steht  indessen  vollständig  in 
Widerspruch  damit,  dafs  Archimedes  im  Anfange  der  Schrift 
über  Konoide  undSphäroide*)  ausdrücklich  als  etwas  Bekaimtes 
ausspricht,  dafs  alle  Schnitte  an  einem  Kegel,  welche  alle  Er- 
zeugenden treffen,  Ellipsen  (oder  Kreise)  sind,  und  damit,  dafs 
ein  Ausspruch  ähnlichen  Sinnes  bereits  m  Euklids  Phäno- 
menen^) vorkommt.  Es  läfst  sich  nämlich  nicht  denken,  dafs 
dieses  auf  eine  andere  Art  gefunden  ist  als  durch  eine  Betrach- 
tung, welche  gleichzeitig  gezeigt  hat,  dafs  die  durch  die  ältere 
Bestimmung  bekannten  hyperbolischen  und  parabolischen  Schnitte 
sich  auf  eine  ebenso  allgemeine  Art  erzeugen  lassen  wie  die 
elliptischen,  welche  Archimedes  nennt,  weil  er  von  denselben 
besonderen  Gebrauch  macht.  Hierin  wird  man  bestärkt  werden 
durch  die  weiteren  Untersuchungen,  welche  Archimedes  an  die 
verschiedenen  elliptischen  Schnitte  anschliefst,  und  die  wir  dem- 
nächst erwähnen  werden. 

Dieser  Widerspruch  findet  eben  seine  beste  Erklärung  durch 
unsere  Annahme.  Alle  Zeugen  stimmen  darin  überein.  dafs 
Apollonius  den  Kegelschnitten  die  neuen  Namen  Ellipse, 
Parabel  und  Hyperbel  gegeben  habe.  Zur  Einführung 
solcher  neuen  Namen  gab  es  Veranlassung  genug,  wenn  Apol- 
lonius die  vcn-erbte  definitionsmäfsige  Grundlage  verliefs, 
an    welche   sich   die   alten,    noch    von    Archimedes   benutzten 

')  Archimedis  opera  omnia,  ed.  Heibei-g,  Lipj^iae  1880.  I  S.  288. 

')  Auf  diese  Stelle  hat  Heiberg,  welcher  früher  in  der  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys..  hist.  Ablh.  XXV.  2  die  Stellen  zusammengestellt  hatte, 
an  denen  Archimedes  die  Kegelschnitte  erwähnt,  in  -Litterai-geschicht- 
liche  Studien  ilber  Euklid**  S.  88  aufmerksam  gemacht. 
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Xameii  knüpften.  Die  in  solcher  Weise  voi-genommene  Ände- 
rung an  Benennungen  und  Ausgangspunkt  —  die  nicht  mit 
irgendwelcher  besonderen  Entdeckung  von  Apollonius'  Seite 
verbunden  zu  sein  brauchte  —  konnte  leicht  die  Veranlassung 
zu  Mifsverständnissen  fui*  s|)atere  Leser  sein,  welche  die  Ele- 
mente der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  bei  Apollonius 
lernten  und  sich  später  mit  Archimedes'  weiter  gehenden 
Untersuchungen  über  einzehie  hierher  gehörige  Fragen  be- 
schäftigten. Solchen  Mifsverständnissen  mufsten  dann  die  spä- 
teren Schriftsteller  vorzubeugen  suchen.  Hierzu  dienen  ver- 
schiedene Äufserungen  bei  Pappus^),  und  dasselbe  ist  offenbar 
bereits  die  Hauptabsicht  des  Geminus  mit  den  citierten  Worten 
gewesen. 

Wenn  nun  diese  so  weit  gehen,  dafs  sie  dem  Apollonius 
die  Entdeckung  zuschreiben,  ,dafs  alle  Schnitte  an  jedem  Kegel, 
gerade  oder  schief,  vorkommen-,  so  ist  diese  Fonn  des  Aus- 
drucks —  welche  jedenfalls  unzutreffend  ist,  da  sie  zu  dem 
Glauben  verführen  könnte,  dafs  jede  Hj-^ierbel  als  Schnitt  an 
jedem  Kegel  hervorgebracht  werden  könnte  —  möglicherweise 
allein  dem  Referat  des  Eutokius  zu  verdanken.  Indessen  kann 
sie  auch  einer  Unachtsamkeit  bei  Geminus  zuzuschreiben  sein, 
der  so  lange  nach  Apollonius  gelebt  hat,  dafs  er  selbst  diesen 
als  Hauptquelle  für  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  benutzt 
haben  musste,  und  sich  deshalb  nicht  vollständig  darüber  klar 
geworden  ist,  wie  weit  sich  das  Wissen  der  älteren  Schrift- 
steller erstreckte,  wenn  sein  Hauptzweck  doch  nur  der  gewesen 
ist,  ihre  Ausdrucks  weise  zu  erklären,  und  nicht  der,  zu  zeigen, 


' )  Pappus'  Bericht  ilber  die  acht  Bncher  des  Apollonius  über  die  Kegel- 
schnitte ist  als  Anhanj?  "1  dieser  Arbeit  abgedruckt.  Man  wird  be- 
merken, dafs  Pappus  nichts  davon  sagt,  dafs  Apollonius  entdeckt 
haben  solle,  dafs,  wie  er  sagt,  ,an  jeder  Art  dieser  Kegel  diese  drei 
Linien  je  nach  der  Art,  wie  sie  geschnitten  werden,  vorkommen*. 
Wenn  nämlich  Hultsch  in  seiner  Übersetzung  —  in  der  ich  auf 
Dr.  Heibergs  Rat  eine  Andening  vorgenommen  habe  —  Pappus  sagen 
läfst,  dafs  Aristäus  dies  nicht  i)enierkt  habe,  so  mag  das  auf  einem 
Mi fs Verständnis  beruhen.  Jedenfalls  können  Euklid  und  Archimedes 
recht  wohl  etwas  gewufst  haben,   was  Aristäus  vielleicht  nicht  wufste. 
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wie  weit  Apollonius  über  sie  hinaus  gelangt  ist.  Wäre  dies 
letztere  der  Fall  gewesen,  so  würde  er  nicht  bei  dem  Umstände 
stehen  geblieben  sein,  dafs  Apollonius  zeigt,  dafs  alle  drei  Arten 
von  Kegelschnitten  an  jedem  Kegel  vorkommen,  sondern  er 
würde  den  Auseinandersetzungen  des  Apollonius  in  dieser  Sache 
ihren  vollen  Umfang  gelassen  haben,  indem  er  dessen  Nachweis 
anführte,  dafs  —  mit  Ausnahme  einzelner  Grenzfalle  —  alle 
Schnitte  an  Kreiskegeln,  auch  diejenigen,  welche  nicht  senk- 
recht auf  der  Symmetrieebene  stehen,  Ellipsen,  Parabeln  und 
Hyperbeln  sind. 

Auf  ganz  tihnliche  Weise  knüpfen  sich  die  Bemerkungen 
späterer  Schriftsteller  über  einen  anderen  vermeintlichen  Fort- 
schritt in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  welcher  dem 
Apollonius  zu  verdanken  sein  sollte  und  der  nunmehr  Er- 
wähnung finden  wird,  ausschliefslich  an  Veränderung  dieselbe 
von  Benennungen  und  enthalten  nicht  die  Nachweise  von 
dem  geringeren  Wissen  der  älteren  Schriftsteller,  welche  man 
daraus  hat  ableiten  wollen. 

Die  stereometrische  Bestimmung  der  Kegelschnitte  wurde 
von  allen  griechischen  Schriftstellern,  deren  Arbeiten  uns  be- 
kanntsind, zur  Ableitung  einer  einzelnen  planimetrischen 
Haupteigenschaft  {ainnrwfia)^)  benutzt,  welche  darauf 
ihrer  weiteren  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt 
wurde,  und  welche  wir  also  berechtigt  sind  als  die  plani- 
metrische Definition  der  Kegelschnitte  zu  betrachten ;  es  liegt 
deshalb  keine  Veranlassung  vor  zu  glauben,  dafs  die  älteren 
Schriftsteller,  deren  Arbeiten  verloren  sind,  anders  verfahren 
seien.  Im  Gegenteil  deutet  alles,  so  bereits  die  planimetrische 
Anwendung  der  Parabel,  welche  dem  Menächmus  zugeschrieben 
wird,  darauf  hin,  dafs  diese  planimetrische  Grundeigenschaft 
von  jeher,  solange  die  Kegelschnitte  untersucht  worden  sind, 
dieselbe  gewesen  ist,  welche  wir  bei  Archimedes  und  Apol- 
lonius finden,  nämlich  diejenige,  welche  algebraisch  durch  die 


')  Tanne ry  bemerkt  mit  Hecht,  dafs  die  Bestimmung  der  Kurven  durch 
diese  Haupteigenschaft  ihrer  Gleichung  in  der  analytischen  Geometrie 
entspricht  (Bulletin  des  Sciences  mathematiques,  1888.  S.  :278). 
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Gleichung  ausgedrückt  werden  würde,  durch  welche  die  Kegel- 
schnitte in  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  dargestellt 
werden,  wenn  eine  Axe  zui-  Abscissenaxe  genommen  wird. 
Wir  werden  sehen,  dafs  die  fonnellen  Abweichungen,  mit  welchen 
diese  Grundeigenschatl  in  der  geometrischen  Darstellung  der 
Griechen  auftritt,  nicht  gröfser  sind  als  diejenigen,  welche  man 
jetzt  erhält,  wenn  man  verschiedene  Punkte  der  Axe  zu  An- 
fangspunkten macht.  Wenn  Pappus  dennoch  ausdrücklich  die 
Form  hervorgehoben  hat,  in  der  die  Bestimmung  bei  Apol- 
lonius  auftritt,  so  ist  das,  wie  eben  berührt,  sicherlich  nur  auf 
Grund  der  damit  in  Verbindung  stehenden  neuen  Namen 
geschehen. 

Eine  gerade  entgegengesetzte  Auffassung  wird  indessen  auch 
in  diesem  Punkte  von  Gantor  geltend  gemacht.  Diese  Auffas- 
sung wird  ebenso  wie  desselben  Verfassei-s  eben  zuvor  erwähnte 
auf  Geminus  gestützte  Behauptung  durch  unsere  nachfolgende 
Darstellung  von  Stellen  bei  Archimedes  widerlegt  werden; 
aber  schon  hier  halten  wir  es  für  richtig,  eine  Prüfung  von 
Cantors  eigenen  Gründen  voranzuschicken  ^). 

Die  Bemerkungen  des  Pappus,  auf  welche  ich  oben  hin- 
deutete, sind  im  Anfange  unseres  Anhang  2  wiedei-gegeben. 
Ich  kann  nicht  einsehen,  dafs  in  denselben  anderes  oder  mehr 
liegt,  als  was  ich  oben  angegeben  habe.  Cantor  dagegen  hat 
nicht  nur  wie  mehrere  andere  Schriftsteller-)  darin   einen  Be- 


')  Doch  werde  idi  nicht  bei  denjenigen  von  diesen  verweilen,  welche  sich 
auf  die  Stellung  beziehen,  welche  Flachenanlegungen  in  den  Ele- 
menten einnehmen:  denn  ich  habe  im  erraten  Abschnitt  gezeigt,  dafs 
diese  Konstruktionen  eine  hinlänglich  grofse  Bedeutung  aulserhalb  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  hatten  um  Euklid  zu  gestatten,  in  den 
Elementen  keine  besondere  Hucksicht  auf  ihre  Anwendungen  auf  diese 
Lehre  zu  nehmen.  Welclier  Verfasser  einer  elementaren  Algebra  denkt 
im  besonderen  an  die  Gleichung  der  Ellipse  und  Hyperbel,  wenn  er 
die  verschiedenen  Formen  einer  Gleichung  zweiten  Grades  mit  einer 
l'nbekannten  diskutiert V 

')  Doch  nicht  alle.  So  wird  nieine  Auffassung  geteilt  von  Arneth  und 
von  Bretschneider  in  seinem  hübschen  Versuche,  des  Menachmus 
Ableitung  der  Eigenschatlen  der  Kegelschnitte  wiederzugeben  (Die  Geo- 
metrie und  die  Geometer  vor  Euklid). 
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weis  dafür  gesehen,  dafs  die  Darstellung  der  Kegelschnitte, 
welche  wir  in  Betreff  der  Ellipse  und  Hyperbel  bereits  im 
vorigen  Abschnitt  berührt  haben,  ein  wesentlicher  Fortschritt 
sei,  welcher  dem  Apollonius  zu  verdanken  ist,  sondern  er 
geht  S.  252  so  weit  zu  behaupten,  dafs  Euklid  die  Parabel, 
Ellipse  und  Hyperbel  nicht  als  Kurven  m  der  Ebene  gekannt 
habe,  oder  dafs  sie  jedenfalls  nicht  als  solche  in  den  euklidischen 
Büchern  über  Kegelschnitte  hätten  vorkonunen  können. 

Indem  ich  mich  nun  anschicke  diese  Aussprüche  Gantors 
zu  widerlegen,  will  ich  doch  vorerst  bemerken,  dafs  die  wirk- 
liche geometrische  Bedeutung  der  darin  enthaltenen  Behauptungen 
mir  lange  dunkel  gewesen  ist.  Eine  Auffassung  derselben, 
welche  ich  jetzt  als  ein  Mifs Verständnis  anerkenne,  will  ich 
berühren  wegen  der  Untersuchungen,  zu  denen  sie  mir  Ver- 
anlassung gegeben  hat.  Ich  fafste  Gantors  Behauptung,  dafs 
Euklid  die  Kurven  nicht  als  „Kurven  in  der  Ebene"  kannte,  so 
auf,  als  ob  er  und  seine  Vorgänger  während  des  Studiums  ihrer 
Eigenschaften  nicht  ii*gendwelche  plani metrische  Grund- 
eigenschaft derselben  gekannt  haben  sollten,  oder  doch  nicht 
vei-standen  hätten  eine  solche  weiteren  Untersuchungen  zu 
Grunde  zu  legen,  dagegen  aber  die  Kurven  nur  als  Kurven  im 
Räume  aufgefafst  hätten,  während  deren  Untersuchung  man 
beständig  zu  ihrer  Betrachtung  auf  dem  Kegel  selbst  habe 
zurückkehren  müssen. 

Auf  diesem  Wege  hätte  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
nicht  auf  den  hohen  Standpunkt  gebracht  werden  können,  auf 
dem  sie  sich  vor  Apollonius  befand,  wenn  die  griechischen 
Geometer  nicht  ziemlich  weit  in  der  stereometrische  Unter- 
suchungsmethode gekonmien  gewesen  wären,  welche  sonst  erst 
von  Desargues  und  Pascal  angewandt  und  mit  voller  Konse- 
quenz von  Poncet  et  entwickelt  ist.  Ich  wurde  deshalb  zu 
einer  doppelten  Untersuchung  veranlafst,  teils  zu  einer  geome- 
trischen Prüfung,  ob  die  vor  Apollonius  bekannten  Eigenschaften, 
z.  B.  diejenige,  welche  in  der  Asymptotengleichung  der  Hyperbel 
ausgedrückt  wird,  auf  eine  für  die  Griechen  einigermafsen 
natürliche  Weise  aus  der  Betrachtung  der  Kurven  auf  dem 
Kegel  selbst  hervoi^gehen,  teils  zu  einer  Durchforschung  der  auf 
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uns  ^'okoiniuenen  Literatur,  ob  in  dieser  eine  Spur  einer  solchen 
stereometrischen  üntersuchungsniethode  erhalten  sein  sollte. 
Dadurch  fand  ich  auf  der  einen  Seite,  dafs  die  fragliche  Ab- 
leitung geometrische  Voraussetzungen  fordern  würde,  welche 
man  im  übrigen  keinen  Grund  hat  den  Griechen  zuzuschreiben, 
auf  der  anderen,  dafs  die  Behandlungsalien,  welche  man  als 
Spuren  einen*  anderen  stereometrischen  Untersuchung  der  Kegel- 
schnitte annehmen  könnte  als  diejenige  ist,  welche  zu  derselben 
planimetrischen  Dai-stellung  führt,  welche  sich  bei  ApoUonius*) 
findet,  viel  zu  selten  vorkommen,  um  auf  einen  irgendwie  aus- 
gedehnten Gebrauch  eines  solchen  Verfahrens  zn  deuten.  Die 
stereometrische  Untersuchung  —  und  diese  zunächst  nur  in  der 
einfacheren  Gestalt,  welche  sie  annimmt,  wenn  eine  Ellipse  als 
ein  Cylinderschnitt ,  also  als  Parallelprojektion  eines  Kreises, 
auftritt  —  kann  höchstens  in  einzelnen  Fällen  als  heuristisches 
Mittel  angewandt  worden  sein,  so  von  Archimedes  bei  der  Be- 
stimmung des  Flächeninhalts  einer  Ellipse,  oder  von  dem,  der 
zuerst  gefunden  hat,  dafs  parallele  Sehnen  einer  Ellipse  von 
einer  Geraden  halbiert  werden.  Direkt  ist  aber  durchaus  gar 
nichts  hierüber  aufbewahrt  worden.  Dies  ist  übrigens  hinsicht- 
lich des  letzten  Beispiels  natürlich  genug,  da  man  sich  doch 
anderer  Mittel  bedienen  nmfste  um  den  Satz  auf  die  Parabel 
und  Hyperbel  auszudehnen. 

Mit  Berufung  auf  die  hier  erwähnte  Untersuchung  —  auf 
die  ich  wegen  ihrer  negativen  Ausbeute  nicht  weiter  eingehen 
will  —  glaube  ich  festhalten  zu  können,  dafs  die  Griechen  das 
Studium  der  Kegelschnitte  auf  dem  Kegel  selbst  nicht  sonderlich 
weiter  verfolgt  haben  als  bis  zur  Ableitung  einer  einzelnen 
planimetrischen  Grundeigenschaft  für  jeden  Kegelschnitt.  Durch 
diese  Behauptung  gerate  ich  noch  nicht  in  Widerspruch  mit 
Cantor,  falls  er  mit  seiner  Äufserung,  dafs  Euklid  die  Parabel, 


')  Mann  kann  nicht  sagen,  dafs  es  i)ei  Apollonius  auf  diesem  Wege  be- 
wiesen ist,  dals  die  Kegelschnitte  auf  konjugierte  Durchmesser  durch 
dieselben  Gleichungen  bezogen  werden  wie  auf  die  Axen.  Sein  Beweis 
dafür,  dafs  die  auf  diese  beiden  Arten  bestimmten  Kegelschnitte  iden- 
tisch siml.  ist  nämlich  planinietrisch. 


Planimetiischer  Hauptcliarakter  der  Untersuchungen.  47 

Ellipse  und  Hyperbel^)  nicht  als  Kurven  in  der  Ebene  kannte, 
nur  meint,  dafs  er  nicht  die  an  die  antiken  Flächenanlegungen 
sich  knüpfenden  geometrischen  Ort  er  kannte,  deren  Bestimmung 
von  Ai]#llonius  der  planimetrischen  Untersuchung  der  Kegel- 
schnitte zu  Grunde  gelegt  wird,  dafs  deshalb  Euklid  vermutlich 
sich  selbst  nicht  nach  der  Beschaffenheit  dieser  Örter  gefragt 
und  jedenfalls  nicht  gewufst  habe,  dafs  es  dieselben  Kurven 
Seien  wie  die,  welche  er  selbst  unter  dem  Namen  „Schnitte  an 
rechtwinkligen,  spitzwinkligen  und  stumpfwinkligen  Kegeln*" 
untersuchte. 

Ist  dies,  wie  ich  annehme,  Cantors  Meinung  gewesen,  so 
kann  er  inmier  noch  mit  mir  darin  übereinstimmen,  dafs  man 
sich  auch  vor  ApoUonius  damit  begnügt  habe,  durch  Betrachtung 
von  Schnitten  am  Kegel  selbst  eine  einzelne  planimetrische 
Haupteigenschaft  abzuleiten  und  diese  einer :  ferneren  Unter- 
suchung derselben  zu  Grunde  zu  legen.  Nur  mufs  er  dann 
meinen,  dafs  diese  eine  andere  als  die  von  ApoUonius  be- 
nutzte gewesen  sei.  Doch  bleibt  der  Eifer,  mit  dem  er  dies 
verficht,  unverständlich,  da  er  gleichzeitig  durchaus  keine  An- 
deutung darüber  giebt,  welches  daim  die  frühere  Bestimnmng 
gewesen  ist  oder  gewesen  sein  kann,  und  wie  wenig  oder  viel 
sie  von  der  abweicht ,  welche  sich  bei  ApoUonius  findet.  Es 
handelt  sich  eben  um  die  Grundlage  für  ApoUonius'  Lehre  von 
den  Kegelschnitten,  um  die  Gleichung,  aus  der  er  alle  übrigen 
ableitete.  Der  Leser,  der  darüber  aufgeklärt  wird,  dafs  ApoUonius 
diese  Grundlage  geschaffen  hat,  und  der  nicht  näh(u*e  Aufklärung 
darüber  erhält,  wie  hoch  die  Entwicklung  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  vor  ApoUonius  gestanden  habe,  wird  durch  Can- 
tors Behauptungen  den  Eindruck  empfangen,  daf^  dieses  mäch- 
tige Lehrgebäude,  welches  nicht  weit  hinter  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  zurückstand,  welche  wir  am  Anfange  unseres 
Jahrhunderts  besafsen,  mit  Ausnahme  zerstreuter  Beobachtungen 


')  Cantor  scheint  an  dieser  Stelle  mit  eben  den  Worten  Paial»el,  ElHpse 
und  Hyj>erhel  unmittell)ar  die  verschiedenen  Arten  von  Flaclienanle^ung 
zu  bezeichnen. 


ff 
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aus  früherer  Zeit  das  Werk  eines  einzelnes  Mannes  sei\).  Der 
hingegen,  der  aus  den  Sehritten  des  Archimedes  und  den  Vor- 
reden des  Apollonius  weifs,  wie  ausgedehnt  vor  ApoUonius  die 
Bekanntschaft  namentlich  mit  den  in  dessen  drei  ersten  Büchern 
behandelten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
war,  und  dafs  die  eigenen  bedeutenden  Fortschritte  des  Apol- 
lonius sich  zum  grofsen  Teil  an  glückliche  Erweiterungen  der  Ent- 
deckungen von  Vorgängern  knüpfen,  fühlt  sich  getäuscht  diese 
in  der  Luft  schweben  zu  sehen  und  nur  zu  erfahi'en,  dafs  Apol- 
lonius dieselben,  nachdem  sie  gemacht  waren,  auf  Grundlage 
d(T  bcM*  den  Flächenanlegungen  benutzten  Bestimmungen  zu- 
sanmienstellte. 

In  den  Schriften  des  Archimedes,  wo  die  Grundlage  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  kaum  von  der  auch  von  Euklid 
benutzten  abweicht,  nmfs  man  Antwort  auf  die  hier  erhobenen 
Fragen  suchen.  Wenn  Cantors  Behauptimgen  irgendwelche 
wesentliche  Bedeutung  für  die  Kenntnis  der  griechischen  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  und  deren  Entwicklung  haben  sollten, 
so  mufste  man  wesentliche  Unterschiede^)  nach  Beschaffenheit 
imd  Anwendbarkeit  zwischen  der  von  Archimedes  und  der  von 
Apollonius  benutzten  Grundlage  nachweisen  können.  Einen 
solchen  Unterschied  habe  ich  nicht  finden  können.  Apollonius 
versteht  allerdings,  w\e  jeder  bedeutende  Schriftsteller,  aus  der 
besonderen  Art  Vorteil  zu  ziehen,  wie  er  die  in  allem  Wesent- 
lichen gemeinsame  Grundlage  ausdrückt;  aber  es  ist  durchaus 
k(Mn  Grund  vorhanden,  die,  in  jedem  Falle  äufserst  geringe, 
formelle  Änderung  als  einen  geometrischen  Fortschritt  zu 
betrachten.    Die  historische  Bedeutung  derselben  liegt  aus- 


M  Eine  Äufseiniug  in  (Kantors  Vorlesungen  etc.  S.  ^71  unten,  deutet  darauf 
hin,  dafs  dieses  seine  eigene  Meinung  sei. 

*)  Auch  Hei  he  lg,  welcher  die  grnndUche  Bekanntschaft  mit  den  Kegel- 
schnitten, welche  man  vor  ApoHonius  hatte,  ans  Licht  gezogen  hat, 
aber  sich  doch  in  der  hier  verhandelten  Sache  an  r4ant()r  anschliefst 
(Litterai-gesch.  Studien  ü.  Euküd,  S. SS),  gieht  keinerlei  Aufklärung 
danlher,  welche  geometrische  Bedeutung  die  geringe  Abweichung  in 
der  Form  der  Darstellung  der  Kegelschnitte  bei  Archimedes  und  Apol- 
lonius gehabt  haben  soll. 
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schliefslich  darin  —  und  das  ist  auch  das  einzige,  was  Pappus 
anführt  —  dafs  sie  in  Verbindung  mit  den  neuen  Namen  steht, 
welche  in  Gebrauch  kamen,  als  Apollonius  die  ererbten  stereo- 
metrisoj^en  Definitionen,  an  welche  sich  die  alten  Namen 
knüpften,  aufgab. 

In  Übereinstimmung  mit  den  Versprechungen,  welche  ich 
im  Vorher^^ehenden  gegeben  habe,  will  ich  nun  dazu  übergehen 
Archimedes'  Schriften  zu  betrachten.  Ich  mufs  nachweisen, 
wie  man  vor  Apollonius  —  nicht  nur  die  ebenen  Schnitte,  welche 
durch  gerade  Kegel  auf  die  alte  definitionsmäfsige  Weise  gelegt 
waren,  sondern  überhaupt  —  Schnitte  behandelte,  deren  Ebenen 
senkrecht  auf  der  Symmetrieebene*)  eines  beliebigen  Kreiskegels 
stehen,  und  ich  mufs  die  sich  bei  Archimedes  findenden  An- 
gaben über  die  planimetrischen  Haupteigenschaften,  welche  zu  und 
vor  seiner  Zeit  bei  Untersuchungen  der  Kegelschnitte  zu  Grunde 
gelegt  wurden,  ans  Licht  ziehen.  Dadurch  erreichen  wir  gleichzeitig, 
dafs  wir  unmittelbarer  zu  diesen  Eigenschaften  gelangen  als  im 
ersten  Buch  des  Apollonius,  dessen  Inhalt  im' folgenden  Ab- 
schnitt dargestellt  werden  wird.  Bei  Apollonius  sind  dieselben 
nämlich  aus  systematischen  Rücksichten  in  andere  Sätze  mit  auf- 
genommen, namentlich  in  die  allgemeineren  Sätze  über  konjugiede 
Durctmiesser.  Bei  Archimedes  dagegen,  wo  die  Form  dieser  Sätze 
an  Einfachheit  und  Brauchbarkeit  keineswegs  hinter  der  von 
Apollonius  benutzten  zm'ücksteht,  werden  die  Grundeigenschaften, 
auf  denen  er  seine  eigenen  Untersuchungen  aufbaut,  als  be- 
kaimt  vorausgesetzt  und  treten  deshalb  unabhängig  von  allen 
systematischen  Rücksichten  auf. 

Wir  können  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  zusammen 
besprechen.  Beide  werden  auf  eine  Axe  mit  zwei  festen  Punkten 


')  Archimedes  spricht  diese  Einschränkung  nicht  aus.  indem  er  im  An- 
fange der  Schrift  über  Konoide  und  Sph«1roide  sagt,  dafs  Schnitte, 
welche  alle  Erzeugenden  eines  Kegels  treffen,  Ellipsen  sind;  aber  im 
Verlaufe  der  citierten  Arbeit  findet  er  jedenfalls  nur  (Gelegenheit 
Schnitte  zu  behandeln,  welche  entweder  auf  der  Symmetrieebene  des 
Kreiskegels  oder  auf  einem  anderen  Hauptscbnitt  der  Kegelfläche  senk- 
recht stehen. 
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*r 


JT, 


^^/ 


A  und  Ä^  bezogen.    Auf  dieser  wird  in  einem  Punkte,  dessen 
Abstände  von  den  festen  Punkten  x  und  x^    heifsen   mögen, 

eine  senkrechte  Ordinate  y 
errichtet ,  deren  Endpunkt 
ein  Punkt  der  gesuchten 
KuiTe  ist.  Denken  wir  uns 
einen  neuen  Punkt  der- 
selben auf  gleiche  Weise 
durch  x\  x\  und  if  be- 
stimmt, so  sind  Ellipse  und 
Hyperbel  durch  die  Glei- 
chung 


Fig.  9  a. 


y 


Fig.  9  b. 


A, 


JCt 


ij 


ti 


(1) 

bestimmt,  so  dafs  man  die  erste  oder  zweite  von  diesen  Kurven 
erhält,  je  nachdem  die  Ordinate  in  einem  Punkte  der  Linie 
ÄAy^  oder  in  einem  Punkte  ihrer  Verlängerung  errichtet  wird. 
Doch  ist  bei  Archimedes  keine  Rede  davon  mehr  als  einen 
Hyperbelast  zu  betrachten.  Wie  die  Relation,  welche  wir  hier 
kurz  durch  die  Gleichung  (1)  wiedergegeben  haben,  geometrisch 
bei  Archimedes  ausgedrückt  ist,  wird  vollständig  aus  unserem 
vorhergehenden  Abschnitt  hervorgehen. 

Ohne  irgend  etwas  an  Archimedes'  Gedanken  zu  verändern 
können  wir  demselben  in  unserer  Sprache  einen  noch  ein- 
facheren Ausdruck  geben,  indem  wir  die  Gleichung  (1)  in  der 
Form 

y 


X  »  X  •. 


-  ==:  constans 


(2) 


sehreiben,  woraus  wir  sehen,  dafs  seine  Darstellung  den  Vorteil 
bietet,  dafs  man  der  Konstanten  einen  Ausdruck  geben  kann, 
welcher  sich  nach  den  Bedürfnissen  der  gerade  vorliegenden 
Aufgabe  richtet^). 


')  Ein  Verzeichnis  der  Stellen,  an  denen  Archimedes  die  hier  angeführte 
Haupteigenschaft  benutzt,  findet  sich  bei  Heiberg,  die  Kenntnisse  des 
Archimedes  über  die  Kegelschnitte  (Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  bist. 
Abt.  XXV,  2). 
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Welchen  Beweis  Archiiiiedes  dafür  voraussetzt,  dafs  alle 
möglichen  Schnitte  senkrecht  auf  der  Symnietrieebene  eines 
beliebigen  Kreiskegels,  die  nicht  von  speciellerer  Art  shid,  die 
Eigenschaft  haben,  durch  welche  hier  Ellipsen  und  Hyperbeln 
charakterisiert  sind,  geht  aus  der  Lösung  der  Aufgaben  7  und  8 
in  seiner  Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide  hervor.  Diese 
Aufgaben  —  denen  in  9  eine  entsprechende  besondere  Be- 
handlung des  Grenzfalls  folgt,  wo  der  Kegel  mit  einem  Cylin- 
der  vertauscht  wird  —  bestehen  nämlich  darin  „einen  Kegel 
zu  finden,  der  durch  eine  gegebene  Ellipse  geht  und  einen 
gegebenen  Punkt  in  der  Ebene  zur  Spitze  hat,  welche?  senk- 
recht auf  der  Ebene  der  Ellipse?  in  einer  ihrer  Axen  errichtet 
wird".  Da  die  Kegelfläche,  welche  im  allgemeinen  scliief  wird, 
durch  die  Ellipse  und  die  Spitze  vollkommen  bestinnnt  ist,  so 
konmit  es  nur  darauf  an  die  Grundfläche,  d.  h.  einen  Kreis- 
schnitt zu  finden,  und  diesen  sucht  Archimedes  auch  in  Wirk- 
lichkeit. Es  zeigt  sich  also  nicht  nur,  dafs  Archimedes  die 
Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  senkrecht  zur  Symmetrie- 
ebene eines  schiefen  Kreiskegels  geführte  Sclmitte  kennt,  wenn 
er  sich  auch  des  vorliegenden  Zwecks  halb(?r  nur  an  elliptische 
Schnitte  hält,  sondern  es  ist  auch  der  Beweis,  welchen  er  für 
die  Richtigkeit  seiner  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  führt,  in 
AVirklichkeit  ein  Beweis  für  eben  diese  Erzeugung.  Den  Ge- 
dankengang dieses  Beweises  wollen  wir  in  verkürzter  Gestalt 
wiedei-geben ,  indem  wir  für  den  Augenblick  von  einem  für 
seine  besondere  Aufgabe  notwendigen  Durchgangsgliede  absehen, 
nämlich  der  Betrachtung  von  Schnitten  senkrecht  zur  Symmetrie- 
axe  der  Kegelfläche. 

Archimedes  benutzt  folgenden  llülfssatz*),  der  sich  leicht 
mittels  ähnlicher  Dreiecke  beweisen  läfst  und  den  er  als  bekannt 
voraussetzt:  wenn  man  (Fig.  10)  von  einem  beliebigen  Punkte  P 
gerade  Linien  parallel  mit  gegebenen  Richtungen  zieht,  welche 
zwei  feste  Linien  MN  und  3/,  ^V,  schneiden,  so  ist  das  Verhältnis 


)  In  Heibergs  Ausgabe,  I,  8;28,  9— lo  wird  dieser  Hfdfssatz  in  seiner 
allgemeinen  Fomi  benutzt,  an  anderen  Stellen  in  den  Beweisen  spe- 
riellere  FoiTnen  desselben. 
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Fi^r.  10. 


PM.  PM 

~p\~iJ\~  konstant.   Sind  nun  die  feston  Linien  die  Ei-zeij^enden 

eines  Kreiskegels,    welche  in  der  Symnietrieebene  liegen,   und 

sind  die  Linien  J/J/j  die  Spuren 
von  Ebenen,  die  der  kreisfömii- 
gen  Grundfläche  parallel  gezogen 
sind,  in  dieser  Ebene,  so  wird 
MP.PM,  =  if,  wo  y  der  Ab- 
stand zwischen  P  und  den  Punk- 
ten der  Kegelfläche  ist,  deren 
Projektion  auf  die  Symmetrie- 
ebene  P  ist.    Man  erhält  dann 

-V.  -^  =  constans. 

Betrachtet  man  nun  verschiedene 
Punkte  P  auf  der  Linie  XX^j 
so  ei-giebt  sich,  dafs  alle  Punkte 
des  Schnittes,  in  welchem  der 
Kegel  durch  die  in  XX^  projicierte  Ebene  geschnitten  wird,  die 
durch  Gleicliung  (:2)  ausgedrückte  Grundeigenschaft  haben. 

In  der  vorliegenden  Figur,  ebenso  wie  in  Ai'chimedes' 
Figiu*en,  wird  der  Schnitt  XX ^  allerdings  eine  Ellipse,  aber 
derselbe  Beweis  läfst  sich  aucli  auf  hyperbolische  Schnitte  an- 
wenden, wenn  man  nur  eine  der  Seitenlinien  verlängert.  Dafs 
nun  Archimedes  und  seine  Zeitgenossen  dies  gewufst  haben, 
hat  man  keinen  Grund  zu  bezweifeln,  da  man  auch  bei  der 
alten  definitionsmäfsigen  Darstellung  hyperbolischer  Schnitte 
nicht  wohl  ohne  eine  solche  Verlängerung  darauf  verfallen  sein 
konnte,  bei  der  planimetrischen  Bestimnmng  der  Hyperbel, 
d.  h.  eines  Hyperbel ast es,  nicht  nur  dessen  eigenen  Scheitel- 
punkt, sondcnn  auch,  wie  wir  an  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 
gesehen  haben,  den  zweiten  Scheitelpunkt  der  vollständigen 
Kurve  zu  benutzen.  Aus  dem  Schweigen  des  Archimedes  darf 
man  keinen  entgegengesetzten  Schlufs  ziehen,  da  er  hier  wie 
überall  imr  das  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  mitnimmt, 
wofür  er  gerade  Vorwendung  hat. 
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Eine  Bestätigung  dafür,  dafs  ich  hierdurch  den  Geometern 
jener  Zeit  kein  zu  grofses  Wissen  beigelegt  habe,  erhält  man, 
wenn  man  beachtet,  welche  Vertrautheit  mit  hierher  gehörigen 
Sätzen  und  Aufgaben  nicht  nur  Archimedes  selbst  an  den  Tag 
legt,  sondern  auch  bei  seinen  Lesern  voraussetzt.  Ein  wichtiges 
Beispiel  hierfür  hat  man  in  der  allgemeinen  Form  des  Hülfs- 
satzes,  den  wir  ausdrücklich  aufgestellt  haben,  den  aber  Archi- 
medes ohne  ihn  aufzustellen  oder  zu  beweisen  in  einer  eben 
so  allgemeinen  Form  anwendet.  Ein  anderes  Beispiel  für  die 
Voraussetzungen,  welche  er  auf  diesem  Gebiete  ohne  besondere 
Begründung  meint  machen  zu  dürfen,  kommt  im  Verlaufe  der 
Lösungen  der  erwähnten  Aufgaben  vor,  welche  Archimedes 
sich  stellt.  Diese  selbst  in  Verbindung  mit  dem  Umstände,  dafs 
er  um  sie  vollständig  zu  lösen  auch  Schnitte  betrachten  mufs, 
welche  senkrecht  auf  einem  anderen  Hauptschnitt  der  Kegel- 
fläche stehen,  zeigen  seine  eigene  Vertrautheit  mit  dem  Stoff 
und  den  Methoden,  welche  er  anwendet. 

Diese  legt  er  auch  an  den  Tag,  wenn  er  gleich  nachher 
eben  dasselbe  Verfahren  zur  Untersuchung  ebener  Schnitte  an 
Umdrehungsflächen  zweiter  Ordnung  anwendet,  indem  er  dann 
nur  statt  des  von  uns  angeführten  Hülfssatzes  den  gleichfalls 
im  voraus  bekannten  allgemeineren  Satz  anwendet,  wo  die 
beiden  festen  geraden  Linien  TL  und  TK  mit  einem  Kegel- 
schnitt vertauscht  sind,  also  den  Satz,  den  wir  jetzt  den  New- 
ton sehen  nennen,  von  dem  aber  Newton  offen  eingesteht, 
dafs  er  ihn  von  den  Alten  habe.  Im  Folgenden  w-oUen  wir 
ihn  den  Potenzsatz  nennen  um  den  irreführenden  Namen  zu 
vermeiden. 

Indessen  wollen  wir  diese  Untersuchungen  bis  zu  einem 
späteren  Abschnitt  (dem  19ten)  verschieben,  wo  wir  zusammen- 
fassend darüber  berichten,  was  man  über  die  Bekanntschaft 
der  Alten  mit  Kegelflächen  und  Umdrehungsflächen  zweiter 
Ordnung  weifs.  Für  den  Augenblick  glauben  wir  genug  ge- 
sagt zu  haben  um  die  Unrichtigkeit  der  Ansicht  nachzuweisen, 
dafs  die  Kenntnis  der  Schnitte  an  Kegelflächen  auf  die 
Schnitte  senkrecht  auf  den  Erzeugenden  eines  geraden  Kegels 
beschränkt  gewesen  sei  während  der  ganzen  Zeit,  wo  man  noch 
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die  mit  dieser  Erzeugungsart  verbundenen  Namen  und  damit 
wahrscheinlich  auch  die  daran  geknüpften  Definitionen  und 
Konstantenbestimmungen  benutzte.  Welche  Vorteile  es  bewirken 
konnten,  dafs  diese  Definitionen  mid  Konstantenbestinmmngen 
so  lange  aufbewaiirt  wurden,  wird  im  !21sten  Abschnitt  unter- 
sucht werden. 

Ich  habe  berührt,  dafs  die  durch  Gleichung  (1)  oder  (i2) 
ausgedrückte  Archimedische  Darstellung  von  Ellipse  und  Hyperbel 
den  Vorteil  darbietet,  dafs  die  Konstantenbestinmumg  sich  nach 
dem  Bedürfnis  jeder  Aufgabe  einrichten  läfst.  So  kann  man, 
wenn  es  sich  um  ein  Segment,  begrenzt  von  einer  zu  einer  Axe 
senkrechten  Sehne,  handelt,  in  (1)  x',  x\  und  t/'  die  Werte 
annehmen  lassen,  welche  zu  den  Endpunkten  der  Sehne  ge- 
hören. Das  thut  Archimedes  auch  bei  seiner  Untei^suchung  von 
S(»gmenten  begrenzt  von  Ebenen,  die  senkrecht  auf  der  Axe  in 
Umdrehungshyperboloiden  und  Umdrehungsellipsoiden  stehen. 
Für  die  Ellipse  ist  es  im  allgemeinen  das  nächstliegende,  jr'^^Xj, 

also  gleich  der  einen  Halbaxe  -^  zu  nehmen,  wodurch  y' gleich 

b  "  &* 

der  anderen  -^ ,  und  die  Konstante  —=  wird.     Hiervon    macht 

Archimedes  z.  B.  Gebrauch  in  der  Auflösung  von  Aufgabe  9  im 
Buche  über  Konoide  und  Sphäroide. 

Da  die  Konstante  der  Gleichung  (2)  zufolge  (1)  als  ein  Ver- 
hältnis zwischen  Flächten  oder  ein  zusammengesetztes  Strecken- 
verhältnis bestinmit  wird,  und  da  die  Griechen,  wenn  sie  weiter 
solche  Verhältnisse  anwenden  sollten,  dieselben  mit  einfachen 
linearen  Verhältnissen  vertauschten,  so  darf  man  annehmen, 
dafs  Archimedes  und  diejenigt^n  seiner  Voi'gänger,  welche  die 
K(*g(*lschnitte  auf  dieselbe  Weise  wie  er  darstellten,  dasselbe 
überall  da  gethan  haben,  wo  sich  eine  Veranlassung  dazu  bot. 
Wenn  sie  dann  zugleich  als  das  eine  Glied  des  Verhältnisses 
die  Axe  AA^   nalimen,    oder   sich  den   konstanten  AVert  von 

als    /      bestinnnt  dachten,    so  war  das  Vordei*glied  p 
X  ,  X  AA  ^ 

des  Verhältnisses  eben  der  Parameter  i>.  Ob  nun  Archi- 
medes gerade  so  verfahren   ist,    ob  er  also  den  Parameter  der 
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Ellipse  und  Hyperbel  gekannt  hat  oder  nicht,  kann  man 
schlechterdings  nicht  wissen,  denn  er  benutzt  denselben  zwar 
nirgendwo,  aber  er  hat  auch  nirgends  Verwendung  dafür. 

Die  Frage  selbst,  wie  weit  Archimedes  —  und  mit  ihm 
Euklid  und  seine  übrigen  Vorgänger  —  den  Parameter  der 
Kegelschnitte  gekannt  haben,  hat  im  übrigen  an  und  für  sich 
durchaus  kein  wissenschaftliches  Interesse;  denn  da  es  jeden- 
falls ersichtlich  ist,  dais  er  die  Mittel  besafs  sich  andere  Hülfs- 
gröfsen  zu  schaffen,  ^velche  sicli  wesentlich  auf  dieselbe  AVeisc* 
gebrauchen  liefsen,  so  ist  es  gleichgültig,  ob  er  gerade  den 
Parameter  benutzte.  Die  Frage  kann  nur  Bedeutung  erhalten, 
falls  sie  ein  historisches  Mittel  abgeben  würde  andere,  bedeutungs- 
vollere Fragen  zu  lösen.  In  diesem  Zusammenhange  haben 
wir  dieselbe  hervorgezogen,  teils  aus  Rücksicht  auf  einen  histo- 
rischen Versuch  über  die  frühere  Entwicklung  der  Lehren  von 
den  Kegelschnitten,  den  wir  im  eisten  Abschnitt  geben  werden, 
teils  weil  man  möglicherweise  den  Gebrauch  des  Parameters 
als  einen  der  Vorzüge  an  der  Darstellung  der  Kegelschnitte  bei 
Apollonius  bezeichnen  könnte,  die  man  zu  einer  wissenschaft- 
lichen Bedeutung  hat  erheben  wollen. 

Unabhängig  davon,  ob  Apollonius'  Vorgänger  den  Para- 
meter benutzt  haben  oder  nicht,  und  obwohl  Archimedes  in 
der  Regel  seine  Bestimnmng  der  Kegelschnitte  nicht  an  die 
bei  Flächenanlegung  gebrauchten  Kunstausdrücke  anschliefst, 
ist  der  praktische  geometrische  Gebrauch  der  Flächen- 
anlegimg  ebenso  genau  mit  dieser  letzteren  Bestimmung,  die 
vennutlich  auch  diejenige  Euklids  ist,  verbunden  gewesen  wie 
mit  der   des  Apollonius.     AiTliimedes   stellte   die  Ellipse    und 

Hyperbel  dar  diu-ch---     =  x,  wo  x  eine  Konstante  bedeutet, 

mid  jr^-TzX  =  a,  und  aus  der  Art,  wie  Euklid  in  seinen 
Data  84  und  85  die  Lösung  der  Gleichungen  »r^  -r^  x  =  a, 
x^x  =-■=  B  auf  Flächenanlegung  zurückführt,  können  wir  —  falls 
es  überhaupt  nötig  ist  —  schliefsen,  dafs  man  vollkommen 
genau  wufste,  dafs  die  angeführte  Bestimnumg  mit  der  Be- 
stimmung 
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f 
ax  -r-  X' 

zuj^amiiienliel ,  wo  der  Nenner  nc'ich  dem  Sprachgebrauch  der 
Alten  als  eine  Fläche  darzustellen  sein  würde,  welche  so  an  a 
angelegt  ist,  dafs  ein  Quadrat  fehlt  oder  übrig  bleibt.  Diese 
Darstellungsfonn  nebst  zugehörigen  Figuren  kommt  sogar  aus- 
drücklich an  einer  Stelle  bei  Archimedes  vor,  wo  von  der  in 
die  Gleichung  der  Hyperbel  eingeführten  Gröfse  ax  +  x^  gesagt 
wird,  dafs  sie  so  an  a  angelegt  sei,  dafs  ein  Quadrat  übrig 
bleibt  ^onepßdXhtv  eioet  Tszparwuw'' ^),  Der  wirkliche  Gebrauch 
der  Flächenanlegung  besteht  indessen  nicht  in  diesen  Ausdrücken 
und  d(»n  zugehörigen  Figuren,  sondern  in  der  Lösung  von 
Aufgaben  mittels  Gleichungen  zweiten  Grades,  unter 
welchen  die  einfachste  hierhergehörige  darin  besteht,  Ordinaten 
von  gegebener  Länge  für  einen  Kegelschnitt .  zu  bestimmen. 
Dazu  führt  (zufolge  der  angeführten  Stellen  der  Data)  die 
Darstellung  Archimedes'  und  Euklids  ebenso  unmittelbar  und 
be(|uem  wie  die  des  Apollonius,  und  es  wüi'de  sehr  unzuti*effend 
sein  anzunehmen,  dafs  man  systematisch  sollte  vermieden  haben 
ein  zu  den  Zeiten  Euklids  so  wohl  bekanntes  Hülfsmittel  auf 
die  Kegelschnitte  anzuwenden. 

Ferner  ist  zu  b(?achten,  dafs  sogar  die  geometrische  Dai- 
Stellung,  durch  welche  Apollonius  seine  Bestimnumg  von  Punkten 
eines  Kegelschnitts  wirklich  praktisch  durchführte,  und  die  wir 
im  ersten  Abschnitt  bei  den  Figuren  (>  und  7  erwähnt  haben, 
eben  so  nahe  li(»gt,  wenn  man  von  der  Archimedischen  Fonn 
der  Definition  ausgeht,  als  wenn  man  die  Apollonische  zu 
(rrunde  legt,  die  aus  den  für  die  Lelu-e  von  der  Flächenanlegung 
eigentümlichen  Kunstausdrücken  zusannnengesetzt  ist.  Unsere 
Gleichung  (:2)  giebt  nämlich  t/  als  mittlere  Proportionale  zwischen 
./■  und  der  niit  einer  Konstanten  multiplicierten  x^ ,  und  diese 
letztere  Gröfze  läfst  sich  ganz  natürlich  als  die  d(»r  Abscisse  x 
entspn^chende  Ordinate  V  für  eine  durch  den  anderen  Scheitel- 
punkt gehende^  gerade  Linie  darstellen.  Ob  man  nun  -  und 
es   li(^gt   kein   bi^sondcTer  Grund  vor  das  anzunehnu^n  —  vor 

')  AiH^ahe  von  Heiher^.  1.  S.  i:^».  i4— iä. 
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Apolloniiis  eben  dieselbe  Hülfslinie  angewandt  hat  wie  er,  oder 
ob  man  die  wohlbekannten  Konstruktionen  etwas  anders  aus- 
geführt hat,  ist  unwesentlich. 

Der  Einfachheit  wegen  haben  wir  hier  gar  keine  Rücksicht 
auf  die  Parabel  genommen.  Hinsichtlich  dieser  finden  wir  bei 
Archimedes  keine  solchen  Aufklärungen  über  ihre  Betrachtung 
auf  den  Kegelflächen  selbst  wie  es  mit  der  Ellipse  der  Fall  war, 
aber  verschiedene  über  ilu*e  planimetrischen  Eigenschaften.  Eben 
deshalb  vermögen  aber  die  Archimedischen  Angaben  über  die 
Parabel  und  die  über  die  Ellipse  und  Hyperbel  sich  gegenseitig 
zu  ei'gänzen. 

Die  planimetrische  Definition  der  Parabel  stimmt  voll- 
kommen überein  mit  der  für  die  Ellipse  und  Hyperbel,  indem 
sie  sich  ausdrücken  läfst  durch  die  Gleichung 

wo  ^r  und  y,  x*  und  y*  rechtwinklige  Koordinaten  für  zwei 
Punkte  der  Kurve  sind,  odcn*  durch 

—  =  ehie  konstante  Strecke,  (4) 

X  TV/ 

welche  wir  jj  nennen  wollen.  Dieser  Parameter  tritt  bei  Ai'chi- 
medes  [Über  Konoide  und  Sphäroide  3  und  an  anderen  Orten] 
ausdrücklich  auf  als  das  doppelte  des  „Stückes  bis  zur  Axe", 
eine  Bezeichnung,  welche  herrührt  von  der  Eraeugung  der  Pa- 
rabel als  Schnitt  senkrecht  auf  einer  Erzeugenden  eines  recht- 
winkligen Umdrehungskegels.  Der  halbe  Parameter  wird  hier 
nämlich  das  Stück  von  der  Axe  der  Parabel  —  welche  Archi- 
niedes  ihren  Durchmesser  nennt  —  welches  zi  sehen  dem 
Scheitelpunkt  und  der  Axe  des  Kegels  abgeschnitten  wird. 

Heiberg^)  hat  aus  dieser  Bezeichnung  schliefsen  wollen, 
dafs  Archimedes  für  die  Parabel  nur  die  hier  erwähnte 
stereometrische  Erzeugung  gekannt  habe.  Der  Beweis  ist  in- 
dessen unzureichend.  Der  Name,  welchen  Archimedes  nach 
altem  Brauch  dem  Parameter  giebt,  beweist  nämlich  nicht  mehr 


»)  Zeitsclnift  f.  Math.  u.  Phys.,  bist.  Abt.  XXV,  S.  51. 
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als  die  Bezeichnung  einer  Parabel  und  Ellipse  durch  „Schnitt 
an  einem  rechtwinkligen  Kegel"  und  „Schnitt  an  einem  spitz- 
winkligen Kegel",  und  Archimedes  liefs  sich  an  dem  Gebrauche 
des  letzteren  dieser  Namen  durch  den  Umstand  nicht  hindern, 
dafs  er,  wie  wir  gesehen  haben  —  und  wie  gerade  Heiberg 
hervorgehoben  hat  — ,  n)it  elliptischen  Schnitten  vertraut  wai*, 
die  auf  andere  Art  als  die,  an  welche  dieser  Name  sich  knüpfte, 
hervorgebracht  waren.  Am  natürlichsten  wird  nach  unserer 
Meinung  auch  Archimedes'  Benennung  des  Parameters  auf  die 
im  Anfang  dieses  Abschnitts  gegebene  Art  erklärt,  nämlich  da- 
durch, dafs  die  Kegelschnitte  in  den  damals  gebräu(!hlichen 
Kompendien  (von  Aristäus  und  Euklid)  definitionsmäfsig 
als  Schnitte  senkrecht  auf  einer  Eiv.eugenden  hervoi-gebracht 
wurden:  denn  an  diese  Erzeugungsart  mufsten  sich  auch  die 
Benennungen  der  zugehörigen  Gröfsen,  wie  des  Parametei*s, 
naturgemäfs  knüpfen.  Die  Benennung  des  Parameters  giebt 
also  keinerlei  Anhalt  dafür,  dafs  man  nicht  auch  andere  La- 
gen parabolischer  Schnitte  kannte.  Da  nun  die  Bestimmung 
parabolischer  Schnitte  senkrecht  zur  Symmetrieebene  an  be- 
liebigen Kreiskegeln  keine  Schwierigkeiten  bietet,  welche  nicht 
bereits  überwunden  sind  entweder  durch  Betrachtung  der  ent- 
sprechenden elliptischen  Schnitte  oder  solcher  parabolischer 
Schnitte,  welche  auf  definitionsmäfsige  AVeise  hervorgebracht 
werden,  so  liegt  durchaus  kein  Grund  vor  zu  bezweifeln,  dafs 
man  zur  Zeit  des  Archimedes  paral)olische  Schnitte  mit  der- 
selben Freiheit  hervorbrachte,  mit  der  man  nachweislich  die 
elliptischen  herstellte.  In  dieser  Auffassung  werden  wir  noch 
mehr  bestärkt,  wenn  wir  sehen,  dafs  Archhnedes  (Über  Konoide 
und  Sphäroide,  11)  einen  ähnlichen  Satz  wie  den  über  para- 
bolische Schnitte  an  Kegeln,  nämlich  den,  dafs  ebene  Schnitte 
parallel  der  Axe  eines  Umdrehungsparaboloids  Parabeln  er- 
geben, welche  der  Meridiankurve  kongruent  sind,  für  so  einfach 
hält,  dafs  er  es  den  Lesern  selbst  überläfst  den  Beweis  zu 
finden. 

Ehe  wir  nun,    nachdem  wir  die  Darstellung  der  von  den 
Griechen  benutzten  planimetrischen  Fundamentalsätze  auf  das 
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gestützt  haben,  was  sich  bei  Archimedes  findet,  dazu  über- 
gehen die  weitere  Entwicklung  auf  Apoll onius  aufzubauen, 
wird  es  am  besten  sein,  hier  noch  einige  Worte  über  das 
hinzuzufügen,  was  ferner  zu  den  Zeiten  des  Archimedes, 
so  weit  es  sich  aus  seinen  Schriften  nachweisen  läfst,  voll- 
koninien  bekannt  gewesen  ist.  Dafs  dies  ziemlich  bedeutend 
war,  wird  sofort  daraus  hervorgehen,  dafs  es  die  Lehre  von 
konjugierten  Durchmessern  miteinbegrifl*,  darunter  die 
Sätze,  deren  Ubeiiragung  in  die  Algebra  die  Gleichungen 
der  Kegelschnitte  bezogen  auf  konjugierte  Durch- 
messer liefern  würde,  nebst  dem  oben  erwähnten  Potenz- 
satze  —  doch  hinsichtlich  der  Hyperbel  nur  mnerhalb  der 
Begi*enzung,  welche  davon  herrührte,  dafs  man  nur  einen  Ast 
betrachtete*). 

Wie  man  vor  Apollonius'  Zeit  zu  Sätzen  von  so  allgemeiner 
Natur,  wie  diese  sind,  gelangen  konnte,  wird  verständlicli  wer- 
den, wenn  wir  im  Folgenden  kennen  lernen,  wie  Apollonius  die- 
.selben  Sätze  zum  Teil  in  vollständigerer  Gestalt  entwickelt.  Da 
hierbei  teilweise  von  Operationen  Gebrauch  gemacht  werden 
wird,  welche  sich  am  nächsten  als  Transformationen  der 
Koordinaten  auffassen  und  betrachten  lassen,  so  wollen  wir 
doch  auch  hier  einige  Beispiele  füi*  solche  Transformationen  l)ei 
Archimedes  anführen. 

Dieselben  kommen  in  der  Schrift  über  die  Quadratur 
der  Parabel  (4  und  o)  vor  und  haben  den  Zweck,  der  Dar- 
stellung der  Paral)el  eine  für  die  Quadrierung  eines  Segments 
bequeme  Form  zu  gel)en.     Ist  AC  (Fig.  11)  eine  feste  Sehne 


»)  in  der  öfter  citierten  Arbeit  im  Bd.  XXV  d.  Zeitschrift  f.  Math.  u. 
Phys.,  h\a\.  Abt.,  gieht  Heiherg  sor^'t'altijjTe  Ermittelungen  über  das, 
was  Archimedes  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  als  bekannt 
voraussetzt,  und  fdier  seine  eigenen  Erweiterungen  dieser  Lehre,  sowie 
über  die  Stellen  in  Archimedes'  Schriften,  an  denen  alles  dies  sich  findet. 
Nur  scheint  Heiberg  rd»ei*sehen  zu  haben,  dafs  Archimedes  die  Gleichung 
für  Ellipse  und  Hyperbel,  bezogen  auf  ein  willkürliches  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser,  kennt.  Diese  findet  sich  auf  die  Ellipse  an- 
gewandt in  Xr.  :28  und  auf  die  Hyi)erbel  in  Nr.  !2()  des  Buches  über 
Konoide  und  Si)haroide. 
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der  Parabel,  BD  der  zugehörige  Durchmesser,  E  ein  beweglicher 
Punkt  und  KE  eine  Parallele  zu  ÄC^  so  giebt  die  ui'sprüngliche 


Figrll. 

Darstellung  der  Parabel,  bezogen  auf  den  Dui'chniesser  BD^  in 
Verbindung  mit  bekannten  Sätzen  über  Proportionen,  dafs 

BC  _BD  _  CD^  _  BO 
Bl  "  BK  "  £^2  —  ßT^i^ 

woraus  folgt,  dafs  BT  die  mitlere  Proportionale  zwischen  BC 
und  BI  ist,  folglich 

AD  _J^__BC_BT^CT_  ZT^ 
DZ  "  DZ~BT  ~~  BI  ~  TI  ~~  TE  ' 

oder  dafs  ZE,  welche  wir  als  Ordinate  von  E  in  einem  neuen 
Koordinatensystem  betrachten,  von  der  festen  Linie  BC  nach 
demselben  Verhältnis  geteilt  wird,  wie  die  Abscisse  AZ  von 
dem  festen  Punkte  D,  Nach  dieser  Auffassung  ist  die  Gleichung 
der  Kurve  in  dem  neuen  Koordinatensystem,  w-elches  aus  dem 
ursprünglichen  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  und  Ver- 
tauschung der  beiden  Axenrichtungen  gebildet  ist,    durch  eine 
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Proportion  dargestellt,  und  die  Bestimmung  der  analytischen 
Geometrie  mittels  Konstanten  ist  —  wie  in  der  früher  erwähnten 
Darstellung  der  Ellipse  und  Hyperbel  durch  Apollonius  —  durch 
einen  festen  Punkt  D  und  eine  feste  Hülfslinie  CB  ei-setzt. 

Die  fernere  Umformung,  welche  an  Satz  5  vorgenommen 
wird,  besteht  nur  in  einer  Vertauschung  des  Punktes  D  und 
der  Hülfslinie  CB  mit  einer  neuen  Hülfslinie,  nämlich  der  Tan- 
gente CF  in  C,  Da,  wie  es  ersichtlich  auch  zu  Archimedes' 
Zeit  bekannt  gewesen  ist,  B  die  Mitte  von  DF  ist,  so  wird 
ZT  =  TL,  und  der  Kurvenpunkt  E  wird  die  Ordinate  ZL, 
welche  an  die  Hülfslinie  gezogen  wird,  nach  demselben  Ver- 
hältniss  teilen,  wie  Z  die  Sehne  AC  teilt.  Bezeichnen  wir,  wenn 
A  als  Anfangspunkt  betrachtet  und  AC  ^=  a  gesetzt  wird,  die 
X  entsprechende  Ordinate  an  diese  Hülfslinie  mit  y,  (=  a{a  —  x)), 
so  wird  die  Gleichung  der  Parabel  nunmehr 

1L  =  ^ 
Vi         «  ' 
Dafs  diese  moderne  Darstellung  wirklich  ein  korrektes  Bild 

von  dem  giebt,  was  Archunedes  mit  der  Umformung  der  Dar- 
stellung der  Parabel  beabsichtigt,  geht  aus  dem  Gebrauch  her- 
vor, den  er  weiterhin  davon  macht,  und  der  im  20ten  Ab- 
schnitt dargestellt  werden  wird. 

Bei  Apollonius  werden  wir  in  der  Regel  nicht  wie  hier  die 
Gleichungen  der  Kegelschnitte  als  Proportionen  dargestellt  finden, 
sondern  als  Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  Flächen,  wo- 
durch auch  die  Durchführung  der  Transformationen  der  Koordi- 
naten mittels  der  geometrischen  Algebra  der  jetzt  gebräuchlichen 
Transformation  näher  gebracht  worden  wird.  Die  Umwandlung 
der  hier  erwähnten  Darstellung  mittels  Proportionen  in  diese 
Form  wird  etwas  verschieden  je  nach  der  Art,  wie  die  Propor- 
tionen  geschrieben    werden.      Dieselben    können   z.  B.  werden 

(Fig.  11): 

EZ.ZD  =  ET.  ZA 

und  EZ.ZC  =  EL.Zä, 

woraus  ei"sichtlich  ist,  dais  beide  Dai-stellungen  als  specioU  in 
einem  Theorem  einbegriffen  betrachtet  werden  können,  von 
dem  wir   im  siebenten    und   acliten  Abschnitt   zeigen  werden, 
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(lafs  es  beroils  dem  Aristaus  und  Euklid  in  einer  Form  be- 
kannt war,  welche  freilieh  unvollständig  aber  sicher  allgemein 
g(^nug  war  um  den  vorliegenden  Fall  zu  umfassen,  nämlich  in 
dem  Theorem  von  dem  sogenannten  „Ort  zu  vier  Geraden* 
(//  iTzc  ziffffapaq  ypuafiäq  vfTZfx;).  Die  erste  der  beiden  Gleichungen 
drückt  nämlich  die  Gleichheit  der  beiden  Rechtecke  aus,  welche 
von  den  Abständen  des  beweglichen  Punktes  E^  in  den  an  der 
Figur  gezeigten  Richtungen  genonnnen,  von  den  Linien  AC^ 
BD,  CB  und  dem  durch  A  gezogenen  Durchmesser  AG  gebildet 
werden,  und  die  zweite  drückt  die  Gleichheit  der  Rechtecke 
aus,  welche  von  den  Abständen  von  AC,  dem  Dm^chmesser 
durch  6\  der  Tangente  CG  und  dem  Durchmesser  AG  gebildet 
werden.  Doch  kann  man  nicht  behaupten,  dafs  Archimedes 
diesen  Umstand  ausdrücklich  beachtest  hat*). 

Die  Absicht,  die  wir  in  diesem  Abschnitt  mit  der  Betrach- 
tung der  Stellen  bei  Archimedes  verfolgten,  welche  die  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  betreffen,  war  die,  auf  das  richtige 
Verständnis  der  zusammenhängenden  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten vorzubercMten ,  weldie  wir  nur  bei  ApoUonius  haben. 
Wir  haben  besonders  solche  Stellen  angeführt,  in  denen  sich 
einige  Abweichungen  in  der  Behandlungsart  der  beiden  Schrift- 
steller zeigen.  Damit  glauben  wir  vorläufig  nachgewiesen  zu 
haben,  dafs  die  Abweichungen  hinsichtlich  der  fundamentalen 
Sätze  so  gering  sind,  dafs  man  in  Wirklichkeit  ApoUonius 
als  den  Hauptrepräsentanten  der  gi'iechischen  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  betrachten  und  in  seinen  Beweisen  dem  Ge- 
dankengange nachspüren  darf,  der  auch  vor  seiner  Zeit  zu  den 
aufgc^stellten  Sätzen  geführt  hat.  Denn  das  würde  man  nicht 
kchinen,  wenn  di(i  von  ApoUonius  benutzte  planimetrische 
Grundlage  und  damit  di(^  darauf  gebauten  Beweise  wirklich 
ganz  neu  gewesen  wären.  Auf  der  anderen  Seite  werden  die 
Abweichungen,  welche  sich  in  der  weiteren  Durchführung  der 
Untersuchungen  lindem,  dazu  beitragen,  dafs  man  vermeidet, 
Eigentümlichkeiten   bei  ApoUonius  als   zur   antiken   Lehre  von 


')  Am  rN'hlusse  <ies  i^«»  Ahsclinittes  finden  sich  weitere  Antraben  über  einige 
Satze  hei  Arcliiniedes.  die  sich  nicht  hei  ApoUonius  finden. 
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den  Kegelschnitten  überhaupt  zugehörig  zu  betrachten.  Wenn 
übrigens,  wie  in  dem  eben  angeführten  Beispiel,  Archiniedes 
vorzugsweise  die  Proportionslehre  bei  Untersuchungen  anwendet, 
bei  denen  Apollonius  die  mit  unserer  Algebra  näher  verwandten 
Flächenoperationen  vorzieht,  so  bin  ich  am  meisten  geneigt 
zu  glauben,  dafs  vielmehr  Archiniedes  es  ist,  welcher  seine 
pei*sönlichen  Eigentümlichkeiten  an  den  Tag  legt,  als  der  sich  an 
die  alexandrinischen  Vorgänger  genauer  anschliefsende  Apol- 
lonius. Für  diese  Annahme  spricht  der  Umstand,  dafs  der  im 
zweiten  Buche  Euklids  vorkommende  Gebrauch  der  Flächen- 
operationen bedeutend  älter  ist  als  die  euklidische  Proportions- 
lehre und  also  den  Geometern,  welche  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  die  erste  Entwicklung  gegeben  haben,  in  gröfserem 
Umfange  zu  Gebote  gestanden  hat. 


Dritter  Abschnitt. 

Apollonius'  erstes  Buch  über  die  Kegelschnitte. 


Descartes  ist  wohl  kaum  der  einzige,  der  den  Eindruck 
empfangen  hat^),  dafs  „schon  die  Reihenfolge  der  Sätze  bei 
den  Alten  zur  Genüge  zeigt,  dafs  sie  keine  wirkliche  Methode 
besafsen  sie  alle  zu  finden,  sondern  dafs  sie  nur  diejenigen 
sammelten,  welche  ihnen  zufällig  einfielen".  Es  ist  wohl  mög- 
lich, dafs  für  die  Hervorrufung  einer  solchen  Auffassung,  nament- 
lich was  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  betrifft,  das  erste 
Buch  des  Apollonius,  welches  die  Grundzüge  dieser  Lehre  ent- 
hält, nicht  eben  wenig  beigetragen  haben  kann-).  Das  Buch 
beginnt  nämlich  mit  der  Betrachtung  von  Kegelschnitten  auf 
dem  Kegel  selbst;   darauf  werden  verschiedene    planimetrische 


' )  Geometrie,  herausgegeben  von  van  Schonten,  S.  7. 
')  Descartes  kann  vielleicht  sogar  geglaubt  hal>en  sich  auf   den  Anfang 
von  Apollonius'  eigener  Vorrede  zu  stützen  (vei*gl.  Anhang  1). 
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Untersuchungen  über  Tangenten,  konjugierte  Durchmesser  u.s.  w. 
vorgenommen,  und  am  Schiasse  des  Buches  kehrt  man  wieder 
zu  der  stereometrischen  Betrachtung  zurück,  die  wederum  in 
den  folgenden  Büchern  verlassen  wird. 

Wer  genauer  zusieht,  wird  indessen  gerade  das  Gegenteil 
eines  jDlanlosen  Zusammenhäufens  von  Sätzen  entdecken.  Von 
Anfang  bis  Ende  wird  ein  bestimmtes  Ziel  verfolgt.  Es  werden 
die  Sätze  mitgenommen,  welche  notwendig  sind  um  dies  Ziel 
zu  erreichen,  und  die  Untersuchungen,  deren  man  bedurfte 
um  diesen  Sätzen  eine  so  minutiöse  Begründung  zu  geben,  \^^e 
die  Alten  sie  verlangten.  Dadurch  werden  Resultate  gewon- 
nen, welche  sowohl  an  und  für  sich  als  auch  als  Grundlage 
für  die  weiter  gehenden  planimotrischen  Untersuchungen  der 
folgenden  Bücher  bedeutungsvoll  sind;  aber  für  den  Augenblick 
dienen  sie  als  Mittel  um  vollständig  zu  begründen,  dafs  die 
Ellipsen,  Parabeln  und  Hyperbeln,  welche  man 
durch  Betrachtung  aller  möglichen  Schnitte  an  allen 
Kreiskegeln  erhält,  identisch  mit  denen  sind,  welche 
man  als  Schnitte  an  Umdrehungskegeln  erhält. 

Das  wollen  wir  zeigen,  indem  wir  einen  vorläufigen  Über- 
blick über  den  Inhalt  des  Buches  und  den  Zusammenhang 
zwischen  seinen  verschiedenen  Teilen  geben. 

Nach  Definitionen,  die  sich  auf  Kreiskegel  und  Kegelschnitte 
beziehen,  mid  nach  einigen  Sätzen  [1—3]  über  die  Lage  ge- 
rader Linien  mit  Beziehung  auf  Kegel  und  über  Schnitte  durch 
die  Spitze  werden  [in  den  Sätzen  4  und  5]  die  beiden  Reihen 
von  Kreisschnitten  an  einem  schiefen  Kegel  dargestellt.  In  6 
wird  gez(Mgt,  dafs  alle  Sehnen  des  Kegels,  welche  einer  Linie  in 
der  Ebene  der  kreisförmigen  Grundfläche  parallel  sind,  von 
einer  gewissen  Ebene  halbiert  werden.  Diese  Ebene  geht  durch 
die  Axe  des  Kegels  —  unter  Axe  die  Linie  vei^standen,  welche 
den  Scheitel  mit  dem  Mittelpunkt  der  Grundfläche  verbindet  — , 
und  ihre  Spur  in  der  Ebene  der  Grundfläche  steht  auf  der 
Linie  senkrecht.  In  7  wird  dies  benutzt  um  zu  beweisen,  dafs 
eine  gewisse  Reihe  pai-alleler  Sehnen  in  einem  beliebigen 
ebenen  Schnitt  eines  Kegels  von  der  Durchschnittslinie 
der  Schnittt^bene   mit  einer   gewissen  durch  die  Axe   gelegten 
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Ebene  halbiert  wii'd.  Es  wird  ausdrücklich  bemerkt,  dafs  der  ge- 
fundene Durchmesser  nur  dann  senkrecht  auf  den  entsprechenden 
Sehnen  steht,  ent\ve(ier  wenn  der  Kegel  gerade  ist,  oder  wenn 
die  Ebene  durch  die  Axe  die  Symraetrieebene  ist,  während  der- 
selbe in  anderen  Fällen  schiefe  Winkel  mit  den  Sehnen  bildet. 
Es  beruht  also,  wie  auch  von  HouseP)  gezeigt  ist,  auf  einem 
Mifsverständnis,  wenn  Chasles,  dessen  Hauptuntersuchungen 
in  der  alten  Geometrie  auf  einen  anderen  Punkt  gerichtet 
waren,  und  die  verschiedenen  Schriftsteller,  welche  Chasles  blind 
gefolgt  sind,  meinen,  dafs  Apollonius  sich  nur  mit  dem  erwähnten 
Ausnahmefalle,  in  welchem  die  Winkel  rechte  waren,  beschäf- 
tigte. Wir  haben  gesehen,  dafs  man  diese  einfacheren  Fälle 
auch  zur  Zeit  des  Archimedes  kannte. 

Nach  einigen  vorbereitenden  Sätzen  [8 — 10)  geht  Apollonius 
dann  dazu  über,  die  Gleichungen  für  die  ebenen  Schnitte  — 
ausgedrückt  durch  Worte  und  Figuren  auf  die  im  ersten  Ab- 
schnitt angegebene  Weise  —  abzuleiten,  indem  er  den  ge- 
fundenen Durchmesser  zur  Abscissenaxe,  und  die  Hälften  der 
von  demselben  halbierten  Sehnen  zu  Ordinaten  nimmt.  Der 
Anfangspunkt  ist  einer  von  den 
Durchschnittspunkten  dieses  Durch- 
messers mit  der  Kegelfläche.  Der- 
selbe ist  Z  genaimt  in  unseren 
Figm-en  12  und  13,  welche  nur  das 
dai*stellen,  was  in  der  durch  die  Axe 
gelegten  Ebene,  die  den  Duixh- 
messer  enthält,  liegt;  AB  und  AC 
sind  Seitenlinien  des  Kegels,  BC  die  „.    . 

Durchschnittslinie    mit    der  Grund- 
fläche. 

Ist   imn,    wie    in    Fig.  12,    der   Durchmesser   parallel    der 
Seitenlinie  AB,  so  erhält  der  Schnitt  die  Gleichung 

xß  =  px.  worin  p  =  ^^-  jg-  4^-  (1) 

Die  Kurve  heifst  dann  eine  Parabel  [Satz  11]. 
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Wenn  zweitens,  wie  in  Fig.  13,  der  Durchmesser  die  Ver- 
längerung der  Erzeugenden  AB  in  T  schneidet,  so  erhält  der 
Schnitt  die  Gleichung 


.*» 


!        P  i 


wo 


ZT  ==  a    und   ^  = 

a 


CD,  DB 
AD' 


(2) 


wenn  AD  der  ZT  parallel  gezogen  ist.    Die  Kurve  heifst  dann 
eine  Hyperbel  [12]. 

Wenn  endlich  der  Durchmesser  die  Eraeugende  AB  selbst 
in  T  schneidet,  so  erhält  man  die  Gleichung 


!/' 


px  —  ^—  X' 

^  a 


(3) 


WO  a  mid  p  ebenso  wie    bei  der  Hyperbel    bestinmit  werden. 
In  diesem  Falle  heifst  die  Kurve  eine  Ellipse  [13J. 


Fig.  VX 


Apollonius  leitet  diese  Sätze  —  Gleichungen  in  unserer 
Sprache  —  mit  Hülfe  ähnlicher  Dreiecke  ab,  etwa  so,  wie  man 
es  noch  heutigen  Tags  thun  köimte.  Es  ist  übrigens  zu  be- 
achten, dafs  die  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel  mit  den 
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dazu  gehörigen  Konstantenbestininiungeii  fast  unnüttelbar  aus 
(lein  Hülfssalz  (vergl.  den  vorhergehenden  Abschnitt  S.  51)  her- 
vorgehen, welchen  Archimedes  auf  den  specielleren  Fall  an- 
wandte, dafs  der  Schnitt  senkrecht  zur  Syninietrieebene  (also 
auch  senki'echt  zur  Ebene  der  Figur)  geführt  war. 

Zu  der  ersten  Abteilung  des  ersten  Buches  wollen  wir  noch 
<lie  Satze  14 — Iß  rechnen,  wodurch  wir  zur  Übereinstimmung 
mit  der  Einteilung  gelangen,  welche  Apollonius  selbst  angiebt, 
indem  er  vor  Satz  17  eine?  neue  Reihe  von  Definitionen  einführt. 
In  Satz  14  wird  gezeigt,  dafs  die  beiden  Äste  desselben  hyper- 
bolischen Schnitts,  welche  durch  Erweiterung  der  Kegelfläche 
über  iliren  Scheitel  hinaus  erhalten  werden  {zo/iai  fhuxei/isijat)^ 
kongruent  sind.  In  15  wird  gezeigt,  dafs  die  Gleichimg  für  eine 
Ellipse  dieselbe  Form  behält,  wenn  man  d(?n  Durchmesser  und 
<lie  Sc4m(^n  mit  dem  Durchmesser  und  den  Sehnen  vertauscht, 
welche  den  gegebenen  Sehnen  und  dem  gegebenen  Durchmesser 
beziehungsweise  parallel  sind,  und  in  IG,  dafs  auch  bei  der  Hy- 
perbel eine  durch  den  Mittelpunkt  (die  Mitte  des  Durchmessers) 
parallel  den  Sehnen  gezogene  Linie  („der  zweite  Durchmesser*" 
iler  Kurve)  die  dem  gegebenen  („ersten")  Durchmesser  parallelen 
Sehnen  halbiert.  Hier  sehen  wir  zum  ersten  Male  einen  Satz 
aufgestellt,  in  welchein  die  von  den  beiden  Hyperbel- 
asten gebildete  Kurve  als  ein  Ganzes  behandelt  wird, 
eine  Auffassung,  welche  vorläufig  für  die  Zusammenstf^llung  den* 
Eigenschaften  der  Ellipse  und  Hyperbel  bedeutungsvoll  ist,  und 
von  der  A[)ollonius  später  noch  wichtigere  Anwendungen  macht, 
wenn  er  auch  in  seiner  Benennung  fortfiihrt  die  beiden  zu- 
sanmiengehörigen  Aste  als  zwei  verschiedene»  Kurven  zu  ])e- 
trachten.  Das,  was  er  eine  Hyperbel  nc^mt,  ist  stets  nur  ein 
Hyperbelast. 

Eine  Ellipse ,  Parabel  oder  Hyperbel  ist  hier  planime- 
trisch  bestinnnt  als  eine  Kurve ,  welche  in  eineiu  System 
von  Parallelkoordinaten  mit  einem  beliebigen  Winkel  zwischen 
den  Axen  durcli  die  Gleichung  (3),  (1)  oder  (:2)  dargestellt 
wird.  Abgesehen  von  der  Bestinnnung  dtjr  I.age  dieser 
Kurven  scheinen  dieselben  also  von  drei  Konstanten  abzu- 
hängen,   nämlich  jenem  Winkel,  p  und  a.     Nun  wufste  Apol- 
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lonius  M    üIh'I*    i*»>    der    Lehrr    von     den    konjugierten 
Durchmessern,    welche,    wie    im   vorhei-gehenden  Abschnitt 
erwcihnt.    bekannt  war.    dafs  die  vor  seiner  Zeil  untersuchten 
Kunen.    welche  Schnitte  an  geraden  Kegeln  sind  luid  durch 
Gleichungen  derselben  Form  tur  rechtwinklige  Koordinaten  be- 
stinmit  werden,  unendlicli  viele  Paare  konjugierter  Durchmesser 
haben,    imd  dafs  sie  mit  deren  Hülfe  auch  auf  unendlich  viele 
Arten  durch  Gleichungen  derselben  Form  fui*  schiefwinklige  Ko- 
ordinaten dargestellt  wei'den   können.     Wenn  er  also  nur  eine 
Alihandlung  schriebe,  wobei  ei-  die  vorhin  erwähnte  Lehre  von 
den  konjugierten  Durchmessern  als  bekaimt  voraussetzen  dürfte, 
und  eine  genaut^n»  Bestimnumg  der  beliebigen  Schnitte  an  schiefen 
Kegeln  geben  wollte,  deren  Gleichungen  er  nun  gefunden  hat, 
so   wilrde  er  sofort   di<*   erwähnte  Lehre  benutzen  können  um 
nachzuweisen,    dafs  auch  umgekehrt  die  durch  die  gefundenen 
Gleichungen  bestimmten  Kurven  immer  unter  die  früher  unter- 
suchton gehören.     Er  schreibt  indessen  keine  Abhandlung  son- 
dern ein  Lehr))uch.  wobei  er  nichts  über  die  Kurven  als  bekannt 
voraussetzen   darf.      Er    rnufs  deshalb,    bevor  er  das  endliche 
Ziel    des    ersten   Huchs  erreichen    kaim.    von    den   gefundenen 
Gleichungen    ausgehen    unci    auf  Grundlage    dieser   die    Lehre 
von  den    konjugierten  Durduuessern    aufbauen,    welche  walu- 
scheinlich  im  voraus  etwa  ebenso  ausgeführt  gewesen  ist,  aber 
auf    Grundlage    derselben    Gleichungen    in     rechtwinkligen 
Koordinaten.   Nur  dadurcti  kann  er  zeigen,  dafs  die  dai-gestellten 
Kiu'ven    immer    ein    rechtwinkliges    Paar   konjugierter  Dureh- 
messer („Axen")  haben,    und   dafs  sie  sich  deshalb  immer  auf 
l'mdrehungskegj^l  legen  lassen.    Bei  der  Entwicklung  der  Lehre 
von  den  konjugierten  Durchmessern  werden  indessen  Tangenten- 
bestinunungen  und  andere  Hülfsuntersuchungen   bemitzt,    und 
so   tindet   der  folgende  Inhalt   des  ersten  Buchs,    den  wir  nun 
l)esi)rr*chen  wollen,  seine  Erklärung. 


')  Wir  leden  hier  unter  «ler  Voraiissetzuiijr.  dafs  ApoIIonius  der  erste 
jrewesen  ist.  <ier  alle  iuoj;li<'hen  Srhnitte  an  Kreiskej?eln  untei-suchl 
hat.  Sollte  dies  nicht  «1er  Fall  gewesen  sein,  so  wurde  ihm  dadurch 
mir  die  AutTuhrunjr  i\v>  hier  jieschilderten  systematischen  Baues  er- 
leichteil  worden  sein. 


Hauptplan:  Tangenten.  {)\} 

Auf  die  üben  erwähnten  neuen  Delinitionen  folgt  eine  Reihe 
von  Sätzen  [17 — 31],   welche  wir  nicht  genauer  wiederzugeben 
brauchen.     Die  meisten  derselben  enthalten  nämlich  nur  solche 
Angaben  über  die  Lage  gerader  Linien  in  Beziehung  auf  die 
Kurven    und    dadurch    indirekt   über    die  Richtung  von   deren 
Konkavität,  welche  sich  umnittelbar  aus  einer  Figur  entnehmen 
lassen,  und  deren  nähere  Begründung,  w^enn  sie  auf  solche»  Weise 
einmal  gefunden  waren,  nachher  keine  Schwierigkeit  geboten  haben 
kann.    Dieselben  würden  nur  einen  neuen  Beweis  für  die  Sorg- 
falt abgeben,  welche  die  Griechen  auf  eine  vollständige  Beweis- 
führung verwandten.   Die  übrigen  Sätze,  namentlich  20  und  21, 
enthalten  nur  die  Umwandhmg  der  Darstellung  der  Kegelschnitte 
in  die  Form,  mit  der  unsere  L(\ser  schon  bei  Gelegenheit  unserer 
Erwähnung  des  Archimedes  bekannt  geworden  sind,  wonn  wir  uns 
auch  damals  vorzugsweise  an  rechtwinklige  Koordinaten  hielten. 

In  32 — U)  folgen  demnächst  Bestimnmngen  von  Tangen- 
ten. Die  Tangente  im  Endpunkte  des  Durchmessers,  welcher  zur 
Abscissenaxe  genommen  ist  und  den  wir  den  Durchmesser 
nennen  können,  da  er  und  der  ihm  konjugierte  Durchmesser 
die  einzigen  bis  jetzt  bekannten  sind,  ist  den  Ordinaten  pa- 
rallel [32].  Die  Tangente  in  einem  Pimkte  der  Parabel,  welcher 
nicht  auf  dem  Durchmesser  liegt,  wird  dadurch  bestimmt,  dafs 
der  Anfangspunkt  die  Mitte  zwischen  den  Punkten  wird,  in 
denen  Tangente  und  Ordinate  desselben  Kurveni)unktes  den 
Durchmesser  schneiden.  33  enthält  den  Satz,  dafs  die  so  be- 
stimmte Linie  Tangente  ist,  und  35  den  umgekehrten,  dafs  eine 
Tangente  immer  diese  Eigenschaft  hat.  Bei  der  Ellipse  mid 
Hyperbel,  welche  zusammen  behandelt  werden,  wird  dieselbe 
Bestinnnung  dadurch  vorgenonnnen,  dafs  der  Durchmesser  von 
Tangente  und  Ordinate  desselben  Kurvenpunktes  harmonisch^) 
geteilt  wird  [34  und  30].  Für  diese  Bestimnumg  folgen  in 
37 — 40  andere  Ausdrücke,  welche  wir  am  Schlüsse  di(*ses  Ab- 
schnitts genauer  auseinandersetzen  werden.  ^Mittels  dieser  wird 
nicht  nur  für  die  Ellipse,  sondern  auch  für  die  Hyi)erl)el  die 
durch  die  Proportion 

M  Doch  braucht  ApoUonius  diesen  Ausdruck  nicht. 
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b(\<timiute  (hürse  b  boiiiitzl.  woIcIk^  auf  dorn  konjugierten  Durch- 
nies.sor  so  abgetragen  wird,  dafs  ihre  Mitte  auf  den  Mittelpunkt 
der  Kurve  tallt.  Die  >o  begrenzte  Stn^eke  betrachtet  Apollonius 
in  F\)lge  dvv  eben  erwälinten  neuen  D(^tinitionen,  welche  er  ei*st 
an  dieser  Stelle  benutzt,  als  die  Länge  des  konjugierten 
Durchmessers,  der  die  Kurve  nicht  schneidet.  Er 
wendet  also  dasselbe  Mittel  an,  welches  j(»lzt  benutzt  wird,  um 
(Gleichartigkeit  den"  Satze  zustande  zu  bringen.  Die  Einführung 
dieser  llülfsgrölse  h  setzt  Apollonius  in  den  Stand,  nicht  nur 
für  die  Ellipse  —  wo  er  das  im  Grunde  sction  früher  im  Be- 
weise für  b")  gethan  hat  —  sondern  |in  41 1  auch  für  die  Ily- 
j)erbel  der  Darstellung  der  Kurve  eine  Form  zu  geben,  welche 
algebraisch  durch  die  ^b*tteli)unktsgl(Mchung,  bezogen  auf  zwei 
Durciimesser.  ausgedrückt  werden  würde. 

Die  Hestimnumgen  der  Tangenten  wtTden  ferner  benutzt 
um  |in  Satz1-:2-öl|  zu  zeigen,  dafs  jede  Parallelf  zu  dem 
gegebrnen  Durchmesser  der  Paiabel  und  jedt'  Linie  durch  den 
^btteljamkt  der  F'Jlipse  oder  Hyperbel  ganz  dieselben  Eigen- 
schaften hat.  entweder  wie  der  gegebene  Durchmesser,  indem 
die  zugehörigen  Sehnen  dann  der  Tangente  in  seinem  Schnitt- 
punkte (seinen  SchnittpunkUwi)  mit  der  Kurve  parallel  sind, 
oder,  wenn  er  die  Kurve,  die  dann  eine  Hyperbel  ist,  nicht 
schni'idel.  wie  der  ui'sprüngliche  zweite  Durchmesser. 

i:2 — iö  enthalten  einige  hierzu  dienende  vorbereitende  Um- 
formungen der  Darstellung  der  Kurven.  In  iG— 48  wird  be- 
wiesen, dafs  der  neue  Durchmesser  die  zugehörigen  Sehnen 
halbiert,  und  in  V.)—')\  wird  gezeigt,  dafs  die  Kurven,  wenn 
sie  auf  die  neuen  Durchmesser  und  deren  Sehnen  bezogen 
werden,  auf  ganz  dieselbe  Weise  dargestellt  werden  wie  damals, 
als  sie  auf  die  ursprünglichen  bezogen  waren,  nämlich  durch 
die  Eigenschaften,  welche  wir  durch  die  Gleichungen  (1),  (i) 
und  (3)  ausgedrückt  haben.  Im  folgenden  Abschnitt  werden  wir 
uns  gc^nauer  mit  den  Ojicrationen  beschäftigen,  durch  welche 
dies  erreicht  wird.  Hier  l)egnügen  wir  uns  mit  dem  Resultat 
und  wollen  nur  noch  hinzufügen,    dafs  der  (hm  neuen  Durch- 
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niesser  entsprechende  Wert  p*  des  Parameters  —  welchen 
Nanien  wir  der  von  Apollonins  auf  andere  Weise  bezeichneten 
Konstanten  geben  wollen,  obgleich  dieselbe  nur  füi'  rechtwink- 
lige Koordinaten  der  eigentliche  Parameter  ist  —  auf  folgende 
für  alle  Kegelschnitte  gleichartige  Weise  bestimmt  wird. 


V^l 


YV^.  14. 


Es  sei  B  (Fig.  14)  der  ursprüngliche  Anfangspunkt,  E  der 
neue,  J  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  diesen  Punkten,  D 
und  L  die  Punkte,  in  denen  diese  Tangenten  die  durch  B  und 
K  gezogenen  Durchmesser  schneiden;  dann  ist 

EJ 


p'  ==  2 


EL 


•  ED. 


Dafs  Apollonius  drei  Sätze  für  diese  Transformation  be- 
nutzt, beruht  darauf,  dafs  er  erst  die  Parabel  behandelt,  dann 
den  Fall,  wo  B  und  E  auf  dei^elben  Ellipse  oder  demselben 
Hyperbelast  liegen,  und  endlich  den,  wo  sie  auf  verschiedenen 
H}T)erbelästen  liegen. 

Nun  ist  Apollonius  endlich  so  weit  gekonmien,  dafs  er  zu 
dem  Nachweise  übei*gehen  kami,  dafs  die  durch  die  Gleichungen 
(1),  (2)  und  (3)  dargestellten  Schnitte  an  schiefen  Kegeln  die- 
selben Kunen  sind,  welche  auf  dieselbe  Weise  durch  recht- 
winklige Koordinaten  dai^gestellt  und  durch  Schnitte  an  Um- 
drehungskegeln hervorgebracht  werden  können.      Er  hält  sich 
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sogar  für  so  gut  vorbereitet,  dal's  er  um  das  letztere  zu  be- 
weisen sich  unmittelbar  die  Aufgabe  [52 — 55]  stellt:  eine  Parabel, 
Hyperbel  oder  Ellipse  „zu  finden",  wenn  die  Lage  des  An- 
fangspunkt(?s  und  des  Durchmessers,  die  zugehörige  Ordinaten- 
richtung  samt  der  Länge  des  Parameters  und  für  Ellipse  und 
Hyperbel  zugleich  die  Lange  des  Durchmessers  gegeben  sind, 
also  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Kurve  durch  ihre  Gleichung 
gegeben  ist.  Aus  der  Lösung  ist  nämlich  ersichtlich,  dafs  eine 
solche  Kurve  „zu  finden"  bedeutet,  dieselbe  als  Schnitt  eines 
Umdrehungskegels  zu  bestinunen.  In  Wirklichkeit  zeigt  sich 
indessen,  dafs  diese  für  jede  von  den  drei  Kurven  einzeln  ge- 
stellte Aufgabe  aus  zwei  Aufgaben  besteht,  die  jede  für  sich 
gelöst  werden.  Apollonius  beginnt  nämlich  mit  der  Annahme, 
dafs  die  Ordinalen  rechte  Winkel  mit  dem  Durchmesser  bilden, 
und  löst  die  Aufgabe  für  diesen  Fall,  bei  dem  er  allerdings 
nicht  in  der  Lage  ist  von  den  vorhergehenden  planimetrischen 
Untersuchungen  Gebrauch  zu  machen.  Denmächst  zeigt  er, 
wie  andere  Fälle  sich  auf  diesen  zurückführen  lassen,  da 
man  stets  einen  Durchmesser  konstruieren  kann,  der  auf  den 
zugehörigen  Ordinaten  senkrecht  steht.  Wenn  dieses  wichtige 
Faktum  auch  nicht  in  Form  eines  Theorems  oder  eines  be- 
sonderen Problems  aufgestellt  ist,  so  geht  die  Bedeutung,  die 
er  demselben  beilegt,  aus  der  Sorgfalt  hervor,  mit  der  er  diese 
Bestimnmng  einer  Axe  vorbereitet  hat. 

Diese  letztere  Bestimnmng ,  mit  der  wir  hier  beginnen 
wollen,  stützt  sich  auf  die  oben  (Fig.  14)  mitgeteilte»  Bestimmung 
des  Parameters  p*^  welcher  zu  dem  Durchmesser  durch  den 
Punkt  K  geluirl.  Dieser  Durchmt^sser  und  der  zugehörige  Para- 
meter p*  werden  nun  als  gegeben  betrachtet,  während  der 
Dui'chmesser  durch  B  eine  Ax(*  sein  und  also  auf  der  Tangente 
in  H  senkrecht  stehen  soll.  Wii*  wollen  hinsichtlich  der  Ellipse, 
um  uns  an  die  vorliegende  Figur  halten  zu  können,  die  Analysis 
wiedergeben,  welche  der  von  Apollonius  synthetisch  dai*gestellten 
Lösung  [54]  entspricht,  und  dic^  Ordinate  EF  von  E  an  die 
Axe  OB  ziehen,  sowie  EG  parallel  der  Tangente  DE.    Dann  wird 

^  EJ    - , , .        tO    EG 
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a* 
wo  wir  den  Halbmesser  OK  =  -^  gesetzt  haben.    Um  die  Axe 

OB  zu  bestimmen  kommt  es  also  nur  darauf  an  auf  dem  Halb- 
kreise  über  OE   als  Durchmesser   einen    solchen  Punkt   F  zu 

bestinnnen,  dafs  wv»-;^/»  den  gegebenen  W(»rt  -—  erhält. 

(rh  .  (riß  Ü 

Apollonius  sagt,  dafs  man  dies  thun  soll.  Wenn  er  nicht 
sagt  auf  welche  Weise  man  es  thun  soll,  so  nuifs  der  Grund 
dafür  der  sein,  dafs  er  es  für  so  einfach  halt,  dafs  ein  g(^nauerer 
Hinweis,  der  überdies  die  Darstellung  weitläufig  machen  würde, 
überflüssig  wäre.  Eine  Liisung  dieser  Xcbenaufgabe  liefse  sich 
dadun.'h  finden,  dafs  man  sich  FG  bis  zum  zweiten  Schnitt- 
punkt F'  mit  dem  Kreise  verlängert  denkt.    Dann  wird  nämlich 

FG'  FG 

-w^yr-y^rx  =  T*  t>  •     ^^^  Sehne  FF'  soll  also  in  einer  gegebenen 

Richtung  so  gezogen  w^M'den,    dafs  sie   von   dem  Durchmesser 

KO  nach  dem  gegebenen  Verhältm's  ~  geteilt    wird.      Da    die 

Mitte  M  der  Sehne  auf  einem  anderen  ))ekannten  Durchmesser 

FG  -In* 

liegen    mufs  und    das  Verhältnis  ^rjy^  =  -—' — -  auch    bekannt 

Mir        p*  —  a* 

wird,  so  läfst  diese  Aufgabe  sich  leicht  lösen.  Dafs  Apollonius 
wirklich  so  verfahren  ist,  w^ird  dadurch  wahrscheinlich,  dafs  er 
am  Schlüsse  des  zweiten  Buches  eine  ähnlich(^  Aufgabe  auf  ähn- 
liche Weise  gelöst  hat.    (Vergl.  Ende  des  oton  Abschnitts,  Fig.  :24). 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  Apollonius'  Lösmig  mit  der- 
jenigen übereinstimmt,  welche  man  findet,  W(*nn  man  auf 
(Muander  senkrechte  Seimen  sucht,  welche  einen  Punkt  der 
Kurve  mit  den  Endpunkten  des  gegebenen  Durc^hmessers  ver- 
binden; nur  würde  man  dann  diesen  ganzen  Durchmesser  und 
nicht  seine  Hälfte  zum  Durchmesser   des  Hülfskreises  nehmen. 

Die  Aufgabe  wird  ganz  auf  dieselbe  Weise  für  die  Hyperbel 
gelöst  [53].  Für  die  Parab(4  wird  sie,  wenn  wir  dieselben 
Bezeichnungen  wie  in  Fig.  14^)  benutzen,  wo  dann  die  Durch- 
messer  durch  B  und  E  mit   Parallelen    zu  vertauschen    sind, 


)  Vei>5'leiche  im  Foljj'enden  Fi;^.  ^21. 
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dadurch  gelöst,    daCs  die  Senkrechte  auf  ED  in  l)  den  Durch- 
messer durch  E  in  einem  solclien  Punkte  H  schneiden   nuifs, 

dafs  EH  =-  4r- .     Der  Punkt  I)  und  daduieh  die  Axe  DB  lassen 

sich  dann  leicht  bestinnnen. 

Was  demnächst  Apollonius'  Bestinnnung  eines  durch  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  gelegten  Unuh-ehungskegels  betrifft,  wenn 
die  Axe  und  ihr  zugehöriger  Parameter  p  gefunden  sind,  so 
wird  diese  für  die  Parabel  leicht  aus  dem  durch  (1)  gegebenen 
Ausdruck  für  p  gewonnen,  bi  solchem  Falle  nuifs  man,  wenn 
ZY  parallel  CB  gezogen  ist,  AZ  =  AY  haben  —  was  nicht 
der  Fall  ist  in  Fig.  12,  die  im  übrigen  anzuwenden  ist  — ,  und 
man  erhält  dann  ZY^  =  p .  AZ,  Wählt  man  also  AZ  be- 
lie])ig  —  doch,  wie  A|)ollonius  ausdrücklich  bemerkt,  gröfser  als 

-4 so  ist  Dreieck  AZY  vollkonmien  bestinnnt. 

4 

Die  LcKsung,  welche  Apollonius  für  dieselbe  Aufgabe  betreffs 
der  Ellipse  und  Hyj)er))el  giebt,  läfst  sich  an  die  Bestinnnung 
des  Parameters  in  den  Formeln  (2)  und  (8)  sowie  an  Fig.  13, 
in  der  wir  aus  dieser  Veranlassung  die  punktierten  Ij'nien  hinzu- 
gefügt hal)en,  anschliefsen.  Von  disen  ist^T  parallel  J3C.  Man 
hat  zufolge  (:2)  und  des  oft  erwähnten  Archimedischen  Hülf- 
satzes (S.  ol) 

p  _  CD.  DB  __     r.i^ 

~a    ~    ~AD^     ~"  Zr.UT' 
Soll  nun  der  Kegel  o\u  Umdrehungskegel  sein,  so  mufs  man 
-^  was  in  Fig.  l:^  nicht  der  Fall  ist»)  —  AB  ==  AChaheu, 


)  Der  (Jrund.  wesliall»  wir  dessciuuigejuhtet  diese  Fijrur  l>eibehalten, 
i>t  der.  dal'-!  dadurch  teils  der  Ansclilul's  an  die  im  voraus  ent- 
wickelte Lehre  von  Schnitten  an  heliel>ij:en  Kreiske;;eln  deutlicher 
wird,  teils  die  Fijrur  7.eij»t.  «lals  dieselhe  Losung'  sich  auch  anwenden 
lassen  wurde,  wenn  die  Aut'jjrahe  die  alljrenieinere  wäre:  durch  einen 
^^egebenen  Kegelschnitt  einen  schiefen  Kieiskegel  7.u  legen,  der  einem 
gegebenen  ähnlich  ist.  Indem  «lann  nämlich  aufser  Z.  TAZ  auch 
Z.  TäV  =  Z.  ABC  gegeben  ist.  wird  dadurch  der  Punkt  V  voll- 
kcinnnen  l)estinnnt.  Auf  «liesen  l'mstand.  der  hier,  wo  es  eben  darauf 
ankommt  einen  geraden  Kegel  /u  erhalten,  ohne  Bedeutung  ist, 
wei'dtMi  wir  durch  eine  Bemerkung  in  unserer  Besprechung  von  Apol- 
lonius'sechstem  Buche  zurückkommen.    Man  vergl.  «len  ITtcn  Abschnitt. 
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und  die  Linie  ^T  halbiert  dann  den  Nebenwinkel  vom  Scheitel- 
winkel CAB  des  Kegels.  Läfst  man  die  Gröfse,  über  welche 
man  auch  in  diesem  Falle  frei  darf  disponieren  können,  den 
Scheitelwinkel  des  Kegels  sein,  so  nmfs  der  Scheitel  A  des 
Kegels  auf  einem  durch  diesc^n  Winkel  bestinmiten  Kreise  ül)er 
der  Axe  TZ  des  Kegelschnitts  jus  Sehne  liegen,  und  zwar 
iiuifs  er  auf  dem  einen  oder  anderen  der  beiden  Bogen  ZT 
liegen,  je  nachdem  die  Kurve  eine  Ellipse  oder  eine  Hyper- 
bel sein  soll.  Die  Linie  AU  mufs  die  Mitte  V  des  Bogens 
treffen ,  welcher  in  beiden  Fällen  aufserhalb  des  Kegels 
fallt.     Der  Punkt   T  ist  dann  bestimmt,    und  wenn  man  aus 

dem   soeben  gefundenen  Ausdruck   für  —  den  Wert  ^rfr  ab- 

a  ]  L 

leitet,  so  läfst  die  durch  den  Punkt  T  gehende  Linie  J'VA  und 
dadurch  der  Scheitel  A  des  gesuchten  Kegels  sicli  leicht  be- 
stinjmen. 

Auf  diese  Weis(^  löst  Apollonius  seine  Aufgabe,  doch  ohne 
hier  zu  sagen,  dafs  man  durch  Einführung  des  Kreises  ZAT 
dem  Scheitelwinkel  des  Kegels  eine  gegebene  Gröfse  beilegt. 
Dagegen  versäumt  er  nicht  anzuführen,  dafs  es  bei  der  Kon- 
struktion der  Hyperbel  notwendig  ist  den  Kreis  über  TZ  so  zu 
wählen,  dafs  das  Verhältnis  zwischen  dem  Absland  des  Punktes 
T'  von  TZ  und  der  Höhe  de\^  Kreisabschnitts  TAZ  nicht  gröfser 

als  —  ist.    Die  ganze  Behandlung  ist.  wie  sich  später  zeigt,  ein 

dem  Bedürfnis  des  Augeiiblicks  angepafster  Auszug  aus  einer 
selbständigen  Behandlung  der  Aufgal)e:  durch  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  einen  Umdrehungskegel  zu  legen,  der  einem  ge- 
gebenen ähnlich  ist;  erst  im  Öten  Buch  findet  Apollonius  Ge- 
legenheit diese  Aufgabe  vollständig  in  der  Form  zu  l)ehandeln, 
welche  die  Alten  bc^i  Konstruktionsaufgaben  und  deren  Lö- 
sungen zu  beobachten  pflegten. 

Housel,  der  dem  Apollonius  keinen  bestinnnten  Plan  hin- 
sichtlich der  Abfassung  des  ersten  Buches  beizulegen  scheint  und 
deshalb  den  hier  l)esproch(*nen  L()sungen  der  Aufgal)en  ö2—oö 
nicht  dieselbe  Bedeutung  zuschreibt  wie  wir,  betrachtet  diese  Auf- 
gaben nur  als  Umkehrungen  derjenigen  am  Anfange  des  Buches, 
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WO  OS  daraul'  ankam  die  Beschaffenheit  gegebener  Schnitte  an 
gegebenen  Kegehi  zu  linden^).  Hiernach  sollte  es  also  nur  die 
Absicht  des  Apollonius  gewesen  sein  Kegel,  gerade  oder  schiefe, 
zu  linden,  welche  durch  gegebene  Kegelschnitte  gehen.  Füi' 
eine  solche  Auffassung  spricht  vielleicht  der  Umstand,  dafs 
Apollonius  die  Aufgabe  so  formuliert,  wie  wir  erwähnt  haben: 
eine  Parabel,  Hyperbel  oder  Ellipse  zu  finden,  wenn  u.  s.  w. 
Denn  da  er  ursprünglich  in  11  —  13  diese  Namen  so  eingeführt 
hat,  dafs  dieselben  sich  nu't  gleichen]  Hechte  aufschnitte  au 
schiefen  und  an  geraden  Kegeln  anwenden  lassen,  und  da  die 
Identität  dieser  Schnitte  erst  aus  der  Art  hervoi"geht,  wie  er 
die  Aufgaben  oi2 — 55  löst,  so  bedeuten  die  gestellten  Aufgaben 
dem  Wortlaute  nach  nur:  nirgend  einen  Kreiskegel  durch  die 
durch  ihre  Gleichung  bestimmte  Kurve  zu  legen". 

Hätte  Apollonius  nun  wirklich  nichts  anderes  beabsichtigt, 
so  erscheint  es  mir  am  wahrscheinlichsten,  dafs  er  die  um- 
gekehrten Aufgabtni  gleich  nach  den  direkten  gelöst  haben 
würde,  und  dazu  würde  ihn  eine  vereinigte  Anwendung  der 
stereometrischen  Betrachtungsweise  im  Anfange  des  Buches  und 
solcher  Operationen  wie  die  sind,  welche  wirklich  zur  Auflösung 
der  Aufgaben  5fJ  —55  in  den  speciellen  Fällen,  wo  das  gegebene 
Koordinatensystem  rechtwinklig  ist,  angewendet  werden,  befiihigt 
liaben.      Was  er  ab(M-  auch  bc^absichtigt  haben  mag,    so   steht 

')  Liouville's  Journal,  -J.  Reihe,  T.  II!,  S.  ItJO.  Housel  hat  in  jedem 
Falle  Apollonius  inil'sverstanden,  wenn  er  sagt,  dafs  derselbe  diese 
Kurven  auf  einen  Kepel  legt,  der  ein  j^erader  wird,  wenn  die  Axen 
reditwinkli^'  sind:  er  legt  «lieselben  nämlich  in  allen  Fällen  auf  einen 
geraden  Kegel.  Die  Bemerkung,  «lafs  «lie  hier  gelösten  umgekehrten 
Aufgaben  im  Grunde  dieselben  sind  wie  die  direkten,  deutet  auch  auf 
eine  oberflächliche  Betrachtung  der  mitgeteilten  Lösungen.  Housels 
abweichende  AutTassung  kann  sich  also  nur  auf  die  etwas  unklare 
Form  stutzen,  in  der  Apollonius  die  Aufgaben  stellt.  In  den  folgenden 
Zeilen  erwähnt  Housel  allerdings,  dafs  Apollonius  „die  Form  der  Kur- 
ven «lurch  Betrachtung  der  rechtwinkligen  Axen  zu  präcisieren  sucht**; 
aber  er  scheint  vollständig  zu  übei"sehen,  dafs  schon  hier  ehie  exakte 
Bestimmung  derselben  und  da<lurch  ein  exakter  Beweis  für  ihre 
Kxisteuz  gegeben  wird.  Nach  einer  Aufserung  von  Housel  S.  U'jS  bei 
Besprechung  des  zweiten  Buchs  wurde  dieser  Beweis  erst  im  7'en  Buche 
;:e;reben  sein. 


.  1 
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doch  fest,  dafs  er  nicht  nur  die  Aufgaben  auf  eine  Weise  löst, 
welche  allein  durch  die  vorhergehende  planinietrische  Entwicklung 
ermöglicht  wird,  sondern  auch  dafs  es  ihm  faktisch  gelungen  ist 
zu  beweisen,  dafs  es  an  schiefen  Kegeln  keine  anderen  Schnitte 
giebt  als  an  geraden  und  dafs  alle  Kegelschnitte  Axen  haben. 
Selbst  wenn  ich  also  darin  Unrecht  haben  sollte,  dafs  die 
Notwendigkeit  diese  letzten  Beweise  zu  fordern  dem  ApoUonius 
während  der  ganzen  Abfassung  des  ersten  Buchs  vollkommen 
klar  vor  Augen  gestanden  habe,  so  ist  doch  einmal  die  Auf- 
einanderfolge der  Sätze  in  diesem  Buche  erklärt,  und  zweitens 
die  erwähnte  notwendige  Forderung  faktisch  erfüllt.  Dafs  dies 
letztere,  das  überdies  so  ganz  mit  der  Stringenz  der  Alten  über- 
einstimmt, nur  auf  einem  Zufall  beruhen  sollte,  halte  ich  indessen 
für  imannehmbar. 

Indem  wir  also  nachgewiesen  haben,  dafs  ApoUonius 
in  seinem  ersten  Buche  einen  Stoff,  der  zum  grofsen  Teil  im 
voraus  bekannt  war,  nach  einem  klaren  und  bestimmten  Plan 
geordnet  hat,  so  ist  es  offenbar  vollkonnnen  unrichtig  mit 
Descartes  aus  dieser  Ordnung  schliefsen  zu  wollen,  dafs  dieser 
Stoff,  welcher  die  wesentlichste  Grundlage  für  die  in  den 
folgenden  Büchern  weiter  entwickelte  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten in  sich  begreift,  einem  glücklichen  Ausgang  planlosen 
Forschens  zu  verdanken,  und  nicht  auf  bestimmte  Methoden 
gestützt  gewesen  sei.  Im  Gegenteil,  wenn  man  diesen  Plan 
genau  ins  Auge  fafst,  so  zeigt  es  sich,  dafs  ApoUonius  nicht 
nur  im  einzelnen  gesehen  hat,  wie  der  eine  Satz  aus  dem 
anderen  folgte,  sondern  dafs  er  auch  ein  offenes  Auge  für  den 
inneren  Zusammenhang  zwischen  den  Hülfsmitteln  gehabt  hat, 
welche  in  den  verschiedenen  Beweisen  benutzt  werden.  Diese 
Hülfsmittel  sind  dadurch  für  ihn  Methoden  gewesen,  welche 
er  auch  bei  anderen  Untersuchungen  gebrauchen  konnte,  und 
wir  werden  sehen,  dafs  er  davon  auch  Gebrauch  macht.  Zum 
grofsen  Teil  sind  es  wahrschehilich  dieselben  Methoden  gewesen, 
welche  seine  Vorgänger  zur  Ableitung  der  vor  seiner  Zeit  be- 
kannt gewesenen  Resultate  benutzt  haben,  und  welche  sie  zum 
Teil  gleichzeitig  entwickelten,  während  sie  sie  in  solcher  Weise 
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anwandten.  Abgesehen  von  der  alle  niathein^itische  Untersuchung 
umfassenden  analytischen  Methode  und  der  Darstellung  solcher 
hierher  gehörigen  allgemeinen  Hülfsmittel  wie  die  sind,  welche 
sich  in  Euklids  Data  finden,  scheinen  die  Griechen  indessen 
nicht  den  bedeutungsvollen  Schritt  gethan  zu  haben  diese 
Methoden  und  die  Regeln  für  ihre  Anwendung  ausdrück- 
lich aufzustellen.  Man  wird  sich  also  durch  den  häufigen 
Gebrauch  diese  Regeln  angeeignet  haben.  Wir  dagegen  können 
um  so  viel  leichter  die  wichtigsten  der  angewandten  Methoden 
herausfinden  und  hervorheben,  als  dieselben  unter  diejenigen 
gehören,  welche  später  in  der  analytischen  Geometrie  be- 
stimmt formuliert  worden  sind. 

Was  zuerst  in  die  Augen  fällt,  und  was  wir  nicht  nur  bei 
Apollonius  antreffen,  sondern  auch  bei  Archimedes  gefunden 
haben,  ist  der  Gebrauch  von  Koordinaten.  Wir  haben 
gesehen,  dafs  diese  ganz  wie  heutigen  Tages  zur  Bestimmung 
von  Punkten  gebraucht  wurden,  und  dafs  eine  Kui*ve  durch 
.solche,  geometrisch  ausgedrückte  Eigens(!haften  aller  ihrer  Punkte 
dargestellt  wird,  welche  nach  lAserer  Darstellung  im  ersten  Ab- 
schnitt für  die  Griechen  dasselbe  waren,  wie  Gleichungen  für  uns. 

Ferner  zeigte  sich  bei  unserem  Überblick  über  das  erste 
Buch  des  Apollonius,  dafs  er,  um  die  Beschafienheit  einer  ge- 
wissen Kurve,  nämlich  eines  Schnitts  an  einem  schiefen  Kegel, 
zu  finden,  die  Gleichung  derselben  in  einem  gewissen 
Koordinatensystem  (im  allgemeinen  in  einem  schiefwinkligen) 
suchte,  und  darauf,  nidem  er  aus  der  gefundenen  Gleichung 
diejenige  ableitete,  welche»  dieselbe  Kurve  in  einem  anderen 
(rechtwinkligen)  Koordinatensystcmi  darstellte,  zur  Kenntnis,  ge- 
langte, dafs  dieselbe  unter  im  voraus  bekannte  Kurven- 
art rn  gehörte.  Endlich  haben  wir  erwähnt,  dafs  die  für  eine 
Kurve  gefundene  Gleichung  direkt  benutzt  wird  um 
ihre  Tangenten  zu  bestinmien  und  neue  Eigenschaften  abzuleiten. 
Bei  diesen  Untersuchungen  wurde  von  einem  beliebigen  Durch- 
messer und  dem  zu  ihm  gehörigen  Sehnensystem  ausgegangen; 
aber  es  steht  der  Annahnu»  nichts  im  Wege,  dafs  mau  früher 
eine  der  Axeii  der  Kurve  auf  dieselbe  W(Mse  benutzt  habe. 
Eine  solche  Annahme  stimmt  damit,    dafs  Apollonius  in  seiner 
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Vorrede  ausdrücklich  nur  den  Anspruch  erhebt,  in  den  ersten 
Büchern  früher  bekannte  Din^e  vollständiger  und  allgemeiner 
zu  behandeln'). 

Alles  hier  angeführte  stimmt  vollkommen  mit  den  Methoden 
der  Gegenwart  überein.  Der  Unterschied  macht  sich  erst  gel- 
tend bei  der  Behandlung  von  Einzelheiten,  welche  jetzt  durch 
algebraische  ümfornuingen  erfolgt,  während  die  Alten  auf  geo- 
metrische Operationen  angewiesen  waren.  Ein  Teil  von  diesen 
gehört  indessen  unter  die  im  ersten  Abschnitt  besprochene 
geometrische  Algebra,  wodurch  der  Gedankengang,  der  sich 
durcli  die  geometrischen  Opcn'ationen  hindurchzieht,  oft  derselbe 
wird  wie  der,  welchen  wir  in  der  Zeichensprache  der  Algebra 
ausdrücken.  Deshalb  werden  wii'  auch  in  der  folgenden  Aus- 
einandersetzung über  die  Beweisführung  in  Apollonius'  erstem 
Buche»,  die  wir  bei  unserem-  Überblick  über  dessen  Inhalt  nicht 
mitnehmen  konnten  oder  die  wir  anzudeuten  uns  begnügen 
inufsten,  von  dieser  Zeichensprache  zur  Abkürzung  der  Dar- 
stellung durchgehends  Gebrauch  machen. 

Wir  wollen  damit  beginnen  zu  zeigen,  wie  Apollonius  die 
in  unserem  ersten  Abschnitt  bei  den  Figuren  0  und  7  erwähnte 
geometrische  Darstellung  der  Gleichungen  der  Kegelschnitte, 
die  wir  zusannnenfassend  folgendermafsen  schreiben  können 

//2  r.-=  px  -f-  aJc:^  =  Ji'{p  -h  ad)  =-  .rT,  (4) 

worin  Y  =--  p  -\-  ax  die  unter  rechtem  Winkel  errichtete  Ordi- 
nate der  Hülfslinie  BE  bedeutet,  zur  Bestinnuung  des  Durch- 
schnitts der  Kurve  mit  einer  gegebenen,  durch  den  Anfangspunkt 
gehenden  Linie  verwendet.  Nimmt  man  an,  dafs  diese  ge- 
gebene gerade  Linie  durch  den  Punkt  (,rj,  ij^)  geht,  und  nennt 
man   ihre  zur  Abscisse  x  gehörige  Ordinate  ij\    so  erhält  man 

-^  ==  — ,  und  folglich  -—  ==   -r^x^  welcher  Ausdruck  gleich  Y' 

gesetzt  wird.  Wird  nun  ein  Punkt  (r,  Y*)  in  das  rechtwinklige 
Hülfskoordinatensystem  eingeführt,  so  wird  derselbe  eine  gcM'ade 
Linie,  welche  durch  den  Anfangspunkt  geht,  durchlaufen.  Da, 
füi*  dasselbe  .r,  aus   Y  =-  Y'  sich  y  =-  ff  ergiebt,  so  eriiält  der 


)  Verj^I.  Anhani^  1. 
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Schnittpunkt  dieser  Linie  mit  der  ersten  Hülfslinie  dieselbe 
Abscisse  wie  der  gesuchte  Schnittpunkt.  Dieser  wird  dann  so 
bestimmt,  wie  Fig.  15  für  die  Ellipse  zeigt,  wo  G  der  gegebene 


Punkt  (.rj,  y^)  ist,  CH  = 


abgetragen    ist,    und   die   Be- 


zeichnungen   im    übrigen    dieselben    sind    wie    au    Fig.  (>.      Die 


//   L    d 


Fi^.  15. 


}Iülfslinien  sind  dann  BE  und  AH,  deren  Durchschnittspunkt  J 
mit  Hülfe  der  Ordinaten  JL  und  LK  den  gesuchten  Punkt  K 
bestimmt,  in  dem  der  Kegelschnitt  die  Linie  AG  schneidet. 

Die  Abscisse  des  Schnittpmiktes  Ä"  ist  also  wie  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  als  der  Wert  von  .r  bestimmt,  für  welchen 
der  Kegelschnitt  und  die  gegebene  Gerade  dieselbe  Ordinate 
erhalten.  Nur  ist  die  mittels  Division  durch  .r  erhaltene  Glei- 
chung ei*sten  Grades  graphisch  durch  die  beiden  Hülfslinien 
gelöst. 

Die  hier  gegebene  Bestimnmng  des  Schnittpunktes  zwischen 
dem  Kegelschnitt  und  einem  durch  den  Anfangspunkt  gehenden 


»^ 


.,>  jt.L^ 
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Geraden  wird  [in  8:2]  benutzt  um  zu  beweisen,  dafs  die  Tan- 
gente im  Endpunkte  eines  Durchmessers,  der  als  Anfangspunkt 
genonnnc^n  ist,  den  zum  Durchmesser  gehörigen  Sehnen  parallel 
ist.  Es  ist  allerdings  früher  [in  17]  bewiesen,  dafs  diese  Pa- 
rallele, AT  in  Fig.  15,  nur  den  Anfangspunkt  mit  der  Kurve 
gemeinsam  hat  und  im  übrigen  aufserhalb  derselben  liegt;  aber 
daraus  folgt  nicht  mit  Notwendigkeit,  dafs  dieselbe  eine  Tan- 
gente ist,  denn  es  liefse  sich  ja  auch  denken,  dafs  die  Kurve 
eine  Spitze  habe.  Deshalb  bew-eist  Apollonius  [in  32],  dafs 
keine  Gerade  zwischen  AT  und  die  Kurve  fallen  kann.  Der 
Versuch  eine  solche  AG  zu  ziehen  erweist  sich  nämlich  dadurch 
als  unmöglich,  dafs  man  auf  dieser  den  Punkt  K  bestinnnen 
kamt,  welch(T  nicht  aufserhalb  der  Kurve  liegt. 

Ganz  anders  verfälirt  Apollonius  [in  33— 30]  bei  Bestinnnung 
der  Tangente  in  einem  Punkte  (x,  y),  welcher  nicht  auf  dem 
Durchmesser  liegt,  w^obei  man  zu  beachten  hat,  dafs  es  noch 
nicht  bewiesen  ist,  dafs  durch  jeden  Punkt  der  Kurve  (An 
Durchmesser  mit  denselben  Eigenschaften  wie  der  gegebene 
geht.  Bezeichnet  man  die  laufenden  Koordinaten  der  Tangente 
in  (.r,  //)  mit  x'  und  //',  so  wird  die  Tangente  dadurch  be- 
stinnnt,    dals  man  für  alle  anderen  Punkte  der  Tangente  als 

fl)en  den  Berührungspunkt  haben  nuifs: 

1-1  » 
^  —      _^    . . 


V  P 

Für  die  Parabel,  wo  «  =  0,  läfst  sich  leicht  beweisen, 
dafs  diese  Bedingung  von  der  Linie  erfüllt  wird,  welche  den 
Durchmesser  in  demselben  Abstand  .r  vom  Anfangspunkt  wie 
die  Ordinate  des  Punktes  schneidet,  aber  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite.     Für  di(»se  Linie  erhält  man  nämlich 


2 


{u'  +  x'Y  ^X 

aber  -.-'^ —  >  t  -      -  -r 

^xx'        {x-\-x')- 

i  l-r  +  x* 

da  -''-^'^("^ 

mithin  '  —  >  —  • 

X'  X 


2 


{\ 


„^ 
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-—\y-  -)  »    od^'i'   ^'ifs    ein    Rechteck,    dessen 

Seiten  eine  gegebene  Summe  ha))en,  seinen  gröfsten  Wert 
erhält,  wenn  die  Seiten  gleich  gi-ofs  sind,  ist  bei  Euklid  VI,  27 
bewiesen,  wo,  wie  wir  im  ei*sten  Al)schnitt  gesehen  haben,  die 
Beduigung  für  die  Lösbarkeit  der  Gleichung  ax  —  x^  =  ft*  an- 
gegeben wird. 

Durch  Benutzung  t^ines  besonderen  Kunstgriffs  wh'd  Apol- 
lonius  in  den  Stand  gesetzt  diesen  Satz  auch  zur  Bestimmung 
d(4-  Tangente  in  einem  l^unkte  I)  (Muer  Ellipse  oder  Hyperbel 


,'(^ 


Fig.  \i\. 


anzuwenden.     Die   aufgestellte  Bedingung   läfst   sich   mit   den 
Bezeichnungen,  welche  Fig.  10  enthält,  ausdrucken  durch 


C'l)'^ 


cir- 


AC.  OB  ^  AC.  CB' 


oder 


EC- 


K(^ 


> 


AC  .  OB    '  AC .  CB 

•  

Nun  weifs  man,  wenn  4  Punkte  .1,  B,  C,  D  einer  Geniden 

von  feinem  Punkte  P  auf  eine  der  PI)  parallele  Gerade  i)roji- 

ciert  werden  und  A^,  B^,  C\  die  Projektionen  von  A,  B,   C 

sind,  dafs  dann 

AC\BJ)  _   A,C, 

B(\ÄI)  ~~   B,C\' 

Darf  man  annehmen,  dafs  ApoUonius  diesen  speciellen  Fall 

<l(\^   Satz(\s   von    der   Unveränderlichk(Mt    des    anharmonischen 
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V'erhältnisses    durch    Projektion    gekannt    habe,    so   wird   der 

Gedankengang   in   seinem    etwas  weitläufigen  Beweise   einfach 

genug.    Er  wird  dann  folgendermafsen  überlegt  haben.    Wenn 

in  Fig.  1()  die  Punkte  A,  B,  C,  C*  von  einem  Punkte  P  auf 

eine  der  PE  parallele  Gerade  in  den  Punkten  A^^  By,  Cj,  C\ 

projiciert  werden,  so  ergiebt  die  aufgestellte  Relation,  die  sich 

auf  die  Form 

AC.EO        C'B^EC 

AC'.EC  ^  CB,EO 

bringen  lafst,  dafs 

-■1  j C\  .  CyBy  >►  Ay C' j .  C' ^By, 

Der  Punkt  C^  wird  nach  dem  eben  citierten  Satze  bei 
Euklid  dieser  Bedingung  für  ein  Maximum  genügen,  wenn  C\ 
die  Mitte  von  A^B^  ist,  also  wenn  A^C^  «  C^B^.  Ein  wieder- 
holter Gebrauch  des  Hülfssatzes  über  Projektion  giebt  dann,  dafs 

AC .  EB        -^^1^*1         4 
CB .  EA        C\B ^ 

oder  dafs  C  und  E  einander  harmonisch  zugeordnet  sind  .mit 
Beziehung  auf  A  und  B, 

Apollonius  nimmt  [Satz  34]  1)  zum  Projektionscentrum 
und  projiciert  auf  eine  durch  A  zur  DE  gezogene  Parallele. 
Abgesehen  von  der  synthetischen  Form  weicht  sein  Beweis 
dafür,  dafs  die  auf  die  angegebene  Weise  bestimmte  Linie  ED 
wirklich  eine  Tangente  ist,  von  der  hier  mitgeteilten  analytischen 
Ableitung  desselben  nur  dadurch  ab,  dafs  er  nicht  den  Hülfs- 
satz  über  Projektion  citiert,  sondern  dessen  zweimalige  Anwen- 
dung mit  Hülfe  ähnlicher  Dreiecke  beweist,  und  diese  Beweise 
einen  Teil  seiner  eigenen  Beweisführung  ausmachen  läfst^). 
Die  Entstehung  des  ziemlich  weitläufigen  Beweises  lafst  sich 
leicht  durch  die  Annahme  erklären,  dafs  der  Verfasser  desselben 
selbst  den  erwähnten  Hülfssatz  gekannt  hat,  diesen  aber  nicht 
bei  seinen  Lesern  als  bekannt  hat  voraussetzen  dürfen. 


')  Das  habe  ich  genauer  nachgewiesen  durch  ein  Beferat  des  Beweises 
in  Tidsskrifl  for  Mathematik.  188-i,  S.  1>8.  Housels  Wiedergal)e  des 
Beweises  (Liouville,  !2.  Beihe,  T.  III,  S.  158)  hat  fast  ;rarnichts  mit 
Apollonius'  eigener  BeweistTdirun^  gemein. 

r,* 
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Für  die  Richtigkeit  dieser  Annahme  spricht  das,  was  wir 
sonst  über  die  Kenntnis  desselben  Hülfssatzes  im  Alteilmn 
wissen.  Derselbe  kommt  ebensowohl  wie  der  —  nach  der 
modernen  Auffassung  unendlich  ferner  Punkte  —  allgemeinere 
Satz  über  die  Unveränderlichkeit  des  anhaniionischen  Verhält- 
nisses durch  Projektion  unter  den  Hülfssätzen  des  Pappus  zu 
Euklids  Büchern  über  die  Porismen^)  vor,  und  es  läfst 
sich  kaum  bezweifeln,  dafs  er  unter  der  einen  oder  andern 
Form  in  eliesem  Werke  zu  linden  gewesen  ist^).  Dann  ist  es 
ganz  natürlich  anzunehmen,  dafs  Apollonius  den  benutzten 
Hülfssatz  aus  den  Porismen  gekannt  hat;  aber  da  er  dieses 
AV'erk  nicht  direkt  benutzt,  so  ist  sein  angeführter  Beweis  ent- 
standen, hu  übrigen  kann  dieser  Beweis  oder  doch  der  Grund- 
gedanke desselben  auch  direkt  Euklid  angehören  und  in  seinen 
Büche'rn  über  die  Kegelschnitte  dargestellt  gewesen  sein. 

A})ollonius  formt  [in  37—40]  die  Bestinmiung  der  Tangente 
um  mit  Hülfe  der  jetzt  gebräuchlichen  Umformungen  der  Rela- 
tion zwischen  vier  harmonischen  Punkten,  die  sich  leicht  dm*ch 
das  im  zweiten  Buch  der  Elemente  benutzte  Verfahren  ausführen 
lassen.    Ist  also  O  der  Mittelpunkt,  so  findet  er  (Fig.  IG),  dafs 

OC,OE=  OA^  =(t)^  (I) 

woraus  man  ferner  durch  Subtraktion  von  OC^  findet: 

OCCE  =  ACCB,  (II) 

also  zufolge  der  Gleichung  der  Kurve,  dafs 

C/>2  _  ILjjcCE,  (III) 


>)  IPor  Hfilfssatz,  Pappus,  Buch  VII.  WM. 

')  E;^  \<\  allerdin^'s  etwas  schwierig  aus  den  Hiill'ssatzen  des  Pappus  auf 
das  zu  schliefsen.  was  sich  in  dem  Werk,  zu  dem  sie  geliören,  findet; 
denn  Pai)i)us  fügt  sie  ja  eben  liinzu,  weil  er  ihre  Beweise  im  Werke 
vermifst.  Aus  den  Kommentaren  des  Papi)us  zu  Scliriften,  die  wir 
kennen,  kann  man  indessen  schliefsen,  dafs  auch  sonst  in  der  Regel 
Pappus' Satze  seihst  im  Hauptwerke  benutzt  sind,  indem  sie  entweder 
in  derselben  oder  in  einer  anderen  Form  als  bekannt  betrachtet,  oder 
etwas  andei*s  als  bei  Pappus  bewiesen  werden. 
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eine  Relation,  deren  Anwendung  bei  der  Transformation  von 
Koordinaten  wir  bald  kennen  lernen  werden. 

Zieht  man  ferner  den  den  Ordinaten  parallelen  Durchmesser, 
dessen  Länge  h  —  für  die  Hyperbel  durch  Definition  — 
bestimmt  ist  durch 

IL  ^.    ^ 

und  schneidet  dieser  (Fig.  16)  die  Tangente  El)  in  (i  und  die 
der  AB  parallele  Gerade  DF  in  t\  so  läfst  sich  die  Gleichung 
(III)  durch  Benutzung  ähnlicher  Dreiecke  folgendermafsen  lun- 
formen : 

und  hieraus  erhält  man,  da  OC  =  FD,  teils  unmittelbar 

FD^^  —,()F,FG,  (Illb) 

P 

teils  durch  Benutzung  von  (I) 

()F.()G^{l-\\  (Ib) 

Für  die  Ellipse  folgen  diese  letzten  Gleiclmngen  eigentlich 
unmittelbar  aus  den  entsprechenden  (I)  und  (III),  da  Apollonius 
bereits  früher  [in  lOJ  die  Vertauschung  d(\s  Durchmessers  der 
Ellipse  mit  dem  konjugierten  gezeigt  hat.  Für  die  Hyperbel 
dfigegen  haben  dieselben  gröfsere  Bedeutung  und  werden  im 
zweiten  Buche  l)eim  Studium  konjugierter  Hyperbeln  benutzt. 

Noch  bleibt  uns  übrig  klar  zu  legen,  wie  Apollonius  den 
Satz  ableitet,  dafs  die  Kegelschnitte  unendlich  viele  Durchmesser 
mit  denselben  Eigenschaften  wie  di(^  ursprünglich  gegebenen 
Iiaben.  Das  erreicht  er  durch  Umwandlungen  der  geometrischen 
Form  der  Gleichungen  für  die  Kurven  und  durch  den  Übergang 
zu  neuen  Koordinatensystemen.  Die  hierher  gehörigen  Opera- 
tionen haben  indessen  ehie  so  weitreichende  Bedeutung  in  der 
antiken  Lehre  von  d(^n  Kegelschnitten,  dafs  sie  zusanmiengefafst 
im  nächsten  Abschnitt  behandelt  werden  müssen;  in  diesem 
werden  dann  auch  anden^  noch  nicht  erwähnte  Beweise,  die 
si(ih  im  ersten  Buch  des  Apollonius  finden  und  deren  Kenntnis 
von  Bedeutung  ist,  ihre  Darstellung  finden. 


S6 


Vierter  Abschnitt. 

Umformung  der  Gleichungen  der  Kegelschnitte;   Transformation 

der  Koordinaten. 


Wir  haben  gesehen  (S.  32),  dafs  ApoUonius  die  Kegelschnitte 
durch  die  Gleichung 

darstellte,  wo  x  und  i/  Parallelkoordmaten  sind;  nui-  war  diese 
Gleichung  für  ApoUonius  eine  Gleichung  ersten  Grades  zwischen 
den  Flächen  des  Quadrates  y^,  des  Rechtecks  j^x  und  des 
Rechtecks  ax.x,  oder  noch  einfacher  zwischen  dem  Quadrat 
//^  und  dem  Rechteck  x{p'\-ax).  Die  Konstanten  waren  durch 
die  Figur  selbst  gegeben,  namentlich  durch  eine  Hülfslinie,  deren 
rechtwinklige  Ordinate  die  Höhe  p  +  ax  des  Rechtecks  wurde. 
Wir  haben  femer  erwähnt,  dafs  ApoUonius  zu  dieser  Form 
der  Gleichung  nicht  nur  durch  Beziehung  auf  ein  einzelnes, 
durch  die  stereometrische  Bestimmung  gegebenes  Koordinaten- 
System  gelangte,  sondern  auch  durch  Übergang  zu  neuen,  in 
denen  die  eine  Axe  ein  Durchmesser,  die  andere  die  Tangente 
in  dessen  Endpunkt  war.  Teils  bei  diesem  Übergange,  teils 
bei  anderen  Gelegenheiten  treffen  wir  auf  Dai-stellungen  der 
Kegelschnitte  durch  andere  Gleichungen  ersten  Grades 
zwischen  Flächen,  die  sich  leicht  aus  solchen  zu- 
sammensetzen lassen,  welche  x^^  xy,  y^,  x,  y  propor- 
tional sind,  wenn  x  und  ^Koordinaten  eines  Parallel- 
koordinatensystems sind.  Die  Betrachtung  der  durch  eine 
solche  Zusanmiensetzung  gegebenen  Verbindung  mit  der  ana- 
lytisch-geometrischen Gleichung  in  einem  Parallelkoordinaten- 
system kann  für  uns  nützlich  sein,  um  dadurch  auf  uns 
bekannten  Wegen  den  richtigen  Blick  für  die  Anwendbarkeit 
mancher  Darstellungen  der  Alten  und  für  die  Verbindung  der- 
selben unter  einander  zu  erhalten;  aber  die  antiken  Darstel- 
lungen weichen  von  unseren  entsprechenden  insofern  wesent- 
lich ab,  als  die  Griechen  nicht  so  sehr  darauf  ausgingen, 
die  feste  Figur  so   einfach  wie   möglich   zu  machen,    sondern 
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vielmehr  darauf,  die  Gleichungen  —  welche  sie  in  Worten  aus- 
drücken mufsten  —  einfach  zu  gestalten.  Deshalb  suchten  sie 
durch  Einführung  fester  Hülfslinien  und  durch  Vertauschung 
der  Linien,  welche  durch  den  beweglichen  Punkt  parallel  den 
Koordinatenaxen  gezogen  wurden,  mit  neuen  Koordinaten- 
richtungen teils  alle  Koefficienten  der  Glieder  in  die  durch  die 
Glieder  bestimmten  Flächen  selbst  hineinzuziehen,  teils  den 
Flächen  solche  Formen  zu  geben,  dafs  sie  sich  zusammenziehen 
liefsen,  so  dafs  die  Anzahl  der  Glieder  in  den  Gleichungen  ver- 
ringert wurde.  Beides  war,  wie  wir  gesehen  haben,  in  der 
soeben  erwähnten  ursprünglichen  Darstellung  des  ApoUonius 
durch  eine  Hülfslinie  erreicht  worden,  und  dasselbe  Hülfsmittel 
der  Vereinfachung  fanden  wir  in  Archimedes'  Darstellungen  der 
Parabel  (S.  60)  benutzt,  wo  die  Gleichung  die  Form  einer  Propor- 
tion hatte.  Bei  ApoUonius  war  die  Hülfslinie  dadurch,  dafs  sie  in 
einem  besonderen  rechtwinkligen  Koordinatensystem  dargestellt 
wurde,  als  ein  Mittel  bezeichnet,  welches  dem  vorliegenden 
schiefwmkligen  Koordinatensystem  fremd  war,  und  zur  Dar- 
stellung der  einzelnen  bestimmten  Kurven  in  demselben  dienen 
sollte.  Indessen  ist  das  nicht  überall  der  Fall.  An  anderen 
Orten  könnte  vielmehr  Veranlassung  gegeben  sein,  den  ganzen 
Apparat  von  festen  Linien  als  ein  komplicierteres  Koordinaten- 
system zu  betrachten.  Will  man  aber  auch  in  diesem  Falk' 
der  Übersichtlichkeit  wegen  versuchen  die  Kurve  als  auf  ein 
einfaches  Koordinatensystem  bezogen  zu  betrachten,  während 
man  die  übrigen  festen  Linien  an  Stelle  der  Konstanten  in 
den  modernen  Gleichungen  treten  läfst,  so  kann  man  etwas 
zweifelhaft  sein,  welche  der  benutzten  festen  Linien  man  als 
Koordinatenaxen  betrachten  soll,  oder  ob  man  sich  möglicher- 
weise da,  wo  die  Alten  Koordinatenrichtungen,  welche  nicht- 
gezeichneten geraden  Linien  parallel  sind,  eingeführt  haben, 
ganz  neue  Axen  mit  diesen  Richtungen  eingeführt  denken  soll. 
Wenn  sich  auf  diese  Weise  die  Bestimmungsmethode  der  Alten 
ungefähr  gleich  leicht  durch  Beziehung  auf  zwei  vei-schiedene 
Parallelkoordinatensvsteme  ausdrücken  läfst,  so  wird  dadurch 
unser  Übergang  zwischen  diesen  beiden  Systeme  überflüssig 
gemacht,  oder  richtiger,  derselbe  wird  ersetzt  durch  die  Ände- 
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rungen  in  der  geometrischen  Darstellung  der  Konstanten,  welche 
zu  einer  solchen  Bestimniungsweise  geführt  haben. 

Wir  haben  vorläufig  ein  äufserst  einfaches  Beispiel  für 
diese  Unbestimmtheit  des  gebrauchten  Parallelkoordinatensystems 
in  Archimedes'  Bestinmmngen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  bei 
deren  Wiedergabe  (im  zweiten  Abschnitt)  wir  anstatt  einer 
Abscisse  die  Bezeichnungen  x  und  x'  für  Abscissen  gebraucht 
haben,  die  von  beiden  Scheitelpunkten  aus  gerechnet  waren. 
Der  eine  von  diesen  ist  nämlich  nicht  mit  mehr  Recht  Anfangs- 
punkt als  der  andere,  und  die  Darstellung  läfst  sich  ungeföhr 
ebenso  leicht  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Axe,  z.  B.  den 
Mittelpunkt,  als  Anfangspunkt  beziehen. 

In  Apollonius'  Darstellung  ist  dagegen  dem  einen  Endpunkt 
des  Durchmessers  eine  so  bestimmte  Rolle  zuerteilt,  dafs  dieser 
im  besonderen  als  Anfangspunkt  betrachtet  werden  kann.  W^r 
finden  deshalb  auch  bei  ihm  eine  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes, nämlich  in  Satz  15,  wo  der  gegebene  Durchmesser 
und  die  dazu  gehörigen  Ordinaten  einer  Ellipse  mit  dem  kon- 
jugierten Durchmesser  und  den  dazu  gehörigen  Ordinaten  ver- 
tauscht werden.  Ohne  wesentlich  von  Apollonius'  Betrachtungs- 
weise abzuweichen  können  wir  nämlich  diese  Vertauschung  als 
eine  Verlegung  des  Anfangspunktes,  ohne  Drehung,  bezeichnen, 
erst  vom  Endpunkt  des  gegebenen  Durchmessers  nach  dem 
Mittelpunkt,  und  dann  nach  dem  Endpunkte  des  konjugierten 
Durchmessers.  Apollonius'  Ausführung  dieser  Operationen  ist 
für  uns  von  Interesse,  teils  weil  sie  im  allgemeinen  ein  gutes 
Beispiel  für  die  mit  unseren  algebraischen  Operationen  nahe 
verwandten  antiken  Flächenoperationen  abgiebt,  teils  weil  sie 
die  Anwendung  der  bei  Apollonius  unter  rechten  Winkeln  ge- 
zeichneten Hülfsfiguren  als  Mittel  zur  Darstellung  und  Veran- 
schaulichung der  Operationen  zeigt,  welche  man  jetzt  durch 
die  Zeichensprache  der  Algebra  darstellt  und  veranschaulicht. 

Ist  (Fig.  17)  AB  =  a  der  gegebene  Durchmesser,  AX  =  p  der 
zugehörige  Parameter,  so  wird  die  Ordinate  y  =  XH  bestimmt 
durch  iß  =  {AO),     Ist  DE  =  h  der  konjugierte  Durchmesser 

und  also  C  der  Mittelpunkt,  so  wird  [4-)^  =  i^P)  =  (^'^0- 


Verlegung  des  Anfangspunktes.  S9 

Da  aber  zugleich  (OU)  =  (OB)  und  {XU)  ==  {VY)  =  (XS), 

so  wird  /AT— y«  =  {OPy   Nun  ist  (y)'—  //'  —  ET,  TD, 

folgüch  (OP)  -=  ET,  TV.    Setzt  man  forner  TH  =  ON  =-  i/\ 

so  wird  y'2  _  ^'(OP)  =  -}(0P)  =  ^.  ET /rix   Errichtet 

man  nun  in  />  senkrecht  auf  DE  einen  Parameter  q  =  2>Z, 

der  so  bestimmt  ist,  dafs  -—  =  -    ?  ^md  zeichnet  man  die  zu- 

b  p 

gehörige    Hülfslinie  EZ,   so    wird   das   Quadrat    über   //'  dem 


Fij?.  17. 

Rechteck  {DL)  gleich.  Die  geometrisch  ausgedrückte  Gleichunji 
für  die  Kurve  in  dem  neuen  Koordinatensystem  erhält  also 
ganz  dieselbe  Form  wie  in  dem  gegebenen  System. 

Die  doppelte  Darstellung  durch  Figur  und  einen  Text,  von 
dem  aus  man  in  jedem  Augenblick  die  genannten  Punkte, 
Linien  und  Rechtecke  in  der  Figur  aufsuchen  mufs,  kann  aller- 


[i 
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dings  niemals  so  einfach  zu  lesen  sein  wie  die  algebraische 
Darstellung;  aber  für  den,  der  entweder  selbst  in  Gedanken  die 
Operationen,  allein  an  der  Figur  durchführt  oder  der  einer 
mündlichen  Darstellung  folgt,  bei  der  fortwährend  auf  die  Figur 
gezeigt  wird,  und  der  überdies  in  diesen  Flächenoperationen 
eben  solche  Übung  hat  wie  wir  in  der  Buchstabenrechnung, 
steht  das  hier  benutzte  Anschauungsmittel  keineswegs  vor  dem 
zurück,  welches  uns  zu  Gebote  steht. 

Als   Durchgangsglied   treffen    wir    hier   auf    eine   Relation 

-y  J  — !/^  =  (OP)',  die  sich  als  Mittelpunktsgleichung  für  die 

Ellipse  auffassen  läfst.  Der  Übergang  zu  einer  solchen  wird 
indessen  später  [in  41]  sowohl  für  die  Ellipse  wie  für 
die  Hyperbel  vorgenommen,  und  die  dadurch  entstehende 
Gleichung 

±(('^T--)  =  j»'  <•> 

wird  dann  in  einer  etwas  anderen  Form  ausgedrückt,  indem 
die  durch  die  drei  Glieder  ausgedrückten  Flächen  mit  solchen 
vertauscht  werden,  die  diesen  proportional  sind.  Es  wird  dann 
ausgesprochen  —  und  das  Ausgesprochene  wird  durch  Figuren 
erläutert  —  dafs  die  Differenz  zwischen  zwei  ähnlichen  Parallelo- 
grammen über  den  Strecken    .<-  und  x  einem  Parallelogrannn 

über  1/  gleich  sei,  das  dieselben  Winkel  hat,  in  dem  aber  das 
Verhältnis  zwischen  der  anderen  Seite  und  //  zusammengesetzt  ist 

aus  —  und   dem  Seitenverhältnis   eines   der   ersten  Parallelo- 

gramme. 

Indem  Apollonius  weiter  die  Parallelogramme  mit  Dreiecken 
vertauscht  und  diese  auf  zweckmäfsige  Weise  anbringt,  wird  er 
[in  43]  zu  einer  Darstellung  der  Ellipse  und  Hyperbel  geführt, 
welche  nicht  nur  —  ihrer  unmittelbaren  Bestinmiung  gemäfs  — 
einen  leichten  Übergang  von  dem  gegebenen  Durchmesser  und 
d(^n  dazu  gehörigen  Ordinaten  zu  neuen  gestattet,  sondern  auch 
grofse  Bedeutung  für  die  Folge  gewinnt.  Es  sei  (Fig.  18)  ACB 
der   gegebene   Durchmesser   und  CE  ein   neuer   Durchmesser, 
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[)\ 


welcher  die  Kun^e  in  E  schneidet ;  femer  sei  H  ein  beliebiger 
Kurvenpunkt,  der  durch  die  Ordinate  y  =  KH  und  die  Ab- 
scisse  ,r  =  CK  [auf  den  gegebenen  Durchmesser   bezogen    ist. 


i^) 


Fi^.  18. 

Dann  folgt  aus  (1)   (und  wir  dehnen   das  durch  das  doppelle 
Vorzeichen  auch  auf  die  Hyperbel  aus): 

±  ( A  CBL  -  A  CKM)  =  A  HKT,  (i>) 

wenn  nur 

KT  __   a     BL  _  ^BL 

KH~~  JCB  ""     p' 

Das  letztere  erreicht  ApoUonius  dadurch,  dafs  er  HT  der 
Tangente  in  E  parallel  sein  läfst.  Diese  ist  nämlich  |37],  wie 
wir  schon  am  Schlüsse  des  vorigen  Abschnittes  (vergl.  Gleichung 
(III ))  erwähnt  haben,  besthnmt  durch 

zp     _  p 

CZ.  ZI)  "  \t' 
woraus  folgt,  dafs 

ZD  _    <'_    ZE  __    a_    BL 

ZE   ~~  >     CZ~~   p  '  CB' 

Die  Bestimmung  der  Riclitung  von  HT  durch  die  Tangente 
in  E  bietet  den  Vorteil,  dafs  sie  eindeutig  ist,  während  die  Be- 
stinmiung  durch  Gleichung  (8)  gestattet  KT  nach  beiden  Seiten 
von  K  aus  abzutragen  und  also  zwei  Richtungen  für  die  Linit^ 
//7'giebt,  die  sich  bei  der  ferneren  Anwendung  nicht  als  gleich 
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zweckmäfsig  erweisen.  Es  ist  möglich,  dafs  Apollonius,  der 
nicht,  wie  wir  jetzt,  Eindeutigkeit  dui'ch  den  Gebrauch  von 
Voi-zeichen  erreichen  konnte,  eben  um  der  mit  der  Zweideutig- 
keit verbundenen  Verwin-mig  zu  entgehen  die  Benutzung  der 
Tangente  vorgezogen  hat,  obgleich  auch  das  wieder  mit  ver- 
schiedenen Unbequemlichkeiten  verbunden  war.  Zunächst  hat 
er  nämlich  deswegen  bereits  im  ersten  Buche  die  schon  er- 
wähnten Sätze  über  die  Tangente,  die  an  einen  Punkt  E  aufser- 
lialb  des  gegebenen  Durchmessers  gezogen  ist,  ableiten  müssen, 
die  sonst  später  sich  von  selbst  ergeben  hätten.  Ferner  bringt 
der  von  ihm  eingeschlagene  Weg  den  grofsen  Übelstand  mit  sich, 
dafs  er  erst  im  dritten  Buch  dazu  gelangen  kann  dem  durch 
Gleichung  (2)  ausgedrückten  Satze  den  vollen  Umfang  zu  geben, 
hl  dem  geführten  Beweise  wird  nämlich  vorausgesetzt,  dafs 
beide  Durchmesser  CB  und  CE  die  Kurve  schneiden.  Darüber 
kommt  er,  was  den  einen  betrifft,  wohl  anfangs  hinweg  [in  45], 
indem  er  CB  den  konjugierten  Durchmesser  des  gegebenen  sein 
läfst,  und  dann  für  die  Hyperbel  die  früher  erwähnte  „Länge" 
eines  Durchmessers,  der  die  Kurve  nicht  schneidet,  benutzt. 
Dagegen  fehlt  ihm,  wenn  der  andere  Durchmesser  CE  die 
Kurve  nicht  schneidet,  die  Tangente,  der  die  Linien  HT  parallel 
sein  sollen.  Er  kann  also  erst  seinen  Satz  ver\^ollsländigen, 
nachdem  er  im  zweiten  Buche  die  sogenannten  konjugierten 
Hyperbeln  untersucht  hat,  welche  dieselben  konjugierten 
Durchmesser  haben,  und  welche,  wenn  sie  auf  ein  Paar  von 
diesen  bezogen  werden,  mit  Ausnahme^eines  Vorzeichens  die- 
selbe Gleichung  erhalten.  Wenn  die  Kurve  in  der  untersuchten 
Figur  eine  Hyperbel  ist,  und  der  Diu-chmesser  CE  diese  nicht 
schneidet,  so  werden  die  Linien  HT  bestimmt  als  Parallelen  zu 
der  Tangente,  welche  an  die  konjugierte  Hyperbel  in  ihrem 
Durchschnittspunkt  mit  dem  Durchmesser  CE  gezogen  ist. 

Da  Apollonius  sich  so  wirklich,  wenn  auch  erst  nach  und 
nach  imd  auf  einem  Umwege,  zu  dem  allgemeinsten  Satze 
erhebt  oder  die  allgemeinste  Gleichung  für  die  Kurven  findet, 
so  will  ich  diese  hier  gleich  angeben.  Bei  ihrer  Ableitung 
könnte  man  statt  der  Gleichung  (1)  die  Gleichung 
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±({-f)'±") -;;■'■       <">' 

benutzen.  Diese  wird,  wenn  man  an  beiden  Stellen  das  obere 
Vorzeichen  ninnnt,  auf  den  Fall  anwendbar,  wo  CB  mit  einem 
Durchmesser,    der  die  Kurve  nicht  schneidet,  vertauscht  wird, 

auf  dem   man  aber  die  sogenannte   Länge   CB  ==  -y  abtifigt, 

wilhrend  p  eine  andere  Konstante  bedeutet.  Bestimmt  man 
dann  die  Richtung  d(T  Linie  HT  durch  die  Gleichung  (3),  so 
erhält  man: 

±  ( A  CBL  -t  A  CKM)  =  A  HKT ,  (i>  b) 

wo  man  die  Vorzeichen  wie  in  (Ib),  also  auf  wohlbekannte 
Art  zu  wählen  hat.  Wählt  man  nun  jedesmal  von  den  beiden 
dui'ch  (3)  für  IlT  bestimmten  Richtungen  diejenige,  welche  der 
Tangente  im  Schnittpunkt  der  Linie  CE  mit  der  Kurve  oder 
mit  der  konjugierten  Hyperbel  parallel  ist,  so  erhält  man  di(^ 
von  Apollonius  gegebene  Bestinnnung  ihrer  Richtung. 

Die  Vorteile,  welche  diese  Form  der  Gleichung  für  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  darbietet,  sieht  man  am  leichtesten  durch 
eine  Umfonuung,  die  Apollonius  allerdings  nicht  ausdrücklich 
aufstellt  —  und  das  konnte  er  auch  nicht  in  allen  Fällen  thun, 
weil  ihm  der  Begriff  „Fläche  eines  uneigentlichen  Vierecks- 
fehlte  —  die  aber  gerade  den  Umstand  hervorhebt,  den  er 
überall  praktisch  anwendet.  Während  der  Bewegung  d(^^ 
Punktes  //  auf  der  Kurve  ändern  sich  die  Dreiecke  CKM  und 
HKT,  während  CBL  konstant  bleibt.  Die  Sunnne  oder  Difle- 
renz  der  beiden  ersten  Dreiecke  wird  in  jedem  einzelnen  der 
in  Formel  (i2b)  betrachteten  Fälle  gleich  dem  Flächeninhalt 
des  eigentlichen  oder  uneigentlichen  ^)  Vierecks 
HMCT  sein.  Diese  Fläche  bleibt  also  konstant 
(^  _!__  CBL). 

Zwei  von  den  Seiten  dieses  Vierecks  sind  feste  Durch- 
messer, der  gegebene^  CB  und  der  neue  CK,    Die  dem  ersteren 


')  Die.ser  Inhalt  ist  wie  l)ekannt  gleich  der  Difl'erenz  der  beiden  Dreiecke, 
welche  auf  ein  Paar  Scheitelwinkel  fallen. 
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gegenüberliegende  Seite  HM  fiillt  auf  eine  von  ihm  halbierte 
Sohne,  die  dem  letzteren  gegenüberliegende  Seite  HT  hat  eine 
bestimmte  Richtung.  Aus  der  symmetrischen  Art,  auf  welche 
die  beiden  Durchmesser  und  die  beiden  Reihen  von  Parallelen 
in  der  gefundenen  Gleichung  der  Kurve  vorkommen,  wird  man 
dann  eine  Relation  ableiten  können,  durch  welche  die  Kurve 
auf  den  neuen  Durchmesser  CE  auf  dieselbe  Weise  bezogen 
wird,  wie  sie  ursprünglich  auf  den  gegebenen  Durchmesser  CB 
bezogen  war.  Diese  Ableitung,  bei  der  es  nur  nötig  war  Rück- 
sicht auf  die  Fälle  zu  nehmen,  wo  sowohl  CB  wie  CE  die 
Kurve  schneiden,  hat  Apollonius  folgendermafsen  vorgenonmien 
flstesBuch,  oO]: 

Dreieck  CBL  (Fig.  18)  ist  gleich  dem  Dreieck  CDE'),  und 
man  hat  also  zufolge  unserer  Umformung  von  (:2) 

A  CDE  =-  A  CBL  =  HMCT, 

Die  Subtraktion  des  Dreiecks  CTS  giebt  demnächst 
A  CDE-^  A  CrS  ==  -b  A  SHM, 


')  Das  läfst  sich  darthun,    indem  man  in  der  Relation  HMCT  =  CBL 
den  Punkt  H  auf  E  fallen  läfst;  Apollonius  aber  führt  es  ohne  Beweis 

CZ        CB 

an.    Ein  solcher,  der  sich  darauf  stutzt,  dafs  7^^  =  7777,  findet  sich 

dagegen  später,  nämlich  im  l»*«»  Satz  des  dritten  Buches,  wo  der  Satz 
benutzt  wird  um  ferner  zu  zeigen ,  dafs  A  BDI  =  A  LEL  Wenn 
man  dann  nicht  —  und  wir  finden  keine  ausreichende  Veranlassung  es 
zu  thun  --  einen  von  Eutokius  angeführten  Beweis  für  einen  friiheren 
Satz  im  1»*«"  Buch  [43 1.  der  genau  mit  demselben  Beweise  wie  im 
:3ten  Buch  [1]  für  die  Gleichheit  der  Dreiecke  CBL  und  CDE  beginnt, 
für  echt  ansehen  will,  so  liegt  die  Annahme  nahe,  dafs  Apollonius  im 
Isten  Buch  [5()|  auf  diese  Gleichheit  in  Wirklichkeit  dadurch  schliefst, 
dafs  er  denselben  allgemeinen  Satz,  den  er  gerade  im  Begriff 
ist  auf  andere  Weise  zu  ver^verten.  auf  den  Grenz  fall  anwendet; 
denn  einzig  auf  diese  Weise  läfst  sich  die  Gleichheit  der  Dreiecke 
unmittelbar  erkennen.  In  solchem  Falle  nimmt  er  sich  hier  eine 
Freiheit,  welche  sich  die  griechischen  Schriftsteller  sonst  in  den  auf- 
gestellten Beweisen  aus  Gründen  der  Vorsicht  nicht  erlaubten,  wie 
man  namentlich  an  vielen  Stellen  bei  Archimedes  sehen  kann.  Dafs 
man  aus  dieser  Vorsicht  nicht  schliefsen  darf,  dafs  sie  selbst  auch 
nicht  die  Verbindung  zwischen  dem  Grenzfall  und  dem  allgemeinen 
Fall  sahen,  geht  daraus  hervor,  dafs  sie  in  der  Regel  gleichartige 
Beweise  auf  beide  anwendeten. 


Übergang  zu  einem  neuen  Durchmesser. 


95 


worin  +  der  Ellipse,  —  der  Hyperbel  entspricht.  Da  dies(^ 
Gleichung  von  derselben  Form  ist  wie  die  Gleichung  (i2),  von 
der  wir  ausgingen,  und  nur  die  Durchmesser  vertauscht  sind, 
so  kann  man  einen  zu  dem  neuen  Durchmesser  gehörenden 
Parameter  p'  derartig  bestimmen,  dafs  man  weiter  zurück  zu 
einer  Gleichung  von  der  Form  (1),  aus  welcher  Gleichung  (2) 
abgeleitet  war,  geht,  und  dann  gelangt  man  durch  Verlegung 
des  Anfangspunkts  nach  dem  Endpunkt  E  des  Durchmessers  zu 
Gleichungen  von  ganz  derselben  Art  wie  die  sind,  durch  welche 
Ellipse  und  H>T)erbel  ursprünglich  auf  den  gegebenen  Durch- 
messer und  die  zugehörigen  Ordinaten  bezogen  wurden  ((3)  und 
(2)  des  vorhergehenden  Abschnittes).  Diese  Bestimmung  von 
p*  findet  man  dadurch,  dafs  man  in  der  Gleichung  (3),  mit- 
tels der  man  die  Richtung  der  zum  neuen  Durchmesser  CE 
gehörigen  Ordinaten  HTS  (Fig.  18)  bestimmte,  und  welche  sich 

HI 

der  Figur  zufolge  auf  die  Form  p  =  2 >^^  BL  bringen  läfst,  alle 

Bestimmungen  vertauscht,  welche  zu  den  beiden  Durchmessern 

EI 

gehören.     Dann  erhält  man  p*  ■==  ^-yrr-ED,  und  das  ist  eben 

die  im  vorigen  Abschnitt  erwähnte  und  angewandte,  von  Apol- 
lonius  gegebene  Besthnmung  von  p'. 


Fig.  18. 
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Da  wir  so  für  den  neuen  Durchmesser  und  die  zugehörigen 
Ordinalen  zu  derselben  DarstellungsfoiTn  zurückgekehrt  sind  wie 
für  den  ursprünglich  gegebenen,  so  müssen  alle  bis  jetzt  ge- 
wonnenen Resultate,  welche  ursprünglich  auf  dieser  planime- 
trischen  Darstellung  der  Kurven  aufgebaut  wurden,  auch  auf 
den  neuen  Durchmesser  anwendbar  sein.  Wenn  also  Apollonius 
nicht  in  der  Entwicklung  selbst  die  neuen  Ordinaten  als  der 
im  voraus  bestinnnten  Tangente  in  E  parallel  bestinnnt  hätte, 
so  würde  er,  wie  bereits  angedeutet,  diesen  Umstand  haben 
benutzen  können  um  hinterher  diese  Tangente  zu  bestimmen. 
Die  neue  Gleichung  zeigt,  dafs  der  neue  Durchmesser  CE  die 
Sehnen  in  der  neuen  Ordinatenrichtung  halbiert.  Auch  dies 
letztere  hat  Apollonius  indessen,  bevor  er  [in  50]  zu  der  eigent- 
lichen Umformung  gelangt,  bewiesen  [nämlich  in  47],  indem  er 
dafür  unmittelbar  den  in  (i2)  ausgedrückten  Hauptsatz  ver- 
wendet. 

AV'ir  Averden  uns  bei  der  Wiedergabe  dieses  Beweises  an 
die  Ellipse  halten  um  dauernd  Fig.  18  benutzen  zu  können,  mit 
der  der  Leser  bereits  vertraut  ist,  und  die  unmittelbar  die  Be- 
deutungen der  neuen  Bezeichnungen //',  A"',  J/'  zeigt.  Gleichung 
(i)  giebt 

A  HKT  =  A  CßL  —  A  CKM  =  Trapez  (BM) 
A  H^K'T  =  Trapez  (BM*), 

Durch  Subtraktion  erhält  man 

Trapez  (K^II)  =  Trapez  (K'M), 

und  durch  Subtraktion  des  Fünfecks  K'H'SMK  ergiebt  sich,  dafs 

A  Smf  =  A  SJJ'.W , 

oder  dafs  S  die  Mitte  von  HH*  ist. 

Es  liegt  kein  Grund  vor,  besonders  bei  den  Sätzen  [44, 
48,  51]  zu  verweilen,  in  denen  Apollonius  darthut,  dafs  dasselbe, 
was  für  eine  Ellipse  oder  einen  einzelnen  Ilyperbelast  bewiesen 
ist,  auch  auf  die  aus  zwei  Hyperbelästen  zusammengesetzte 
Kurve  anw^endbar  ist,  wenn  die  Punkte,  welche  wir  B  und  E 
genannt  haben,  jeder  auf  einen  von  diesen  Ästen  fallen.  Es 
ist  wie  früher  bemerkt  von  sehr  grofsem  Interesse,  dafs  Apol- 
lonius auf  diese  Verallgemeinerung  verfallen  ist,  aber  bei  ihrer 
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Ausführung,  für  welche  die  Symmetrie  der  Äste  verwandt  wird, 
ist  keinerlei  Schwierigkeit  zu  überwinden  gewesen. 

Mittels  der  nun  gewonnenen  Bestimmung  der  festen  Rich- 
tung der  Seite  HT  in  dem  Viereck  HMCT  (Fig.  18),  welches 
zufolge  unserer  Umformung  des  in  Gleichung  (2)  enthaltenen 
Satzes  konstant  bleibt,  während  H  sich  auf  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel  bewegt,  läfst  dieser  Satz  sich  folgendermafsen  aus- 
drücken:   Das   Viereck    HMCT  (Fig.  19),    dessen   beide 


Fig.  19. 

Seiten  CM  und  CT  auf  feste  Durchmesser  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel  fallen,  während  die  ihnen 
gegenüberliegenden  Seiten  HT  und  HM  auf  die  von 
einem  beweglichen  Kurvenpunkt // ausgehenden  Seh- 
nen, welche  von  diesen  beiden  Durchmessern  hal- 
biert werden,  oder  auf  die  Verlängerungen  dieser 
Sehnen  fallen,  hat  einen  konstanten  Flächeninhalt. 
Diesen  Satz,  der  nur  dann  unbedingt  ausgesprochen  werden 
kann,  wenn  die  Benutzung  uneigentlicher  Vierecke  vorausgesetzt 
wird,  und  der  erst  im  dritten  Buche  für  alle  Ai'ten  von  Durch- 
mes.sern  bewiesen  wird,  wollen  wir  den  Apollonischen 
Flächensatz  nennen. 

Die   Umkehrung   dieses   Satzes   ist   folgende:    Wenn   ein 
Viereck  HMCT,   dessen  Seiten  CM  und  CT  auf  feste 

7' 
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Linien  fallen,  während  die  beiden  anderen  in  ge- 
gebenen Richtungen  von  einem  beweglichen  Punkt 
//aus  gezogen  sind,  einen  konstanten  Inhalt  hat,  so 
ist  der  geometrische  Ort  für  U  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel. 

Diese  Umkehrimg  spricht  Apollonius  nirgends  aus,  wie  er 
denn  überhaupt  keine  Sätze  des  Inhalts  ausspricht,  dafs  der 
eine  oder  andere  Ort  ein  Kegelschnitt  sei.  Wenn  er  aber  in  der 
ersten  Vorrede  äufsert,  dafs  die  Sätze  des  dritten  Buchs  sich 
zur  Bestinmmng  geometrischer  Orter  benutzen  lassen,  so  darf 
man  mit  Sicherheit  annehmen,  dafs  der  hier  erwähnte,  wenn 
auch  nicht  ganz  in  der  hier  angeführten  Gestalt,  zu  diesen  ge- 
hört habe,  und  dafs  er  also  die  genannte  Umkehrung  gekannt 
habe.  Indirekt  hat  dieselbe  jedenfalls  zu  seiner  Verfügung  ge- 
standen, sobald  es  ihm  gelungen  war  eine  vorgelegte  Bestim- 
mung des  einen  oder  anderen  geometrischen  Orts  auf  die  hier 
aufgestellte  Form  zu  bringen ;  denn  dasselbe  Verfahren,  welches 
oben  angewandt  wurde  um  die  Kurve,  wenn  CB  der  gegebene 
Durchmesser  war,  auf  CE  und  Ordinaten,  die  der  HT  parallel 
sind,  zu  beziehen,  wird  sich  in  allen  Fällen  anwenden  lassen 
und  in  allen  Fällen  die  Form  der  Gleichungen  geben,  durch 
welche  die  Kurven  von  Anfang  an  charakterisiert  sind. 

Um  die  wichtige  Rolle  ganz  zu  verstehen,  welche  die  er- 
haltene Gleichung:  Viereck  HMCT  =  const.  bei  Apollonius  zu 
spielen  bestinnnt  ist,  kann  man  dieselbe  mit  entsprechenden 
Formen  der  Gleichung  in  gewöhnlichen  Koordinaten  vergleichen. 
Denkt  man  sich  die  beiden  festen  Durchmesser  zu  Koordinaten- 
axen  genonmien,  so  lassen  sich  HM  und  HT  als  schiefe  zu 
diesen  gehörige  Koordinaten  betrachten.  Vertauscht  man  diese 
mit  gewöhnlichen  Parallelkoordinaten,  indem  man  HP  ==  x 
und  HQ  =  //  parallel  den  Axen  zieht,  so  erhält  man  (Fig.  19) 

HMCT  =  HMP  -f-  HPCQ  +  HQT, 

also  (J^Jc^  +  ß^y  +  yy^  ==  ^"'  (*) 

wo  a,  ß,  Y  und  K  Konstanten  sind,    die  für  andere  Figuren 

negative  Vorzeichen  bekommen  können. 

Wäre  umgekehrt   eine  Gleichung  (4)  vom  ersten  Grade 

zwischen  den  Flächen  a?*,    xy  und   iß  gegeben,    wo  x  und  y 
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Parallelkoordinaten,  HP  und  HQ^  bezeichnen,  so  würde  es 
vollständig  dem  Verfahren  entsprechen,  welches  wir  nunmehr 
bei  ApoUonius  kennen  gelernt  haben,  die  Richtungen  von  HM 
und  HT  so  zu  bestimmen,  dafs  ax^,  ß^y^  TV^  ^^^  Flächen 
HMP,  HPCQ  und  HQT  proportional  werden,  und  dadurch 
wird  die  Gleichung  in  die  im  Flächensatze  gegebene  Darstellung 
der  Kegelschnitte  umgewandelt. 

Da  nun  der  Übergang  vom  Apollonischen  Flächensatz  zu 
der  Gleichung  (4),  ebenso  wie  der  umgekehrte,  so  einfach  ist, 
da  ferner,  wie  wir  gesehen  haben,  ApoUonius  von  der  im 
Flächensatz  gegebenen  Darstellung  eines  Kegelschnitts,  ebenso 
wie  die  analytische  Geometrie  von  der  in  Gleichung  (4)  ent- 
haltenen, zur  Dai^stellung  desselben  in  dem  durch  die  Axen 
gebildeten  rechtwinkligen  Koordinatensystem  übergehen  kann, 
so  ist  ersichtlich,  dafs  in  den  Anwendungen  die  eine  Dar- 
stellungsart ganz  an  die  Stelle  der  anderen  treten  kann,  so  dafe 
ApoUonius,  wenn  auch  unter  einer  verschiedenen  Form,  durch 
die  erstere  ganz  dasselbe  erreichen  kann,  wie  die  analytische 
Geometrie  durch  die  letztere.  Hinsichtlich  der  Leichtigkeit  der 
hierzu  dienenden  Operationen  bietet  jede  der  beiden  Darstellungs- 
formen ihre  besonderen  Vorteile ;  denn  wenn  man  beim  Flächen- 
satz ein  etwas  komplicierteres  Koordinatensystem  benutzt,  so 
gelangt  man  dafür  zu  einer  bedeutend  einfacheren  Gleichung. 
Dafs  ApoUonius  nun  wirklich  dauernd  den  Flächensatz  in 
Übereinstimmung  mit  diesen  Bemerkungen  benutzt,  welche  wir 
hier  an  dessen  Anwendung  im  ersten  Buch  geknüpft  liaben, 
das  wird  im  Folgenden,  namentlich  durch  sein  drittes  Buch, 
bestätigt  werden. 

hl  gewissen  Beziehungen  führt  der  Flächensatz  noch  weiter 
als  zu  einer  Darstellung  der  Kegelschnitte,  welche  der  in  einem 
Koordinatensystem  mit  zwei  beliebigen  Durchmessern  als  Axen 
ä(|uivalent  ist.  Dafs  Mittel  zum  Übergange  zu  einem  Koordi- 
natensystem mit  einem  neuen  Anfangspunkt  vorhanden  sind, 
folgt  nämlich  daraus,  dafs  ein  solcher  Übei*gang,  wie  bereits 
bemerkt  wurde,  sich  allein  mit  Hülfe  der  bei  Euklid  benutzten 
Flächenverwandlungen  bewerkstelligen  läfst;  direkter  aber  wird 
er  dadurch  erreicht,    dafs   man  sich   die  konstante  Fläche  des 
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der  Form  nach  veränderlichen  Vierecks  HMCT  (Fig.  19)  durch 
die  Koordinaten  eines  Parallelkoordinatensystems  ausgedrückt 
denkt,  dessen  Axen  den  Geraden  HM  und  HT,  die  ja  in  Wirk- 
lichkeit ganz  beliebige  Richtungen  erhalten  können,  parallel  sind. 
Auf  diese  letztere  Art  erhält  Apollonius  auch  wirklich  im 
3ten  Buche  Satz  3  und  einigen  der  folgenden  eine  Darstellung 
der  Kurven,  die  in  gewissen  Beziehungen  ihren  Gleichungen  in 
einem  beliebigen  Koordinatensystem  mit  dem  An- 
fangspunkt auf  der  Kurve  selbst  entspricht.  Es  seien 
AB  und  FE  (Fig.  20)  die  beiden  festen  Durchmesser,  und  HM. 

H'M*  Sehnenabschnitte,  welche  zum 
ersten,  HT  und  HT'  Sehnenab- 
schnitte, welche  zum  zweiten  Durch- 
messer gehören.  Dann  ist  nachdem 
Apollonischen  Flächensatz 

HMCT  =  HMCT , 
woraus  man  durch  Subtraktion  von 
PM'CT  erhält: 

HMM'P  =  HPn\  (5) 
und  hieraus  durch  Addition  des 
Parallelogramms  (PQ) : 

QMM'H  =  QHTT\  (6) 
Durch  die  eine  oder  andere 
von  diesen  Gleichungen  läfst  sich 
der  Punkt  H\  wenn  //festliegt,  aller- 
dings beständig  so  auffassen,  als  ob 
er  auf  die  beiden  Durchmesser  unter 
etwas  veränderter  Form  bezogen  sei,  aber  diese  Gleichungen 
lassen  sich  auch  so  auffassen,  als  ob  er  auf  die  Koordinaten- 
axen  HM  und  HT  bezogen  sei,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  H  der  Kurve  gehen  und  beliebig  gegebene  Richtungen 
haben  können.  Die  beiden  gleich  grofsen  Flächen  lassen  sich 
nämlich  leicht  durch  die  Koordinaten  HP  und  HQ  aus- 
di'ücken. 

Eine  andere  Umformung  des  Flächensatzes  findet  sich  in 
dem  unmittelbar  vorhergehenden  Satz  ±  des  dritten  Buchs.  Wir 
können  dieselbe  am  leichtesten  an  Fig.  18  anschliefsen,  welche, 
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da  A  H*K'T  =  Trapez  {BM'),  durch  Subtraktion  von  Trapez 

(BH*) 

A  GBT  «  Trapez  {LH*)  (5) 

ergiebt,  eine  Gleichung,  welche  unter  Beachtung  der  Regel  für 
uneigentliche  Vierecke  auch  auf  den  Punkt  H  anwendbar  ist. 
Der  bewegliche  Punkt //' (oder  Ä)  läfst  sich  hier  so  betrachten, 
als  ob  er  durch  Koordinatenlinien  von  gegebener  Richtung  auf 
die  Koordinatenaxen  BL  und  CE  bezogen  sei,  von  denen  die 
eine  eine  Tangente  ist  und  die  andere  ein  Durchmesser,  der 
nicht  durch  den  Berührungspunkt  geht. 

Indessen  lassen  sich  nicht  wie  beim  Flächensatze  diese 
letzten  Darstellungen  ganz  mit  den  entsprechenden  Gleichungen 
der  analytischen  Geometrie  zusammenstellen.  Halten  wir  die 
Betrachtung  zweier  Linien  als  Koordinatenaxen  fest,  so  müssen 
die  übrigen  festen  Linien,  auf  welche  die  Kurve  bezogen  wurde, 
als  Stellvertreter  ihrer  Konstanten  aufgefafst  werden.  Diese 
sind  auch  hier  so  gewählt,  dafs  sie  die  Gleichungen,  welche  auf 
die  Gleichheit  von  zwei  veränderlichen  Flächen  reduciert  werden, 
in  hohem  Grade  vereinfachen;  aber  wir  können  hier  nicht  wie 
für  den  Flächensatz  bei  Apollonius  die  Kenntnis  der  Mittel 
nachweisen,  welche  zur  Bestimmung  dieser  Stellvertreter  er- 
forderlich sein  würden,  wenn  die  Konstanten  der  entsprechen- 
den analytisch-geometrischen  Gleichungen  gegeben  wären,  und 
durch  welche  sich  der  Übergang  von  den  Gleichungen  zu  den 
entsprechenden  geometrischen  Darstellungen  bewerkstelligen 
liefse.  Wir  können  deshalb  hier  nicht  sagen,  dafs  es  für  Apol- 
lonius bei  der  Bestimmung  eines  geometrischen  Ortes  genügt 
haben  würde  zu  finden,  dafs  derselbe  sich  durch  Beziehung  auf 
ein  Parallelkoordinatensystem  durch  eine  solche  Gleichung  zwi- 
schen Flächen  darstellen  liefse,   deren  analytisch-geometrischer 

Ausdruck 

ax^  -f  ßxy  -f  yy^  -\-  dx  -\-  ey  =  0 

sein  würde;  denn  um  zu  behaupten,  dafs  Apollonius  diese  Glei- 
chung in  die  Darstellungsform  habe  umwandeln  können,  welche 
wir  soeben  damit  zusammengestellt  haben,  müfsten  wir  etwas 
darüber  wissen,  wie  er  in  diesem  Falle  den  Mittelpunkt  bestim- 
men konnte;   darüber  aber  finden  wir  an  dieser  Stelle  nichts. 


10:2 


Vierter  Abschnitt. 


Die  Hülfsmittel ,  welche  wir  hier  kennen  gelernt  haben, 
stehen  also  mit  Rücksicht  auf  die  Bestimmung  der  Kegelschnitte 
als  geometrischer  Örter  noch  hinter  der  analytischen  Geometrie 
zurück;  aber  der  Inhalt  des  dritten  Buchs  und  ApoUonius' eigene 
Angaben  über  das,  wozu  es  sich  benutzen  läfst,  werden,  wie 
wir  sehen  werden,  diesem  Mangel  abhelfen. 

Der  Einfachheit  wegen  haben  wir  hier  garnicht  die  Para- 
bel berücksichtigt,  auf  welche  doch  offenbar  alle  Sätze  an- 
wendbar sein  müssen,  in  denen  nur  nicht  der  Mittelpunkt  vor- 
konmit.  Diese  Sätze  sind  in  der  Regel  einfacher  als  die  über 
die  Ellipse  und  Hyperbel,  und  gehen  deshalb  bei  ApoUonius 
gewöhnlich  diesen  voraus.  Das  gilt  z.  B.  von  dem  durch  Glei- 
chung (2)  ausgedrückten  Hauptsatz,  dem  man,  um  ihn  auf  die 
Parabel  zu  übertragen,  die  oben  (S.  96)  benutzte  Form  „  A  HKT 
==  Trapez  {BMy  (Fig.  18)  geben  mufs,  wobei  indessen  das  Tra- 
pez in  ein  Parallelogramm  übergeht.  Der  Beweis  wird  [Istes 
Buch  4:2)  folgendermafsen  gefühi-t  (Fig.  21):  BK  sei  der  gegebene 


Fig.  :21. 

Durchmesser,    EM   ein   anderer  Durchmesser,    UK  und   HT 
Parallelen  zu  den  Tangenten  BL  und  ED.    Dann  ist 

AHKT_    KW  _  BK^  _(BM) 
A  EZD  "^   ZE^   ""  BZ  ~"  (BE)' 

Da  nun  J)Z  =^^BZ,  so  ist  A  EZD  =  (BE),    Also  wird 
auch    AHKT  =-.  (BM). 


Beziehung  der  Parabel  auf  neue  Durchmesser.  103 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  wiederum,  da  A  IBD  = 
A  ILE,  dafs  A  HMS  =  {DS)  und  dadurch,  wie  für  die  El- 
lij).se  und  die  Hyperbel,  der  Ubei*gang  zu  der  Gleichung,  durch 
welche  die  Parabel  auf  den  Durchmesser'  EM  und  dessen  Or- 
ilinaten  bezogen  wird  [46].  Der  Beweis  dafür,  dafs  dieser 
Durchmesser  seine  Sehnen  halbiert,  wird  ganz  ebenso  wie  für 
die  Ellipse  und  die  Hyperbel  geführt  [49). 

Ebenso  wie  für  Ellipsen  und  Hyperbeln  findet  sich  auch 
hier  der  im  vorigen  Abschnitt  angegebene  und  benutzte  Aus- 
druck für  den  zum  Durchmesser  EM  gehörenden  Parameter  p'. 
Statt  diesen  abzuleiten  wollen  wir  die  gefundene  Gleichung 
ZsHMS  =  (I)S)  benutzen  um  eine  von  Archimedes  be- 
nutzte Relation  zwischen  p*  und  dem  zu  dem  Durchmsser  BK^ 
der  der  Einfachheit  wegen  die  Axe  sein  möge,  gehörenden 
Parameter  p  zu  entwickeln.  Setzen  wir  ES  =  j:"  und  SH  ^=  //', 
so  lässt  sich  die  angeführte  Gleichung  folgendermafsen  schreiben : 

hieraus   erhält   man    durch  Benutzung  ähnlicher  Dreiecke  und 
dadurch,  dafs   DZ  ==  2BZ, 

_  ,,      SH^  _   SW     ^    MH 

^    "     ^SM/MHMH^'^'SM^ 


EZ* 
BZ 

SH* 
"  MH* 

■P 

V 

SH* 
MH' 

oder 


Archimedes  sagt  in  dem  Buche  über  Konoide  und  Sphä- 
roide  [3],  dafs  dies  Resultat  in  Schriften  über  die  Kegelschnitte 
bewiesen  sei.  Er  wendet  es  demnächst  an  um  zu  beweisen, 
dafs  in  derselben  Parabel  solche  einbeschriebene  Dreiecke 
EHH\  deren  Spitze  E  auf  dem  zur  Grundlinie  HH'  (=  '2 HS 
in  Fig.  21)  gehörenden  Durchmesser  liegt,  gleich  grofs  sind, 
wenn  die  vom  Durchmesser  abgeschnittenen  Stücke  ES  (=  x*) 
es  sind.  Der  Beweis  läfst  sich  folgendennafsen  etwas  frei 
wiedergeben : 
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A  EHH-  =  x'y' .  ^  =  x'y  ]/ -^y  =-  a:'  \/^  =  x'Vp.r- : 

der  letzte  Ausdruck  enthält  nur  x'  und  jf>. 

In  den  beiden  eben  angeführten  Sätzen  des  dritten  Buchs 
[2  und  3]  ist  die  Parabel,  welche  übrigens  besondere  Figuren 
erhält,  unmittelbar  in  ApoUonius'  Beweisführung  nüteinbegiiflen, 
und  er  spricht  die  Sätze  über  Kegelschnitte  im  allgemeinen  aus. 


PHnfter  Abschnitt. 

Apollonius'  zweites  Buch. 


Durch  unser  ausführliches  Verweilen  bei  dem  ersten  Buch 
von  Apollonius'  Kegelschnitten  haben  wir  viel  für  das  Ver- 
ständnis dieses  Hauptwerkes  und  damit  für  das  Verständnis  der 
ganzen  antiken  Lehre  von  den  Kegelschnitten  gewonnen.  Nicht 
nur  enthält  das  erste  Buch,  wie  zu  erwarten  war,  eine  Grund- 
lage, auf  der  im  Folgenden  weiter  gebaut  wird,  sondern  die 
Untersuchungen  des  ersten  Buchs  haben  mn  ilu*  Ziel  zu  errei- 
chen sich  so  weit  ausdehnen  müssen,  dafs  die  Hauptschwierig- 
keiten bei  der  Einführung  besonderer  Theorien,  wie  der  der 
konjugierten  Durchmesser,  bereits  hier  überwunden  suid,  und 
dafs  sich  reichlich  Gelegenheit  geboten  hat  die  Hülfsmittel 
kennen  zu  lernen,  welche  es  teils  den  Vorgängern  des  Apol- 
lonius, teils  ihm  selbst  möglich  gemacht  haben  die  grofsen  Re- 
sultate zu  erreichen,  welche  A\ir  nach  und  nach  kennen  lenien 
werden. 

Das  werden  wir  nun  zunächst  bestätigt  sehen  durch  Be- 
trachtung des  zweiten  und  dritten  Buchs,  welche,  wie  teilweise 
auch  das  vierte,  nichts  als  eine  —  wie  Apollonius  sagt  — 
„vollständigere  und  allgemeinere'*  Darstellung  früher  bekannter 
Dinge  enthalten.  Das  zweite  Buch  enthält  nämlich  zum  grofsen 
Teil  solche  Sätze  und  Aufgaben  über  konjugierte  Durchmesser, 
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welche  keine  eigentlichen  Schwierigkeiten  verursachen  konnten, 
sobald  die  Hauptsätze  des  ersten  Buchs  einmal  gefunden  waren, 
und  das  dritte  Buch  enthält,  aufser  einem  elementar-geome- 
trischen Anhang  über  Brennpunkte,  einige  Sätze  (unter  diesen  das 
schon  bei  Archimedes  erwähnte  sogenannte  „Newtonsche  Theo- 
rem**) von  so  allgemeiner  Natur,  dafs  man  schwer  würde 
begreifen  können,  wie  dieselben  ohne  die  Hülfsmittel  der  Gegen- 
wart erreicht  werden  konnten,  wenn  uns  nicht  das  Studium 
der  Koordinatenmethode  der  Alten  und  im  besonderen  das  des 
Apollonischen  Flächensatzes  schon  gezeigt  hätte,  dafs  auch  die 
Alten  Mittel  zur  Ableitung  solcher  allgemeinen  Sätze  besafsen, 
welche  nicht  an  einzelne  bestimmte  Linien  in  der  Ebene  des 
Kegelschnittes  gebunden  sind. 

Im  zweiten  Buch  ist  die  Lehre  von  den  konjugierten 
Durchmessern  mit  der  Lehre  von  den  Asymptoten  und 
konjugierten  Hyperbeln  verbunden.  Wir  müssen  also 
vor  allem  die  Hauptsätze  betrachten,  auf  welche  sich  die  Ein- 
führung und  Wichtigkeit  dieser  Bogriffe,  von  denen  der  letzte 
bereits  am  Schlüsse  des  ersten  Buchs  definiert  ist,  gründet. 

Die  Asymptoten  einer  Hyperbel  werden  zuerst  im  Ver- 
hältnis zu  einem  beliebigen  Durchmesser  AC  (Fig.  :22)  als  vom 
Mittelpunkt  ausgehende  Linien  bestimmt,  welche  auf  der  Tangente 
im  Endpunkte  C  des  Durchmessers  zu  beiden  Seiten  dieses  Punktes 

die  Stücke   BC  =^  CD  =  -^  abschneiden,   wo  wir  mit  h   die 

im  ersten  Buch  definierte  Länge  {Vp,(i)  des  der  BD  parallelen 
Durchmessers  bezeichnen.  Es  wird  gezeigt  [ätes  Buch  1],  dafs 
die  so  bestimmten  Linien  ^2^  und  AD  die  Kurve  nicht  schneiden 
können,  und  demnächst  [in  2],  dafs  sich  durch  den  Mittelpunkt  A 
keine  geraden  Linien  legen  lassen,  welche  näher  an  die  Hyperbel 
fallen  ohne  sie  zu  schneiden.  Da  die  Asymptoten  hierdurch 
auf  eine  vom  Durchmesser  AC  unabhängige  Weise  vollkommen 
bestimmt  worden  sind,  nämlich  als  die  durch  den  Mittelpunkt 
gezogenen  Linien,  welche  der  Hyperbel  am  nächsten  liegen  ohne 
sie  zu  schneiden,  so  erhält  man  dieselben  Asymptoten,  einerlei 
von  welchem  Durchmesser  AC  man  auch  ausgehen  mag;  die 
Asymptoten  müssen  also  [Satz  3]   dieselben  Eigenschaften  mit 
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Beziehung  auf  ein  beliebiges  Paar  konjugierter  Durchmesser 
haben,  welche  sie  mit  Beziehung  auf  diejenigen  hatten,  mit  deren 
Hülfe  sie  zuei-st  bestimmt  wurden  [in  1]. 

Die  Beweise  für  die  beiden 
Sätze  [1  und  2]  stimmen  trotz 
ihrer  geometrischen  Form  genau 
mit  den  analytisch-geometrischen 
Beweisen  überein,  die  sich  dadurch 
führen  lassen,  dafs  man  die  Hy- 
perbel auf  AC  als  Abscissenaxe 
durch  Ordinaten  bezieht,  welche 
der  Tangente  in  C  parallel  sind. 
Für  die  Wiedei-gabe  des  ersten 
Beweises  läfst  sich  die  Mittel- 
punktsgleichung benutzen ,  der 
man  die  Form 

■ar  <» 

geben  kann;  diese  widerspricht 
der  Gleichung,  welche  man  durch  die  Annahme  erhalten  würde, 
dafs  ein  Punkt  einer  der  Asymptoten 
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dieselben  Koordinaten  haben  solle  wie  ein  Punkt  der  Kurve*). 
In  dem  Beweise  [in  2]  dafür,  dafs  keine  Linie  durch  A  näher 
an  die  Kurve  ohne  sie  zu  schneiden  herankommen  kann  als  die 
Asymptoten,  wird  angenommen,  dafs  es  eine  solche  Linie  AN 
gebe,  welche  in  denselben  Winkel  zwischen  den  AsjTnptoten 


')  Der  Beweis  ist  allerdings  etwas  künstlicher  als  in  dieser  algebraischen 
Fonn,  da  die  angewandte  Gleichung  eigentlich 


^  a  \       ir  f 


ist,  worin  x*  und  x*'  die  Abscissen,   von  den  beiden  Endpunkten  des 

X*  4-  X*' 
Durchmessers  an  gerechnet,  bedeuten,    x  ist  dann  —  -^ — ,  und  man 

kann  nicht  x^  =  x'x**  haben,  da  x 


< 


x\ 
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tallt  wie  die  Kurve.  Diese  Linie  niufs  (Fig.  22)  auf  einer  durch 
den  Endpunkt  C  des  Durchmessers  zu  der  einen  Asymptote  ge- 
zogenen Parallelen  ein  Stück  CN  abschneiden,  welches  auf  die- 
selbe Seite  der  Tangente  in  C  fällt  wie  die  Kurve.  Nun  kann  CN 
die  Kurve  in  keinen  anderen  Punkten  als  in  C  schneiden,  was 

daraus  folgt,  dafs  die  Gleichungen  y'  ^=px  -\-  ~x^  für  die  Kurve 
und  2/^  =  —  0-^  für  Parallelen  zu  den  Asymptoten  nicht  gleich- 
zeitig bestehen  können  für  j:r  >  0.  Dann  aber  mufs  die  Linie 
AN  die  Kurve  schneiden. 

Nun  hat  man  unmittelbar  die  Bestimmung  einer  Hyperbel 
durch  ihre  Asymptoten  und  einen  Punkt  [4],  und  den  Satz, 
dafs  die  Stücke  KF  und  /f/,  welche  zwischen  den  Asymptoten 
und  der  Kurve  abgeschnitten  werden,  gleich  grofs  sind  [8]. 
Durch  Subtraktion  der  Gleichung  (1)  für  die  Kurve  von  dei- 
Gleichung  (2)   für   die   Asymptoten    erhält   man    ferner,    dafs 

(//'  —  !l){i/''^y)  =  [9]  '    ^^'orin  y  und   if  die  zu   derselben 

Abscisse  gehörigen  Ordinaten  sind,  oder  dafs  (Fig.  22)  das 
Rechteck  KF.  FI  aus  den  Stücken,  welche  zwischen  den  Asymp- 
toten und  einem  Kurvenpunkt  auf  geraden  Linien  abgeschnitten 
werden,  welche  derselben  Tangente  parallel  sind,  konstant 
ist  [10],  Hieraus  wird  wiederum  [in  11]  mittels  ähnlicher 
Dreiecke  abgeleitet,  dafs  dasselbe  mit  dem  Rechteck  FK ,  FL 
aus  solchen  Stücken  der  Fall  ist,  welche  auf  dieselbe  Weise 
auf  einer  Reihe  von  Parallelen  abgeschnitten  werden,  die  nicht 
einer  Tangente  parallel  sind.    Aus  Fig.  22  ei^giebt  sich  nämlich: 

FK^FL  _  CAl  _  «2 
FF,  FI  ""  BC  "  b^' 

Ebenso  entsteht  [in  12J  der  mit  unserer  gewöhnlichen  Form 
der  Asymptotengleichung  genauer  übereinstimmende  Satz,  dafs 
ein  Parallelogranmi ,  welches  von  den  Asymptoten  und  zwei 
durch  einen  beweglichen  Kurvenpunkt  zu  denselben  gezogenen 
Parallelen  begrenzt  wird,  konstanten  Inhalt  hat,  als  eine  einfache 
Umformung   von  Satz  10^),    und    aus    den    auf  solche  Weise 


^)  Der  Beweis  hätte  sich  auch   auf  Satz  8  stutzen   lassen.     Die  Asynip- 
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gewonnenen  Mitteln  ergiebt  sich  leicht,  sowohl  dafs  Parallelen 
zu  einer  Asymptote  nur  einen  Schnittpunkt  mit  der  Kurve 
haben  [13],  als  auch  die  unbegrenzte  Annäherung  der  Asymp- 
toten an  die  Kurve  [14].  Ebenso  geringe  Schwierigkeit  verur- 
sacht es  zu  beweisen,  dafs  die  beiden  Äste  einer  Hyperbel  die- 
selben Asymptoten  haben  [15],  und  zu  finden,  welche  geraden 
Linien  beide  Äste  schneiden. 

Konjugierte  Hyperbeln  sind,  wie  schon  bemerkt, 
bereits  im  letzten  Satze  [54]  des  ersten  Buchs  definiert,  und 
zwar  als  zwei  solche  vollständige  Hyperbeln,  welche  ein  Paar 
sowohl  der  Lage  als  der  Gröfse  nach  bestimmter  konjugierter 
Durchmesser  gemeinsam  haben,  so  dafs  der  erste  (d.  h.  schnei- 
dende) Durchmesser  der  einen  der  zweite  Durchmesser  der 
anderen  ist  und  umgekehrt.  Diese  Definition,  welche  sich  an 
ein  einzelnes  Paar  konjugierter  Durchmesser  anschliefst,  erhält 
indessen  erst  wirklichen  Wert  dadurch,  dafs  die  beiden  Hyper- 
beln dieselben  Eigenschaften  mit  Beziehung  auf  ein  beliebiges 
Paar  konjugierter  Durchmesser  haben.  Das  wird  im  2ien  Buch 
Satz  :2()  durch  Anwendung  der  im  ersten  Buch  gegebenen  Be- 
stimnmng  von  Tangenten  gezeigt,  über  welche  wir  am  Schlüsse 
des  dritten  Abschnittes  berichtet  haben. 

In  diesem  Satz  wird  nämlich  zuerst  gezeigt,  dafs,  wenn 
(Fig.  23)  zwei  konjugierte  Hyperbeln  durch  die  konjugierten 
Halbmesser  OÄ  (=  ^a)  und  OB  (=  ^b)  bestimmt  sind,  der 
Durchmesser  OQ^  welcher  einer  an  die  eine  Hyperbel  gezogenen 
Tangente  PM  parallel  ist,  die  andere  in  einem  Punkte  Q  treffen 
mufs,  dessen  Tangente  QN  dem  Durchmesser  OP  parallel  ist. 
Man  hat  nämlich,  wenn  BP  und  SQ  die  Ordinaten  von  P 
und  Q  sind,  welche  je  zu  einem  der  gegebenen  Durchmesser 
gehören  (nach  Gleichung  III  im  dritten  Abschnitt): 

PB^       _  b^  _   OS.NS 
OB,  MB    ~"  a«  ""      SQ^ 

Da  nun  PM  parallel  ^0,  so  ist 


totengleichung  ist  übrigens  in  Wirklichkeit  nur  ein  specieller  Fall  des 
im  vorigen  Abschnitt  erwähnten  Flächensatzes. 


js'  »"^   fJ.!.^* 
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Fig.  23. 

PR         OS 


woraus 


MB         QS 

PR  _  NS 
OR   "^  QS' 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dafs  OP  parallel  QN. 

Daraus  folgt,  dafs  jedes  Paar  konjugierter  Durchmesser 
der  einen  Hyperbel  der  Lage  nach  mit  einem  Paar  konjugierter 
Durchmesser  der  anderen  Hyperbel  zusammenfallt. 

Was   demnächst   die  Länge  der  Durchmesser   betrifft,    so 

ist    7Ai    beweisen,    dafs    der   Halbmesser   -^  der   Kurve   BQ, 

(/  \       '^ 
=  ^  j   konjugiert  ist,   gleich 

OP  ist.  xXennt  man  den  zum  Durchmesser  d  gehörenden  Para- 
meter p ,  so  ist  r*-*  =  p  ,d;  aber  nach  Satz  50  des  ersten 
Buchs  (vergl.  unseren  dritten  Abschnitt,  Fig.  14)  wird  p  be- 
stimmt durch   2.  ^,,  .  QN.    Man  erhält  also: 

QL     ^ 

r     -  p.a   -         -     -^^- 

Dals  diese  Gröfse  gleich  iOP*  ist,  erhält  man  auf  fol- 
gende Weise.  Aus  dem  Isten  Buch  (vergl.  unsere»  dritten  Ab- 
schnitt, I  b)  folgt : 


1 10  Ffinner  Absclinitt. 

,  ,  ..  ,  OB''         PR 

woraus  folgt,  dafs 

/\OBE   _   A  OPM 

ATOM   ""  ATOM  ' 
oder  dafs   A  OSE  ^  A  OPM.     Da  nun  zugleich  im  ersten 
Buch  (specieller  Fall  des  Flächensatzes)  gezeigt  ist,  dafs  A  ONQ 
-=  A  OBK,   so  ist   A  ONQ  =  A  OPM,    und  da    in  diesen 
^  NQO  =  z  OPM,  so  erhält  man 

QX,QO  =  PO.PM. 
Durch  Einsetzen  in  den  Ausdruck  für  c^  und  durch  Betrachtung 
der  Figur  ergiebt  sich 

_  \QIKPOJ>M  _ 

"  ^/; 

Mithin  ist  der  Satz  bewiesen. 

Hierdurch  und  durch  die  im  ersten  Buch  gegebene  Grund- 
lage ist  Apollonius  so  weit  gelangt,  dafs  das  Übrige  aus  der  Lehre 
von  den  Durchmessern  und  Asymptoten  eines  Kegelschnittes 
oder  zweier  konjugierter  Hyperbeln  keine  Schwierigkeit  mehr 
darbieten  kann.  Es  liegt  deshalb  kein  Grund  vor  in  den 
genaueren  Zusammenhang  zwischen  den  übrigen  Beweisen  oder 
Lösungen  von  Aufgaben  weiter  einzugehen,  welche  den  Rest 
des  zweiten  Buchs  ausmachen,  und  welche  zum  grofsen  Teil 
nur  eine  weitläufigere  Darstellung  desjenigen  geben,  was  sich 
hierüber  in  modernen  Lehrbüchern  findet.  Nur  einzelne  Züge, 
welche  etwas  gröfseres  Interesse  darbieten,  wollen  wir  anführen. 

In  Satz  23  wird  gezeigt,  dafs  das  Produkt  der  Stücke, 
welche  auf  einer  Reihe  von  Parallelen  zwischen  ihren  beiden 
Schnittpunkten  mit  einer  Hyperbel  und  ihrem  einen  Schnitt- 
punkt mit  der  konjugierten  Hyperbel  abgeschnitten  werden, 
konstant  und  doppelt  so  grofs  wie  dasjenige  ist,  das  man  durch 
Vertauschung  der  ersten  Hyperbel  mit  den  Asymptoten  [vergl. 
10  und  11],  welche  beiden  Hyperbeln  gemeinsam  sind,  erhalten 
würde  [17).  In  29  wird  gezeigt,  dafs  die  Tangenten  in  den 
Endpunkten  einer  Sehne  sich  auf  deren  Durchmesser  schneiden. 

Von  Satz  44  an  löst  Apollonius  Aufgaben,  welche  voll- 
ständig gezeichnete  Kegelschnitte  betreffen,  und  diese  werden, 
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wenigstens  teilweise,  bei  den  Konstruktionen  selbst  benutzt. 
Im  Gegensatz  zu  dem,  w^as  er  bei  den  schwierigeren  Aufgaben 
tliat,  die  er  am  Schlüsse  des  ersten  Buchs  zu  lösen  hatte,  hält 
er  es  hier  nicht  für  überflüssig  vor  der  synthetischen  Darstel- 
lung der  Lösung  die  Analysis  mitzuteilen,  welche  zu  derselben 
führt,  indem  er  damit  beginnt  sich  die  Aufgabe  gelöst  zu 
denken.  Da  dann  der  Beweis  für  die  Lösung  kurz  wird  und 
sich  im  wesentlichen  an  die  im  voraus  gegebene  Analysis 
anschliefst,  so  dient  er  nur  dazu  dasselbe  darzuthun,  was 
schon  di(»  Analysis  gegeben  hatte,  nämlich,  dafs  die  Auf- 
gabe auf  diese  oder  jene  Weise  gelöst  werden  mufs,  wenn 
sie  sich  überhaupt  lösen  läfst.  An  dieser  Stelle  ist  es  auch 
vollkommen  berechtigt,  .sich  hiermit  zu  begnügen,  da  schon 
im  voraus  gezeigt  ist,  dafs  die  gestellten  Aufgaben  Auflösungen 
haben.  Wenn  z.  B.  Apollonius,  nachdem  er  [in  .44  und  45) 
Durchmes.ser  und  Mittelpunkt  bestimmt  hat,  |in  47]  die  Axen 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  einen  koncentrischen  Ki*eis 
bestimmt,  der  durch  einen  Punkt  der  Kurve  geht,  so  beruht 
seine  Begründung  der  Thatsache,  dafs  dieser  Kreis  mehrere 
Schnittpunkte  mit  der  Kurve  hat,  darauf,  dafs,  wie  er  in 
seiner  Analysis  als  bekannt  vorausgesetzt  hat,  Axen  exi- 
stieren. Der  Beweis  für  die  Existenz  der  Axen  kommt  eben, 
wie  wir  früher  gesehen  haben,  als  Glied  in  den  Beweisen  für 
die  Aufir)sungen  [i)3  und  54  des  ersten  Buchs]  der  Aufgabe 
vor,  einen  Kegelschnitt  ujit  gegebenem  Durchmesser  und  ge- 
gebenem zugehörigen  Sehnensystem  und  Parameter  auf  einen 
Umdn^hungskegel  zu  legen;  denn  hier  fing  er  damit  an,  die 
(»ine  Axe  und  den  zugehörigen  Parameter  solcher  Kurven  zu 
bestinnnen.  Es  würde  also  in  Apollonius'  Entwicklung  eine 
Lücke  sein^),  wenn  man  die  Auffassung  des  Gedankenganges 
im  ersten  Buche,  die  wir  vertreten  haben,  verwerfen  und  be- 


')  Dar.'iuf  liat  auch  Housel  aufmerksam  gemacht;  aber  nach  seiner 
AutTfu^sung  (Liouville,  2.  Reihe,  III,  S.  UVS)  wird  diese  Lücke  erst  im 
yten  Huche  ausgefüUt ;  dadurch  wurden  aber  alle  vorhergehenden  Biiclier 
auf  einer  loseren  (irundlage  inihen,  als  wir  sonst  bei  Apollonius  ge- 
wohnt sind. 
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behaupten  wollte,  dafs  er  erst  hier  im  zweiten  Buche  zu  den 
Axen  der  Kegelschnitte  käme. 

Dagegen  jedoch  läfst  sich  nichts  einwenden,  dafs  Apol- 
lonius  erst  hier  im  zweiten  Buche  [in  48]  beweist,  dafs  eine 
Ellipse  oder  H}T)erbel  nicht  mehr  als  ein  Paar  Axen  haben 
könne,  selbst  wenn  sich  ein  solcher  Beweis  auch  recht  wohl 
an  die  Bestimmung  der  Axen  im  ersten  Buch  hätte  anschliefsen 
lassen.  Sein  Beweis  stützt  sich  darauf,  dafs  der  Hülfskreis  die 
Kurve  nicht  in  mehr  Punkten  schneiden  kann  als  in  dem  ge- 
gebenen und  in  den  zu  diesem  mit  Beziehung  auf  das  schon  be- 
stimmte Axenpaar  symmetrisch  liegenden,  und  das  leitet  er  ab 
aus  den  —  geometrisch  dargestellten  —  Gleichungen  der  Kurve 
und  des  Kreises,  die  auf  dieses  Axenpaar  bezogen  sind.  Für 
die  Parabel  schliefst  Apollonius  einen  Beweis  dafür,  dafs  sie 
nur  eine  Axe  habe,  unmittelbar  an  die  Bestimmung  dieser 
[in  46]  an.  In  diesen  Beweisen  hat  man  ein  Beispiel  für  die 
Unrichtigkeit  der  im  ersten  Abschnitt  erwähnten,  gegen  die 
griechischen  Mathematiker  erhobenen  Beschuldigung,  dafs  sie 
garnicht  darauf  bedacht  waren  die  Lösungen  einer  Aufgabe 
alle  zu  erhalten. 

Dafs  Apollonius  indessen  nicht  überall  Veranlassung  nimmt 
die  Anzahl  der  Lösungen  zu  untersuchen,  zeigt  sich  gleich  durch 
die  dann  folgende  Bestimmung  [in  49—53]  einer  solchen  Tan- 
gente an  einen  vollständig  gegebenen  Kegelschnitt,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht,  oder  mit  der  Axe  oder  dem  an 
den  Berührungspunkt  gezogenen  Durchmesser  einen  gegebenen 
Winkel  bildet.  Der  Grund  für  diese  Unterlassung  kann  sehr 
wohl  der  sein,  dafs  die  Bestimmung  dieser  Anzahl  durch  die 
Analysis,  welche  zur  Lösung  der  Aufgabe  führt,  so  unmittelbar 
in  die  Augen  fallt,  dafs  es  nicht  nötig  ist  dieselbe  zu  nennen. 
Hierauf  dürfte  wohl  eine  einzelne  Ausnahme  deuten:  Apollonius 
nennt  und  zeichnet  beide  Tangenten  an  eine  Hyperbel,  d.  h. 
einen  Hyperbelast,  von  einem  Punkte,  der  in  demselben  Winkel 
zwischen  den  Asymptoten  liegt  wie  die  Kurve.  Dafs  es  zwei 
solche  giebt,  ist  nämlich  weniger  in  die  Augen  fallend,  als  dafs 
sich  z.  B.  zwei  Tangenten  an  eine  Ellipse  oder  Parabel  von  einem 
aufsiu'halb  liegenden  Punkte  ziehen  lassen,  was  er  nicht  anführt. 
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Die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der  Lösung  wird  an  der 
einzigen  Stelle  angegeben,  wo  eine  solche  nicht  unmittelbar 
in  die  Augen  springt,  nämlich  für  die  Bestimmung  einer  Tan- 
gente an  eine  Ellipse,  welche  mit  dem  Durchmesser  durch  den 
Berührungspunkt  einen  gegebenen  Winkel  bildet.  Apollonius 
schliefst  diese  Bedingung  nicht,  wie  wohl  in  der  Regel  moderne 
Schriftsteller  thun  würden,  an  eine  Diskussion  der  Lösung  der 
Aufgabe  an,  sondern  er  giebt  dieselbe  —  ebenso  wie  z.  B. 
Euklid  die  früher  erwähnte  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der 
Auflösinig  quadratischer  Gleichungen  —  in  Satz  52  vor  der  in 
53  gegebenen  Lösung  der  Aufgabe.  Sein  Beweis  für  die  Be- 
dingung der  M()glichkeit  hängt  indessen  so  eng  mit  der  Lösung 
zusammen,  dafs  diese  Abweichung  von  modemer  Darstellungs- 
weise ohne  jede  sachliche  Bedeutung  ist. 

Da  wir  schon  im  Vorhergehenden  die  Sätze  über  Durch- 
messer und  deren  Sehnen,  die  bei  der  Lösung  der  hier  angeführten 
Aufgaben  benutzt  werden,  erwähnt  haben,  so  liegt  kein  Grund 
vor  bei  anderen  von  diesen  Lösungen  zu  verweilen  als  bei 
der  letzten,  etwas  schwierigeren  Aufgabe,  eine  Tangente  zu 
konstruieren,  welche  einen  gegebenen  Winkel  mit  dem  Durch- 
messer durch  den  Berührungspunkt  bildet;  dieselbe  wird  im 
wesentlichen  ohne  Benutzung  der  gezeichneten  Kurve  gelöst. 
Hierbei  wird  die  Methode  benutzt  eine  Figur  zu  konstruieren, 
welche  der  gesuchten  ähnlich  ist.  Aus  dem  gegebenen  Winkel 
OPX  (Fig.  24  a,  wo  die  Linie  OA'  eine  Axe  ist)  und  dem  durch 

MP^  p 

die  Gleichung  der  Kurve  gegebenen  Verhältnis  -ttäm-  ^ri^f  =  - 

^  ^  ^  GM.  MN        (I 


Fijf.  24  a. 


Fig.  ^24  b. 

8 
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erhält  man  nämlich  auf  folgende  Weise  (Fig.  24  b)  eine  Figur 
0*P'M*N*^  welche  OPMN  ähnlich  ist.  In  einen  beliebigen 
Kreis  wird  die  Sehne  0*N*  so  eingetragen,  dafs  die  Peripherie- 
winkel über  dieser  (in  dem  einen  Segment)  die  gegebene  Gröfse 
besitzen,  welche  z  OPN  haben  soll.  Es  kommt  dann  nur 
darauf  an,  senkrecht  zur  Sehne  0*N*  die  Sehne  P*Q*  so  zu 
ziehen,  dafs 

Das  letzte  Verhältnis  erhält  also  einen  gegebenen  Wert,  und  da 
der  Abstand  des  Punktes  M'  von  der  Mitte  der  Sehne  PQ' 
bekannt  ist,  so  wird  P*M'  auch  bekannt,  und  P*  läfst  sich 
durch  eine  Parallele  zur  0*N*  bestimmen. 


Sechster  Abschnitt 

Apollonius'  drittes  Buch,  1—40,  44  und  53 — 56. 


In  seiner  allgemeinen  Vorrede  vor  dem  ersten  Buch  ^)  sagt 
ApoUonius  über  das  dritte  Buch,  dafs  es  manche  merkwürdige 
Theoreme  enthalte,  welche  nützlich  seien  für  „die  Bestimmung 
und  den  Diorismus  körperlicher  Örter"  {Toirot  arepeoi),  und 
unter  diesen  körperlichen  Örtern,  d.  h.  geometrischen  Ürtem, 
welche  Kegelschnitte  sind,  nennt  er  besonders  „den  Ort  zu  3 
oder  4  Geraden",  der,  wie  er  sagt,  bis  dahin  keine  vollständige 
Behandlung  gefunden  habe  und  auch  nicht  ohne  das,  was  in 
diesem  Buch  gegeben  werde,  vollständig  behandelt  werden  könne. 

Da  uns  durch  die  angedeuteten  Anwendungen,  mit  denen 
wir  uns  in  den  folgenden  Abschnitten  beschäftigen  werden,  ein 
weiterer  Ausblick  über  den  Inhalt  des  dritten  Buches  hinaus 
eröffitiet  wird,  so  erhält  dieses  eine  erhöhte  Bedeutung  als 
Hauptquelle   für   die  Kemitnis    der  weitergehenden   und  nicht 


*)  Vergl.  Anhang  1. 
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unmittelbar  überlieferten  Untersuchungen  der  Griechen.  Aber 
auch  die  Sätze  selbst,  welche  wir  in  dem  Buche  ausdrücklich 
aufgestellt  finden,  verdienen  unser  Interesse  im  höchsten  Grade 
durch  die  Allgemeinheit,  zu  der  sie  sich  erheben;  denn  zum 
gröfsten  Teile  schliefsen  sie  sich  nicht  mehr,  wie  die  im  ersten 
und  zweiten  Abschnitt,  an  solche  besonderen  Linien  wie  Durch- 
messer und  Asymptoten  an,  sondern  sie  nehmen  im  Gegenteil 
dieselbe  Natur  an,  wie  die,  welche  sich  in  der  analytischen 
Geometrie  an  die  Darstellung  durch  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  anschliefsen ,  oder  wie  die,  welche  der  plani- 
metrischen  Behandlung  der  Kegelschnitte  in  der  modernen  pro- 
jektivischen  Geometrie  zu  Grunde  liegen.  Das  gilt  besonders 
von  den  Satzgruppen  des  Buches,  auf  die  wir  in  diesem  Ab- 
schnitt genauer  eingehen  wollen,  und  an  die  sich  die  von  Apol- 
lonius  hervorgehobenen  Anwendungen  geknüpft  haben  müssen. 
Die  in  unserem  vierten  Abschnitt  besprochenen  Umfor- 
mungen und  Erweiterungen  des  Flächensatzes  finden  sich 
in  Satz  1-— 15  des  3teu  Buchs.  Dafs  hierfür  so  viele  Sätze 
notwendig  sind,  wird  dadurch  begreiflich,  dafs  nicht  nur  der 
Hauptsatz,  sondern  auch  seine  schon  genannten  Umformungen 
zu  der  Form  erweitert  werden  müssen,  welche  sie  annehmen, 
wenn  die  verschiedenen  darin  vorkommenden  Punkte  auf 
verschiedenen  Hyperbelästen  liegen,  oder  wenn  die  in  ihnen 
benutzten  Richtungen  von  Geraden  nicht  den  Tangenten  an 
die  Kurve  selbst,  sondern  nur  den  Tangenten  an  die  kon- 
jugierte Hyperbel  parallel  sind.  Eine  eigentliche  Vollständig- 
keit auch  der  Form  nach  wird  übrigens  nur  hinsichtlich  des 
Flächensatzes  selbst  erreicht ;  aber  seine  Umformungen  ge- 
schehen, wie  wir  gesehen  haben,  so  unmittelbar,  dafs  sie 
auch  in  solclien  Fällen  zur  Verfügung  stehen,  wo  ihre  Richtig- 
keit nicht  besonders  nachgewiesen  wird,  ja  Apollonius  benutzt 
sogar  selbst  in  einem  späteren  Beweise  [für  23]  eine  zum 
ersten  Male  in  3  dargestellte  Umformung  in  einem  Falle,  wo 
«n*  die  Richtigkeit  derselben  nicht  ausdrücklich  nachgewiesen 
hat.  Das  einzige,  was  ein  moderner  Leser  in  Betreff  des  Haupt- 
satzes selbst  vermifst,  ist  ein  derartig  zusammenfassendes 
Aussprechen  des  einzelnen  allgemeinen  Satzes,   wie  wir 

s* 
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es  im  vierten  Abschnitt  gegeben  haben,  wenn  der  Beweis  des- 
selben auch  immerhin  in  den  verschiedenen  Fällen  etwas  ver- 
schieden lauten  müfste.  Dafs  Apollonius  indessen  trotz  der  Zer- 
stückelung die  Einheit  im  Auge  gehabt  habe,  geht  teils  daraus 
heiTor,  dafs  er  Sätze  und  Beweise  so  gleichartig  ausdrückt, 
wie  die  Umstände  es  zulassen,  teils  daraus,  dafs  er  hinsichtlich 
des  Hauptsatzes  alle  Fälle  berücksichtigt.  Dasselbe  gilt  —  bis 
auf  eine  miwesentliche  Ausnahme  —  von  den  folgenden,  gleich- 
falls zerstückelten,  allgemeinen  Hauptsätzen,  welche  nunmehi* 
aus  dem  Flächensatze  abgeleitet  werden. 

Der  erste  von  diesen  ist  das  sogenannte  Newtonsche  The- 
orem, oder,  wie  wir  es  im  zweiten  Abschnitt  (S.  53)  genannt 
haben,  der  Potenzsatz.  Wir  sahen,  dafs  schon  Archimedes 
diesen  in  dem  Umfange  als  bekannt  voraussetzen  konnte,  den 
derselbe  annehmen  kann,  wenn  man  nicht  mehr  als  einen 
Hyperbelast  betrachtet.  Apollonius  beweist  denselben,  dehnt 
seine  Gültigkeit  auch  auf  zwei  zusanmiengehörige  Hyperbeläste 
aus,  und  behandelt  specielle  Fälle.  Der  Satz  sagt  aus,  dafs, 
w^enn  man  (Fig.  45)  durch  einen  beliebigen  Punkt  Z 
der  Ebene  Geraden  in  gegebenen  Richtungen  zieht, 
von  denen   ein  Kegelschnitt  die  Sehnen  EK  und  DT 

ZD   ZT 

abschneidet,    das    Verhältnis    vl^    vi^    konstant    ist. 

Derselbe  wird  in  IG — i23  entwickelt. 


Fi^.  :J5. 
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Indem  wir  zuerst,  wie  es  von  Apollonius  in  17  und  bei 
unserer  Figur,  welche  die  gebrauchten  Bezeichnungen  erläutert, 
geschieht,  voraussetzen,  dafs  sich  Tangenten  an  die  Kurve  in 
den  gegebenen  Richtungen  ziehen  lassen,  welches  zutrifft,  wenn 
die  Sehnen  nicht  beide  Hyperbeläste  schneiden,  so  läfst  sich  der 
Beweis  mit  unseren  Bezeichnungen  folgendermafsen  schreiben: 

E^^^  _  ^^'  —  IZ^  _  A  lEM—  A  IZL  _    ZEML 

CA^      ~        CÄ^         ~  AACN  ~  /\ACN' 

und  ebenso  ist 

TZ,ZD        ZDXO 

CB^      "~  ABCP  ' 

Nun  erhält  man,  wenn  man  den  Flächensatz ^)  auf  die 
Punkte  E  und  D  anwendet, 

ZEML  (=  GOEM—GOZL  =  GXDL  —  GOZL) 

=  ZOXD, 
und  wenn  man  denselben  auf  A  und  B  anwendet, 

A  ^CiY(=  AGBN--GBCA  «  /^GPA^GBCA) 

=  ABPC, 

Der  Satz  ist  also  für  diesen  Fall  bewiesen,  da  das  in  dem- 
selben erwähnte  Verhältnis  dem  Verhältnis  zwischen  den 
Quadraten  der  den  Sekanten  parallelen  Tangenten, 
diese  von  ihrem  Schnittpunkt  bis  an  die  Berührungspunkte 
gerechnet,  gleich  wird.  Ist  weder  die  eine  noch  die  andere 
Sekantenrichtung  einer  Tangente  parallel,  so  sieht  man  ganz 
auf  dieselbe  Weise  [in  23],  dafs  das  Verhältnis  dem  zwischen 
den  Quadraten  der  an  die  konjugierte  Hyperbel  ge- 
zogenen Tangenten  gleich  ist.  Ist  endlich  die  eine  Sekante 
einer  Tangente  parallel,  die  andere  nicht,  so  wird  das  Ver- 
hältnis ausgedrückt  durch  dasjenige  zwischen  demQuadrate 
dieser   Tangente,    dieselbe    vom    Berührungspunkte 


*)  Apollonius  wendet  denselben  nicht  unmittelbar  an,  sondern  zuerst  die 
inn  3»«"»  Buch  [3]  und  dann  die  im  3*®«»  Buch  [1]  (vergl.  d.  Anm. 
S.  94)  enthaltene  Umformung.  Um  indessen  nicht  voraussetzen  zu 
müssen,  dafs  der  Leser  diese  Umformungen  seinem  Gedächtnisse  ein- 
jifeprägt  habe,  führe  ich  die  Anwendungen  (durch  die  in  Klammern 
angegebenen  Operationen)  auf  den  Hauptsatz  zurück. 
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bis  zum  Schnittpunkte  mit  dem  Durchmesser  gerech- 
net, der  die  auf  der  anderen  Sekantenreihe  abge- 
schnittenen Sehnen  halbiert,  und  dem  Quadrate  der 
Hälfte  von  der  Sehne  in  dieser  Reihe,  welche  diesen 
Punkt  zur  Mitte  hat.  Der  Beweis  bleibt  der  Hauptsache 
nach  unverändert.  [21]. 

Vor  den  allgemeinen  Sätzen  behandelt  Apollonius  [16,  18—20] 
einige  der  einfticheren  Fälle,  in  denen  die  eine  Sekante  mit  einer 
Tangente  vertauscht  wird.  Dagegen  findet  er  es  für  die  Ellipse 
überflüssig  den  Fall  besonders  zu  behandeln,  wo  die  Sekanten 
einem  Paar  konjugierter  Durehmesser  parallel  sind,  obwohl 
sein  allgemeiner  Beweis  hier  nicht  anwendbar  ist;  aber  der 
Satz  ist  dann  eine  unmittelbare  Folge  der  auf  diese  Durch- 
messer bezogenen  Gleichung  der  Kurve.  Wenn  er  trotzdem 
diesen  Fall  für  die  Hyperbel  [in  22]  behandelt,  so  beruht  das 
vernuitlich  darauf,  dafs  die  minder  gewohnte  Behandlung  der 
beiden  Hyperbeläste  hier  gröfsere  Forderungen  an  seine  Auf- 
merksamkeit stellte  oder  als  etwas  neues  hervorgehoben  werden 
sollte. 

An  die  Anwendungen  des  Potenzsatzes  auf  die  Fälle,  w^o 
die  Sehnen  konjugierten  Durchmessern  parallel  sind,  schliefsen 
sich  noch  einige  Sätze  [24 — 29]^).  Es  mag  wohl  Interesse 
darbieten,  in  den  meisten  von  diesen  den  Zusammenhang  zwi- 


^)  Vielleicht  ist  es  die  Hinzufufrung  dieser  Sätze,  welche  in  Housel 
(Liouville,  !2  Reihe  III,  8.168)  die  wunderhche  Vorstellung  hervor- 
gerufen hat.  dafs  Apollonius  Newtons  Theorem  nur  in  dem  Fall  be- 
weist, wo  die  Koordinatenrichtungen  konjugiert  sind.  Wäre  das  der 
Fall  gewesen,  so  würde  die  Entstehung  des  erwähnten  Theorems, 
welches  jetzt  gerade  durch  seine  grofse  Allgemeinheit  interessiert, 
keinen  Anspruch  auf  sonderliche  Beachtung  haben.  Eine  spätere 
Äufserung  zeigt,  dafs  Housel  die  Sätze,  in  denen  Apollonius  die  um- 
fassenderen Formen  des  Theorems  aufstellt  und  beweist,  als  Hulfssätze 
für  dessen  Beweis  der  engeren  Foim  auffafst,  in  der  er  das  Resultat 
der  Untei-suchung  erblickt.  Wie  unrichtig  diese  Auffassung  ist,  ergiebt 
sich  unter  anderem  daraus,  dafs  eben  diese  engere  Form  sich  als 
Grenzfall  dem  allgemeinen  Beweise  entzieht.  Dafs  die  Alten  dem 
allgemeinen  Satz  Gewicht  beilegten,  sieht  man  auch  daraus,  dafs  der- 
selbe von  Archimedes  in  dem  vollen  Umfange  benutzt  ist,  den  derselbe 
annehmen  konnte,  so  lange  man  nur  einen  Hyperbelast  betrachtete. 
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suchen  konjugierten  Hyperbeln  ausführlicher  behandelt  zu  sehen, 
als  man  jetzt  zu  thun  pflegt,  aber  dieselben  haben  doch  geringere 
Bedeutung  und  sind  weniger  vollständig  als  die  übrigen  Sätze 
und  Satzgruppen  des  dritten  Buchs.  Daher  liegt  es  nahe  die- 
.Si4ben  als  Hülfssätze  zu  betrachten,  welche  bei  der  Bestimmung 
geometrischer  Örter,  wozu  das  Buch  im  ganzen  nützlich  sein 
soll,  benutzt  werden  sollen.  In  dieser  Vermutung  bin  ich  be- 
stärkt worden,  während  ich  den  Versuch  machte,  diesen  Be- 
stimmungen von  ()rtern  nachspüren.  Darüber  werde  ich  nn 
nächsten  Abschnitt  berichten,  und  da  ich  dort  Gelegenheit 
finden  Averde  die  Sätze  anzuführen,  so  übergehe  ich  dieselben 
an  dieser  Stelle. 

Von  viel  gröfserer  Bedeutung  als  diese  letzteren  sind  die- 
jenigen Sätze,  welche  in  30—40  wieder  aus  dem  Flächensatze 
abgeleitet  w^orden,  und  die  sich  in  den  beiden  Hauptsätzen 
zusammenfassen  lassen,  welche  in  der  modernen  Theorie  der 
Polaren  Punkte  der  Polare  eines  äufseren  oder  inneren  Punktes 
bestimmen.  Die  erste  dieser  beiden  Bestimmungen  ist  in  dem 
Satze  enthalten,  dafs,  wenn  man  von  einem  Punkte  eine 
Sekante  und  zwei  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt 
zieht,  die  von  der  Sekante  abgeschnittene  Sehne 
durch  den  Punkt  und  den  Durchschnittspunkt  mit 
der  Berührungssehne  harmonisch  geteilt  wird. 

Der  allgemeine  Beweis  für  diesen  Satz,  der  bereits  im 
ersten  Buch  für  den  Fall  bewiesen  ist,  wo  die  Sekante  ehi 
Durchmesser  ist,  wird  [in  37]  auf  folgende  Weise  geführt. 

Es  werden  —  wie  in  Fig.  26,  wo  der  Umstand,  dafs  CI 
eine  Axe  ist,  unwesentlich  ist  —  die  durch  den  gegebenen 
Punkt  C  und  den  einen  Berührungspunkt  A  gehenden  Durch- 
messer CT  und  AI  gezogen,  und  um  den  Flächensatz  benutzen 
zu  können  werden  durch  die  Endpunkte  I)  und  Z  der  abge- 
schnittenen Sehne  Linien  in  den  diesen  beiden  Durchmessern 
konjugierten  Richtungen  gezogen,  und  diese  Linien  werden  ver- 
längert bis  sie  denjenigen  der  beiden  Durchmesser  schneiden, 
dem  ihre  Richtungen  nicht  konjugiert  sind  (die  Linien  1)S 
und  VF,  sowie  ZK  und  ZR),  Aus  der  Figur  ergiebt  sich 
dann,  dafs 


CZ*  __  ACLM 
CD' 


ARZM  _  CLZR 

ACXO  ~  APDO  ~  CXDP  ■ 


Wendet  man  nun  den  Flächensatz')  auf  die  Punkte  Z 
und  A  an,  so  ist 

CLZn  (=  CLKI—ZKIR  —  CLKI~AIC)  =  ALKA. 
und  auf  dieselbe  Weise  erhält  man 

CXDP  —  AXNA. 
Folglich  wird 

CZ*  __  ALKA        AIA_  _  EZ* 
CDi  "  A  XNA        AX'  ~  F.D^  ' 
Der  Satz  ist  also  bewiesen. 

Den  zweiten  Hauptsatz  können  wir  leicht  an  dieselbe  Fig.  26 
anschliefsen,  in  der  S  die  Mitte  der  Sehne  AB  bezeichnet  und 
CT  parallel  der  AB  ist.    Man  erhält  dann  nämlich  mittels  des 


')  Apollonius  Wendel  diesen  nicht  unmillelbAr  an,  sondern  die  im  dritlen 
Buch  [2]  enthallene  Umformung,    An  dieser  Stelle  sind  die  Citate  iu 

Hatleys  Ausgalie  wider  Gewohnheit  nicht  ganz  genau. 
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bewiesenen  Satzes,  dafs  ZS  durch  den  anderen  Endpunkt  U  der 
Sehne  DO  geht,  und  dafs  *S  und  T  die  Sehne  ZU  harmonisch 
teilen.  Da  Z  ein  beliebiger  Punkt  der  Kurve  sein  kann,  so 
wird  die  Polare  CT  des  inneren  Punktes  S'  durch  dieselbe 
harmonische  Eigenschaft  charakterisiert  wie  die  Polare  des 
Tiufseren  Punktes.  Apollonius,  der  keinen  der  Ausdrücke  „har- 
monisch** oder  „Polare"  benutzt,  beweist  diesen  zweiten  all- 
gemeinen Hauptsatz  in  38,  wo  man  indessen  statt  der  hier 
angedeuteten  Anwendung  des  vorhergehenden  Satzes  37  eine 
—  auch  nur  angedeutete  —  Wiederholung  des  Beweises  für 
diesen  Satz  findet. 

Die  übrigen  Sätze  derselben  Gruppe  [30 — U)]  rühren  teils 
davon  her,  dafs  wie  gewöhnlich  besondere  Rücksicht  auf  solche 
Fälle  genommen  wird,  wo  die  Punkte  auf  verschiedenen  Ästen 
derselben  Hyperbel  liegen,  teils  auch  rühren  sie  von  der  be- 
sonderen Behandlung  solcher  Grenzfalle  her,  wo  der  eine  der 
vier  hannonischen  Punkte  sich  bis  ins  Unendliche  entfernt,  und 
der  ihm  zugeordnete  die  Mitte  zwischen  den  beiden  letzten 
wird,  oder  wo  der  gegebene  Punkt  auf  einer  Asymptote  liegt. 
Diese  Grenzfalle  liefsen  sich  nach  griechischer  Darstellungsweise 
der  Form  nach  nicht  in  den  allgemeinen  Sätzen  miteinbegreifen. 
Dafs  Apollonius  dennoch  ihre  Bedeutung  als  Grenzfalle  von 
diesen  vollkommen  richtig  aufgefafst  hat,  sieht  man  aus  der 
Art  und  Weise,  wie  dieselben  in  dieser  Satzgruppe  angebracht 
werden. 

Zur  Theorie  der  Polaren  gehört  noch  der  Satz  44,  wel- 
cher aussagt,  dafs  die  Polare  eines  äufseren  Punktes  mit  Be- 
ziehung auf  eine  Hyperbel  zwei  von  den  Linien  parallel  ist, 
welche  die  Schnittpunkte  zwischen  den  vom  Punkt  aus  gezo- 
genen Tangenten  und  den  Asymptoten  mit  einander  verbinden. 
Dieser  Satz  ist  von  den  übrigen  Sätzen  über  Polaren  getrennt, 
weil  für  seinen  Beweis  der  erst  in  43  bewiesene  Satz  l)enutzt 
wird,  dafs  eine  bewegliche  Tangente  einer  Hyperbel  auf  den 
Asymptoten  Stücke  abschneidet,  welche,  vom  Mittelpunkt  aus 
gerechnet,  ein  Rechteck  von  konstantem  Inhalt  bilden. 

Der  letzgenannte  Satz  gehört  zu  einer  kleinen  Satzgruppe 
41 — 43,  welche  in  keiner  anderen  als  der  hier  angefühiien  Ver- 
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bindung  mit  dem  früheren  Inhalt  des  Buches  steht,  die  aber  eine 
besondere  Aufmerksamkeit  verdient,  da  sie  das  giebt,  was  wir 
mit  einem  modernen  Namen  die  Erzeugung  der  verschiedenen 
Kegelschnitte  durch  eine  bewegte  Gerade  nennen  können. 

Da  sich  auf  anderem  Wege  nachweisen  läfst,  dafs  die 
Alten  wirklich  eine  mit  diesem  Namen  stimmende  Anwendung 
von  diesen  Sätzen  gemacht  haben,  während  die  übrigen  Sätze 
des  dritten  Buchs  es  vorzugsweise  mit  den  Kegelschnitten  als 
Erzeugnissen  von  Punkten  oder  als  Örtern  für  Punkte  zu  thun 
haben,  so  wollen  wir  die  genauere  Besprechung  dieser  kleinen 
Satzgruppe  bis  zu  einem  späteren  (dem  15ten)  Abschnitt  ver- 
schieben, wo  wir  dieselbe  mit  ihren  Anwendungen  in  Verbin- 
dung setzen  können. 

Ebenso  wollen  wir  die  nächste  Satzgruppe  45 — 52,  welche 
die  einfachsten  Eigenschaften  der  Brennpunkte  der  Ellipse 
und  Hyperbel  enthält,  und  die  in  keiner  anderen  Verbindung 
mit  dem  übrigen  Inhalt  des  Buchs  steht,  als  dafs  sie  auf  dem 
von  allen  übrigen  Sätzen  des  Buchs  unabhängigen  Satze  42 
aufgebaut  ist,  in  einem  besonderen  Abschnitt  (dem  IGten)  über 
die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  besprechen. 

Ich  habe  den  Eindruck  empfangen,  als  ob  diese  beiden 
Satzgruppen  zunächst  nur  deshalb  ihren  Platz  im  dritten  Buch 
gefunden  haben,  weil  sich  kein  anderer  und  passenderer  Platz 
für  sie  darbot,  indem  dann  die  hier  erwähnte  Verbindung 
zwischen  einem  einzelnen  Satze  [43]  und  dem  übrigen  Inhalt 
des  Buchs  als  Veranlassung  benutzt  ist  auch  die  übrigen  mit- 
zunehmen. Zugleich  scheint  mir  der  Umstand,  dafs,  wie  wir 
sehen  werden,  in  diesen  Gruppen  in  wenigen  Sätzen  ohne  Um- 
schweife die  einfachsten  und  deshalb  wichtigsten  Eigenschaften 
mitgeteilt  w^erden,  dai'auf  hinzudeuten,  dafs  hier  nicht  die  Ab- 
sicht ist  etwas  Neues  geltend  zu  machen,  sondern  einige  be- 
kannte aber  wichtige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zusammen- 
zustellen. 

Dagegen  mufs  ich  vorläufig  den  Versuch  aufschieben  zu 
erklären,  weshalb  die  Satzgruppe  53 — 56  bis  an  den  Schlufs 
des  Buchs  geschoben  ist.  Ihrem  Inhalt  nach  schliefst  dieselbe 
sich  nämlich   ganz  an  die  ersten  Satzgruppen  des  Buchs,  den 
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Flächensatz,  den  Potenzsatz  und  die  Sätze  über  Polaren  an, 
indem  sie  die  Kegelschnitte  als  geometrische  Örter 
für  die  Durchschnittspunkte  zwischen  den  sich  ent- 
sprechenden Strahlen  von  zwei  projektivischen  Bü- 
scheln behandelt.  Diese  Grundlage  füi*  die  Bestimmung  der 
Kegelschnitte  als  geometrischer  Örter  in  der  modernen  projek- 
tivischen Geometrie  wird  in  der  That  in  voller  Allgemeinheit 
bewiesen,  doch  so,  dafs  die  Projektivität  der  Büschel  auf  eine 
bestimmte  Weise  ausgedrückt  wird,  nämliqh  durch  die  einfache 
Relation,  welche  zwischen  den  Punktreihen  stattfindet,  die  sie 
auf  Linien  bestimmen,  welche  durch  jeden  Scheitelpunkt  der 
Büschel  parallel  zu  der  Tangente  im  anderen  gezogen  sind; 
aber  diese  bestimmte  Art  die  Projektivität  auszudrücken  kann 
es  allerdings  mit  sicli  gebracht  haben,  dafs  die  Anwendbarkeit 
viel  geringer  wurde  als  jetzt,  wo  man  in  den  Worten:  die 
Büschel  sind  projektivisch,  alle  die  projektivischen  Eigenschaften 
ausdrückt,  welche  die  moderne  Geometrie  als  bekannt  voraus- 


»:?\.»  i.#^i.. 


Es  seien  Ä  und  C  (Fig.  27)  die  festen  Punkte,  AB  und  CB 
die  Tangenten  in  denselben  und  CP  und  AQ  Parallelen  zu 
diesen;  ferner  sei  M  ein  beweglicher  Punkt  des  Kegelschnittes, 
welcher  durch  AMP  und  CMQ  mit  den  festen  Punkten  ver- 
bunden wird.  Dafs  die  von  diesen  Linien  gebildeten  Büschel, 
in  denen  die  Tangenten  der  Linie  ^C  so  entsprechen,  dafs  P 
auf  C  tallt,  wenn  Q  sich  bis  ins  Unendliche  entfernt,  und  Q 
auf  A  fällt,  wenn  P  sich  bis  ins  Unendliche  entfernt,  proje^k- 
tivisch  sind,  läfst  sich  dann  ausdrücken  durch 

CP ,  AQ  ==^  constans. 

Diese  Relation  beweist  Apollonius  in  54  für  den  Fall,  wo 
die  Kurve  eine  Ellipse,  eine  Parabel  oder  ein  einzelner  Hyper- 
belast ist,  in  55  für  den,  wo  A  und  C  jeder  auf  einen  von 
zwei  zusammengehörigen  Hyperbelästen  fallen,  w^ährend  M  sich 
auf  einem  derselben  bewegt,  und  in  5()  für  den  Fall,  wo  A 
und  C  auf  dem  einen  Hyperbelast  liegen,  während  3/  sich  auf 
dem  anderen  bewegt. 

Der  Hauptsaclie  nach  ist  der  Beweis  folgender.  Wenn 
man  durch  M  die  Sehne  MN  parallel  AC  zieht  und  diese  die 
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Fig.  •il. 


Tangenten  in  S  und  H  schneidet,  so  wird  Ä-V  =  MS,  weil 
der  Schnittpunkt  mit  dem  Durchmesser  der  parallelen  Sehnen 
die  gemeinsame  Mitte  für  SR  und  My  ist.  Das  nach  dem 
RC*_ 
'  RN.RM  ' 

man  zugleich  die  ähnlichen  Dreiecke  der  Figur  benutzt,  folgendcr- 
mafsen  umformen : 


Potenzsatz  konstante  Verhältnis 


r  läfst  sich  also,  indem 


RC* 
RN.RM  ' 


RC*  BC     SA^ 

WS.RM  ^  BA'  MS 
_  BC_    CP.ÄQ 
~  BA  '     AC* 


RC 
RM 


Bezeichnet   man   den    konstanten  Wert   dieses  Ausdrucks 
mit  X,  so  erhält  man 

CP.AQ  =  ^.x.AC*, 
und  der  Satz  ist  dann  bewie§en. 

Der  konstante  Wert  erhält  einen  mehr  symmetrischen  Aus- 
druck, wenn  man  den  Wert  einführt,  der  nach  dem  Potenz- 
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satz  X  zukommt.     Dieser  ist,  wenn  wie  in  Fig.  27  der  Durch- 
messer BG  der  Sehne  AC  die  Kurve  in  E  schneidet, 

_  FC^  _    EG^    BC^  _  EG^     BC* 
"^  ~  T&  ""  BW '  GC^  ""  BW  '  JÄC^ ' 

wodurch  man  erhält: 

CP,AQ  =  A-g^,BA.BC. 

Diesen  Ausdruck  —  oder  richtiger  den  darin  einbegriffenen 

für  — . '         —  findet  Apollonius  in  54  und  56. 

In  55  dagegen,  wo  BG  die  Kurve  nicht  schneidet,  zieht 

man  durch  B  eine  Parallele  zur  Sehne  AC,  welche  in  diesem 

Falle  die  Kurve  schneiden  mufs,  da  AC  beide  Aste  schneidet. 

Ist  H  der  Schnittpunkt  der  Parallelen  mit  einem  der  Aste,  so 

wird  der  Ausdruck  für  x,  wie  wir  beim  Potenzsatze  bemerkt 

haben, 

_   BC^ 

"^ ""  Bm ' 

und  dann  erhält  man 

CI\AQ  =  ^-^j^.AC^. 

Apollonius'  Entwicklung  weicht  aufser  in  der  Form  der 
Darstellung  von  der  hier  gegebenen  eigentlich  nur  dadurch  ab, 
dafs  die  hier  benutzten  Ausdrücke  für  x  gleich  eingeführt  werden. 

In  dem  den  allgemeinen  Sätzen  vorangehenden  Satz  53 
wird  der  einfache  Fall  besonders  behandelt,  wo  die  Sehne  AC 
ein  Durchmesser,  die  KuiTe  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist. 
In  diesem  Falle  läfst  sich  der  Beweis  ohne  Benutzung  des 
Potenzsatzes  allein  mit  Hülfe  der  Gleichungen  für  die  Kurve 
durchführen. 

Dieser  Satz  53  ist,  ebenso  wie  42,  einer  von  den  wenigen,  in 
denen  gleich  auf  die  aus  zwei  zusammengehörigen  Hyperbelästen 
zusammengesetzte  Kurvte  Rücksicht  genommen  wird,  eine  Rück- 
sicht, die  im  übrigen  so  einfach  ist,  dafs  sie  nicht  im  Beweise 
erwähnt  zu  werden  braucht,  wo  der  bewegliche  Punkt  docli 
nur  als  einem  Hyperbelast  zur  Zeit  angehörig  betrachtet  wird. 
Für  moderne  Leser  ist  es  viel  eher  auffallend,  dafs  gesagt  wird. 
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der  Satz  gelte  aufser  für  zusammengehörige  Hyperbeläste  auch 
für  eine  einfache  Hyperbel  (d.  h.  einen  Hyperbelast);  aber  man 
mufs  bedenken,  dafs  man  auch  für  einen  solchen  den  Punkt 
eines  Durchmessers,  der  in  Wirklichkeit  auf  dem  anderen  Hy- 
perbelast liegt,  als  einen  Endpunkt  bezeichnet,  und  was  die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  betrifft,  so  werden  diese  in 
diesem  Satz  und  in  42  nur  als  in  der  Richtung  der  zum  Durch- 
messer gehörenden  Ordinaten  gezogen  bezeichnet.  Die  Sätze  be- 
ginnen nämlich  folgendermafsen :  Wenn  man  in  einer  Hyperbel, 
einer  Ellipse,  einem  Kreise  oder  in  entgegengesetzten  Schnitten 
(d.  h.  zusammengehörigen  Hyperbelästen)  von  den  Endpunkten 
eines  Durchmessers  Parallelen  zu  dessen  Ordinaten  zieht  .... 


Siebenter  Abschnitt. 

„Der  Ort  zu  drei  oder  vier  Geraden". 


Wie  wir  gesehen  haben,  soll  Apollonius'  drittes  Buch  den 
Schlüssel  zu  der  antiken  Bestimmung^)  „der  Örter  zu  drei 
oder  vier  Geraden**  enthalten,  und  man  darf  nicht  unterlassen 
das  Mittel,  welches  diese  Mitteilung  über  die  Absicht  und 
Bedeutung  der  aufgestellten  Sätze  giebt,  zu  benutzen  um  ein 
tieferes  Verständnis  der  Arbeit  und  der  Betrachtungsarten, 
welche  der  griechischen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  ihre  Ent- 
wicklung verliehen  haben,  und  der  Bedeutung  der  Resultate, 
welche  dieselbe  erreicht  hat,  zu  gewinnen. 

„Der  Ort  zu  vier  Geraden",  von  dem  der  Ort  zu  drei 
Geraden  ein  specieller  Fall  ist,  ist^)  der  geometrische  Ort 


^)  In  der  Vorrede  wird  eigentlich  die  Synthesis  der  Örter  genannt, 
d.  h.  die  synthetische  Darstellung  der  Beschaffenheit  der  geo- 
metrischen örter  und  ihrer  genaueren  Bestimmung  durch  die  gegebenen 
Stucke;  aber  die  Voraussetzung  für  diese  Darstellung  ist  die  Kenntnis 
der  Bestimmung  selbst  —  und  diese  ist  es,  welche  uns  inter- 
essiert. 

^)  Pappus,  Ausgabe  von  Hultsch,  S. B78;  mitgeteilt  in  unserem  Anhangt. 
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für  die  Punkte,    deren  Abstände  x^  y,  z^  u   von   vier 
geraden  Linien  der  Gleichung 

JCZ 

—  =  constans 


l/u 

genügen.    (Von  diesen  Linien  wollen  wir  x  =  0  und  ^  =  0 
gegenüberliegende  nennen,  ebenso  y  =  0,  w  =  0). 

Die  Abstände  werden  nicht  nur  auf  den  auf  die  Geraden 
gefällten  Senkrechten  gemessen,  sondern  auch  allgemeiner  auf 
Schiefen,  die  in  gegebenen  Richtungen  gezogen  sind,  was  übri- 
gens, wenn  gleichzeitig  die  Konstante  sich  entsprechend  ver- 
ändert, keine  andere  Bestimmung  des  Ortes  liefert. 

Wir  werden  bald  zeigen,  welche  Lösung  dieser  Aufgabe 
Apollonius  wahrscheinlich  kannte  und  —  wie  er  sagt  —  durch 
die  Verbesserungen  der  Theorie,  welche  er  in  seinem  dritten 
Buche  einführte,  vervollständigte ;  aber  zuerst  wollen  wir  einigen 
falschen  Auffassungen  entgegentreten,  die  ebenso  wie  ein  früher 
erwähntos  Mifsverständnis  ihren  stärksten  Ausdruck  bei  Des- 
cartes  gefunden  und  sicherlich  das  Ihrige  dazu  beigetragen 
haben,  dafs  man  sich  auch  später  so  wenig  bemühte  den 
Mitteln  der  Alten  zur  Bestimmmig  von  (Mem  nachzuspüren. 

Aus  Äufserungen  in  der  Vorrede  geht  imzweifelhaft  hervor, 
dafs  Apollonius  eine  vollständige  Lösung  besafs.  Da  Apollonius, 
so  weit  mir  bekannt,  sich  nirgendwo  auf  mathematischem  Ge- 
biete als  unzuverlässig  erweist,  so  verdient  er  volles  Vertrauen, 
und  zu  seinen  Worten  stimmen  auch  die  —  dem  Apollonius 
nicht  freundlich  gesinnten  —  Äufserungen  des  Pappus  in  der 
Einleitung  zum  7ten  Buch  *).  Er  sagt  nämlich  in  vollkommenster 
Übereinstimnmng  mit  Apollonius'  eigenen  Äufserungen,  dafs 
dieser  selbst  die  Aufgaben  allein  durch  die  Sätze,  die  zu 
Euklids  Zeit  bekannt  waren,  nicht  vollständig  hätte  lösen 
können.    Descartes,  der  diese  Worte  so  verstanden  hat,  als 


')  Vergl.  Anhang  :2.  Dasselbe,  was  wir  hier  geltend  machen,  wird  auch 
von  Heiberg  hervorgehoben  (LiUerargeschichtiiche  Studien  über  Eukhd. 
S.  84—85). 
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ob  Apollonius  die  Lösung  der  erwähnten  Aufgabe  überhaupt 
nicht  vollendet  habe,  bemerkt  femer*),  dafs  Pappus  sage,  der 
geometrische  Ort  werde  ein  Kegelschnitt.  Aber,  fahrt  er  fort, 
Pappus  läfst  sich  nicht  darauf  ein  diesen  Kegelschnitt  zu  be- 
stimmen oder  zu  beschreiben.  Wunderlich  genug  gelangt  Des- 
cartes  durch  diese  Worte,  welche  augenscheinlich  dazu  bestimmt 
sind  die  Vorzüge  der  neuen  Methode,  der  analytischen  Geo- 
metrie, zu  zeigen,  gerade  dahin  der  alten  Geometrie  einen 
der  wichtigsten  dieserVorzüge  beizulegen  um  ihr  dagegen  solche 
abzusprechen,  welche  sie  jedenfalls  vor  s(4ner  eigenen  Behand- 
lung derselben  Aufgabe  vorausgehabt  haben  mufs.  Einer  der 
grofsen  Vorteile  der  analytisch-geometrischen  Bestimmung  eines 
geometrischen  Ortes  ist  nämlich  die  Leichtigkeit,  mit  der  sie 
zeigt,  dafs  dieser  Ort  eine  Gerade,  ein  Kegelschnitt  u.  s.  w.  ist, 
während  die  genauere  Bestimnmng  der  gefundenen  Linie  mit 
mehr  Schwierigkeit  verbunden  ist.  Bei  der  Benutzung  von 
Methoden,  die  einen  geringeren  Grad  von  Allgemeinheit  besitzen, 
wird  dagegen  der  Nachweis,  dafs  eine  Kurve  ein  Kegelschnitt 
ist,  direkter  darauf  ausgehen  zu  zeigen,  dafs  dieselbe  mit 
einem  vollkommen  bestimmten  Kegelschnitt  zusammenfallt.  Was 
nun  Descartes'  eigene  fernere  Bestimmung  desselben  gometri- 
schen  Ortes  betrifft,  so  begnügt  er  sich  damit  ein  Paar  konju- 
gierter Durchmesser  und  die  Form  zu  finden,  \velche  die  Glei- 
chung durch  Beziehung  auf  diese  annimmt.  Dadurch  ist  die 
Kurve  allerdings  bestimmt,  aber  nur  weil  man  dann  auch  weifs, 
dafs  die  Gleichung  der  Kurve  dieselbe  Form  durch  Beziehung 
auf  ein  Paar  rechtwinkliger  Axen ,  die  sich  dann  auch  bestim- 
men lassen,  behält.  Für  diese  letztere  Bestinnnung,  welche, 
wie  aus  der  elementaren  analytischen  Geometrie  bekannt  ist, 
den  schwierigsten  Teil  der  Bestimmung  eines  durch  die  allge- 
meine Gleichung  zweiten  Grades  gegebenen  Kegelschnittes  aus- 
macht, giebt  Descartes  in  seiner  Geometrie  keine  Anleitung, 
sondern  er  bezieht  sich  ganz  einfach  auf  Apollonius.  Dazu  ist 
er  selbstverständlich  vollkommen  berechtigt,   aber  seine  herab- 


^1  Geonietria,  Ausgabe  von  van  Schonten,  S.  10. 
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setzenden  Bemerkungen  über  die  Geometrie  der  Alten  werden 
dadurch  noch  unbilliger. 

Wie  Descartes  die  Beweise  dafür,  dafs  Apollonius  wirklich 
die  erwähnte  Aufgabe  gelöst  hat,  übersehen  haben  kann,  wird 
übrigens  dadurch  erklärlich,  dafs  Apollonius  seine  Lösung  nicht 
ausdrücklich  mitteilt,  und  dieser  Umstand  mag  auch  auflfallend 
erscheinen.  Ich  vermag  denselben  nicht  anders  als  dadurch 
zu  erklären,  dafs  er  angenommen  hat,  die  Bestimmung  eines 
geometrischen  Ortes,  selbst  wenn  derselbe  ein  Kegelschnitt 
wird,  gehöre  nicht  in  ein  systematisch  und  synthetisch  dar- 
gestelltes Werk  über  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte.  Der 
Beweggi'und  liierfür  kann  wiederum  der  gewesen  sein,  dafs 
die  Lehre  von  der  Bestimmung  der  Örter  weitläufig  genug 
war  um  ein  ganzes  selbständiges  Werk  zu  füllen.  Für  die 
Richtigkeit  dieser  Erklärung  spricht  der  Umstand,  dafs  kein 
Theorem  bei  Apollonius  direkt  aussagt,  dafs  ein  gewisser  geo- 
metrischer Ort  ein  Kegelschnitt  sei,  wenn  dieselben  auch  oft 
Oiistheoreme  .sind,  insofern  sie  zeigen,  dafs  umgekehrt  alle 
Punkte  eines  Kegelschnittes  eine  gewisse  Eigenschaft  haben. 
Hier/u  stinnnen  ferner  die  ältesten  bekannten  Titel  für  Werke 
über  Kegelschnitte,  nämlich  Euklids  vier  Bücher  über  „Kegel- 
schnitte" im  Gegensatz  zu  Aristäus  fünf  Büchern  über 
-körperliche  Orter".  Das  erste  von  diesen  ist  nach  Pap- 
pus*  Bemerkung  (vergl.  Anhang  2)  durch  Apollonius'  vollstän- 
digeres Werk  ersetzt.  Das  zweite  hat,  nach  seinem  Platze 
in  Pappus'  wohlgeordnetem  Verzeichnisse  von  Werken,  die  zu 
der  antiken  analytischen  Geometrie M  gehörten,  um  eine  Stufe 
höher  gestanden  —  wc^m  es  auch  vor  den  hier  erwähnten 
Lelu'büchern  der  Kegelschnitte  geschrieben  worden  ist  — ,  und 
auf  Grund  der  Übereinslinnnung  seines  Titels  mit  dem  von 
Apollonius*  ebenen  Ortern  mufs  man  annehmen,  dafs  es  geo- 
metrische  Ort(*r  behandelt  hab(^   welche  Kegelschnitte  werden. 


^)  Aus^j^abo  von  Hultsch.  S.  6!M).  Viviani  ist  l)ei  seinem  Vei-suclie  die 
verlorene  Schrift  des  Aristäus  wiederherzustellen  von  derselben 
allere  nie  inen  AulTassunir  ihres  Inhaltes  ausgegangen,  die  hier  geltend 
U'eniacht  wird. 
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Das  stimmt  auch  zu  Pappus'  Aufserungen  über  die  angeführten 
Bücher.  Wenn  nämlich  Pappus,  zu  dessen  Zeit  iVristäus'  Werk 
noch  existierte,  sagt*),  dafs  Euklid  weder  (dem  noch  lebenden) 
Aristäus  zuvorkommen  (nämlich  mit  Beziehung  auf  mögliche 
weiten?  Entdeckungen)  noch  einen  neuen  Grund  für  dieselbe 
Lehre  legen  wolle,  so  folgt  hieraus,  dafs  Euklid  in  seinem  Werke 
ein  anderes  Ziel  verfolgte  als  Aristäus;  denn  bezweckte  sein 
Werk  dasselbe  wie  das  des  Aristäus,  so  nmfste  er  ja  eben  die 
Absicht  haben  auf  diesem  Gebiete  etwas  besseres  hervorzu- 
bringen als  das,  was  bereits  vorlag.  Pappus  mufs  also  meinen, 
dafs  Euklid,  der  ebenso  wie  Apollonius  die  allgemeine  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  behandelte,  dieselbe  mit  Beziehung  auf 
den  Punkt,  auf  den  es  liier  ankommt,  nicht  weiter  führte  als 
notwendig  war  um  Aristäus'  unvollständige  Bestimmung  „des 
Oils  zu  drei  oder  vier  Geraden'*  zu  begründen  oder  synthetisch 
darzustellen;  dessen  Werk  ist  also  nicht  eine  allgemeine  Lehi-e 
von  den  Kegelschnitten  gewesen,  sondern  hat  in  Übereinstim- 
mung mit  seinem  Namen  nur  die  zu  dieser  Lehre  gehörenden 
Bestimnumgen  geometrischer  Ort  er  behandelt^). 


')  Ausgabe  von  Hultsch,  S.  676  (unser  Anhang  2).  Meine  Auffassung  der 
Worte  stimmt  mit  der  ul)erein,  welche  Heiberg.  Litte  rargeschicht- 
liche Studien  über  Eukhd,  S.  84—86,  geltend  gemacht  hat  und  woraus 
er  sicherlich  mit  Recht  schlielst,  dal's,  wie  Apollonius  sagt,  die  älteren 
Lösungen  der  Aufgaben  über  „Örter  zu  drei  und  vier  Geraden"  nicht 
vollständig  waren. 

')  Mit  Rücksicht  darauf,  dafs  nicht  nur  Apollonius  seinen  Tadel  allein 
gegen  Euklid  richtet,  sondern  auch  Pappus  bei  „dem,  der  zuerst 
darilber  schrieb",  an  Euklid  zu  denken  scheint,  kann  man  vielleicht 
an  meiner  Berechtigung  zweifeln,  die  teilweise  Bestimmung  des  Orts 
zu  vier  Geraden  auf  Aristäus  zurückzuführen.  Dieser  Zweifel  würde 
indessen  die  Hauptsache,  nämlich  die  Begrenzung  der  älteren  Bestim- 
mung und  die  Art,  wie  die  Bestimmung  ausgeführt  wird,  gar  nicht 
treffen.  Unsere  im  Folgenden  gegebenen  Erklärungen  werden  auch 
dann  ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn  Pappus  nur  meint,  dafs  Euklids 
Bestimmung  unvollständig  sein  mufste,  weil  er  dieselbe  allgemeine 
Auffassung  der  Kegelschnitte  benutzte,  die  Aristäus  bei  anderen  ähn- 
lichen Bestimmungen  von  Örtern  anwandte.  Das  oben  aufgestellte 
Verhältnis  zwischen  Euklid  und  Aristäus  lafst  sich  doch  gewifs  noch 
festhalten,  wenn  man  beachtet,  dafs  das,  wovon  bei  Euklid  die  Rede 
ist,  die  Synthesis  des  Orts  oder  die  synthetische  Darstellung    von 
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Indessen  bleibt  es  doch  auffallend,  dafs  Apollonius  auch 
nicht  die  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden  entspre- 
chende theoretische  Umkehrung  des  Satzes  mit  aufge- 
nommen hat,  dafs  jeder  vorgelegte  Kegelschnitt  —  und 
zwar  in  Beziehung  auf  jedes  einbeschriebene  Viereck  — 
die  Eigenschaften  besitzt,  welche  den  Ort  zu  vier  Geraden  cha- 
rakterisieren. Der  Grund  mag  wohl  der  sein,  dafs  u)an,  m 
Anspruch  genommen  von  der  gröfseren  Beschwerlichkeit,  welche 
die  Bestinunung  des  Orts  verursacht  hat,  den  theoretischen 
Satz  nur  als  Appendix  zu  dieser  betrachtet  hat.  Aus  der 
Natur  der  Sache  und  allen  vorliegenden  Angaben  geht  hervor, 
dafs  derselbe  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  ein  Durchgangsglied 
wai*  und  jedenfalls  denen  nicht  unbekannt  gewesen  ist,  welche 
sich  auf  eingehende  Weise  mit  dem  Ort  zu  vier  Geraden  be- 
schäftigt haben.  Ist  dereelbe  also  bekannt  gewesen,  und  zwai* 
teilweise  dem  Aristäus  und  Euklid  und  vollständig  dem 
Apollonius,  so  ist  der  Name  Theorem  des  Pappus,  den 
C4hasles  demselben  gegeben  hat,  nicht  zutreffend  —  um  so 
weniger,  als  auch  Pappus  nur  die  Bestimmung  des  Orts  und 
nicht  das  umgekehrte  Theorem  erwähnt.  Wir  werden  dasselbe 
<leshalb  in  der  Folge  den  Satz  vom  e[inbeschriebenen 
Viereck  nennen. 

Wenn  man  nun  nach  allen  vorliegenden  Erläuterungen, 
namentlich  nach  den  von  Pappus  bestätigten  Worten  des 
Apollonius  in  der  Vorrede,  eine  Wiederherstellung  der  antiken 
Bestinunung  des  Orts  zu  vier  Geraden  unternimmt,    so  mufs 


(lesr>en  Bestimmung  ist.  Aristäus  hat  dann  vielleicht  die  Bestimmung 
des  Orts  analytisch  bis  zu  einem  Satze  zunlckgeführt,  den  er  von  der 
allgemeinen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  her  als  hekannt  voraus- 
setzte; nach  der  Auffassung,  die  im  Folgenden  geltend  gemacht  wird, 
innfste  dies  der  Potenzsatz  sein.  Waren  dieser  und  die  zugehörigen 
Bestimnnmgen  damals  vollständig,  so  wie  sie  es  hei  Apollonius  sind, 
so  wurde  Aristäus'  Analysis  auch  vollständig  sein  und  die  Mittel  zur 
synthetischen  Bestimmung  des  Orts  würden  vorliegen.  Deshalb  hält 
sich  Apollonius  an  Eukhd  als  denjenigen,  hei  dem  man  das  vennifst. 
was  an  der  vollständigen  Bestimmung  fehlt.  Dafs  Euklid  etwas  junger 
ist  als  Aristäus,  ist  im  übrigen  Grund  genug  dafür,  dafs  Apollonius  als 
Vertreter  des  Standpunktes,  über  den  er  selbst  zunächst  sich  erhebt, 

den  ersteren  nennt. 

9* 
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dieselbe  einer  doppelten  Forderung  genügen:  sie  niufs  sich  vor 
Apollonius'  Zeit  teilweise  haben  ausführen  lassen,  und  sie  niuls 
durch  Apollonius'  Sätze  im  dritten  Buch  vei-vollständigt  werden 
können.  Damit  Apollonius'  Aufserungen  für  Mathematiker  seiner 
Zeit  verständlich  sein  konnten,  mufs  überdies  angenonnnen 
werden,  dafs  diese  Anwendung  seines  dritten  Buchs  so  nahe 
gelegen  habe,  dafs  seine  Sätze  unmittelbar  von  denen  benutzt 
werden  konnten,  die  —  vielleiclit  durch  Aristäus  —  die  frü- 
here Bestinnnung  kannten. 

Da  der  Satz  vom  einbeschriebenen  Viereck  in  der  modernen 
Geometrie  im  wesentlichen  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Er- 
zeugung d(T  Kegelschnitte  durch  projektivische  Büschel  ist,  so 
liegt  es  nah(^  die  Hülfsmittel  für  die  Bestimnmng  des  Orts  zu  vier 
Geraden  in  der  letzten  Satzgruppe  des  dritten  Buchs  [53 — 56] 
zu  suchen.  Die  Art,  wie  die  Projektivität  der  Büschel  hier 
l)estimmt  wird,  ist  indessen  —  wie  wir  Gelegenheit  nehmen 
werden  im  nächsten  Abschnitt  ausführlicher  zu  zeigen  —  nicht 
wohl  geeignet  als  Übergang  zu  der  allgemeinen  Bestimmung 
des  Orts  zu  vi(M*  Geraden  zu  dienen.  Aber  es  giebt  eine  andere 
Art,  wie  sich  die  zwischen  dem  Inhalt  der  angeführten  Satz- 
gruppe und  dem  Ort  zu  vier  Geraden  existierende  Verwandt- 
schaft benutzen  läfst,  nämlich  durch  einen  Versuch,  ob  nicht 
eine  etwas  veränderte  Anwendung  derselben  Beweisführung, 
welche  sich  in  der  Satzgruppe  findet,  zur  Bestimmung  des  Orts 
führen  könne. 

Betrachten  wir  nun  diese  Beweisführung,  die  wir  am 
Schlüsse  des  vorigen  Abschnitts  mitgeteilt  haben,  so  ergiebt 
sich  sofort,  dafs  die  darin  durch  eine  einfache  Anwendung  des 
Potenzsatzes  gefundene  und  darauf  weiter  umgeformte  Rela- 
tion (Fig.  27) 

BM.MS 

jf(j^~-   -=  eonstans 

die  specii'lle  Form  ist,  welche  der  Satz  vom  einbeschriebenen 
Viereck  annimmt,  wenn  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des- 
selben in  Tangenten  übergehen,  wodurch  die  beiden  anderen 
in  der  Berührungssehne  zusammenfallen.  Mit  Ausnahme  kon- 
stanter Faktoren  sind  nämlich  J^M  und  MS  die  Abstände  de.s 


Der  Ort  zu  drei  Geraden  bei  Apollonius. 
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Kurvenpunktes  M  von  den  Tangenten  BA  und  BC^  und  ÄC 
der  Abstand  von  der  Berührungssehne  AC^  oder  diese  Strecken 
sind  eben  die  Abstände,  in  bestimmten  schiefen  Richtungen 
gemessen.  Der  so  gefundene  specielle  Fall  des  Satzes  vom 
einbeschriebenen  Viereck  erhält  ein  besonderes  Interesse  dadurch, 
dafs  der  geometrische  Ort  eines  Punktes  3/,  der  umgekehrt 
(Uu'ch  die  hier  gefundene  Relation  bestinnnt  wird,  derjenige 
ist,  den  Apollonius  unter  dem  Namen  Ort  zu  drei  Ge- 
raden besonders  erwähnt.  Dadurch  gewährt  die  Satzgruppe 
auch  Aufklärung  über  die  Bestimmung  dieses  Orts,  und  dieselbe 
ist  vielleiclit  gerade  am  Schlüsse  des  Buchs  als  Beispiel  für  den 
in  der  Vorrede  erwähnten  Gebrauch  angeführt,  der  sich  vom 
hihalte  des  Buchs  zur  Vervollständigung  der  Bestimmungen 
solcher  geometrischen  Örter  machen  läfst,  die  früher  nur  teil- 
weise bekannt  waren. 

Wir  wollen  uns  niclit  besonders  mit  dem  Ort  zu  drei 
Geraden  beschäftigen,  sondern  uns  damit  begnügen,  den- 
selben als  einen  Specialfall  des  Orts  zu  vier  Geraden  zu  be- 
trachten, aber  wir  wollen  versuchen,  ob  uns  nicht  auch  ein 
Wink  mit  Beziehung  auf  die  Bestimmung  dieses  letzteren 
'^^egeben  sein  sollte.  Es  zeigt  sich  dann  sofort,  dafs  die  gemachte 
Anwendung  des  Potenzsatzes  sich  w^eiter  ausdehnen  und  zu 
»^inem  Bew^eise  für  den  Satz  von  einbeschriebenen 
Vierecken  in  allen  den  Fällen  machen  läfst,  wo  diese 
Paralh^ltrapeze  sind. 

Wenn  A  B  (Fig.  28)  eine  feste 
Sehne  eines  Kegelschnittes  ist  und 
MN  eine  Sehne  von  gegebener 
Uiclitung,  w(?lche  AB  in  B  schnei- 
det, so  wird  nach  dem  Potenzsatze 

MB^RX 

AB'.BB 

Trägt  man  nun  auf  der  be- 
weglichen Sehne  MS=BN  ab, 
so  ist  nach  den  Sätzen  über 
Diu'chmesser  der  geometrische 
Ort  für  den  Punkt  S  eine  Sehne  Fig.  i28. 


^=  constans. 
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CD,  welche  den  Durchmesser  der  Sehnen  MN  in  demselben 
Punkte  schneidet  wie  AB,  und  deren  Endpunkte  C  und  D  aui 
den  der  MN  parallelen  Linien  AC  und  BD  liegen.  Die  Ab- 
stände x^  y,  z,  H  des  beweglichen  Kurvenpunktes  M  von  den 
Seiten  des  Trapezes  ABDC  werden  also  der  Bedingung 

X  z 

—  =  constans 
genügen. 

Da  ABDC  ein  beliebiges  einbeschriebenes  Paralleltrapez 
sein  kami,  so  ist  der  Satz  vom  einbeschriebenen  Viereck  nun 
für  ein  solches  bewiesen. 

Soll  man  umgekehrt  den ^ geometrischen  Ort  für  einen 
Punkt  M  bestimmen,  dessen  Abstände  x^  y,  z,  v  von  den 
Seiten  eines  Trapezes  dieser  Bedingung  genügen,  so  kann  man 
durch  eine  passende  Veränderung  der  gegebenen  Konstante  die 
Abstände  in  denselben  Richtungen  wie  in  Fig.  28  rechnen,  so 
dafs  man  erhält 

_   MK^MS  _   MR_J{N 
^  ~  AR,BB   ""  ~AB.BB' 

wo  k  eine  gegebene  Konstante  ist.  Darauf  nmfs  man  versuchen 
einen  Kegelschnitt  in  Übereinstimmung  mit  dem  bewiesenen 
Satze  zu  bestinnnen,  und  zwar  mufs  man  die  Bestimnumg  so 
vornehmen,  dafs  man  mittels  derselben  syntlietisch  den  Bew-eis 
dafür  durchführen  kann,  dafs  diej  Punkte  des  gefundenen  Kegel- 
schnitts wirklich  für  den  gegebenen  Wert  von  ?.  die  gegebene 
Bedingung  erfüllen;  denn  von  vornlierein  weifs  man  nicht,  dafs 
der  geometrische  Ort  immer  ein  Kegelschnitt  wird. 

Bevor  wir  dies  nun  genauer  durchführen,  w^ollen  wir  doch 
versuchen  uns  darüber  zu  vergewissern,  dafs  wir  wirklich  auf 
der  richtigen  Spur  nach  der  antiken  Bestimmung  des  Orts  zu 
vier  Geraden  sind  ^). 


')  Naclidein  ich  in  niögliclist  genauem  Ansclilufs  an  die  eigenen  Schriften 
der  Alten  die  hier  und  \\n  folgenden  Abschnitt  dargesielle  Restitution 
der  antiken  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden  durchgeführt  hatte, 
habe  ich  diese  durch  eine  Zusammenstellung  mit  der  Bestimmung 
dieses  Orts  geprüft,  welche  sich  zu  Anfang  der  Sectio  V  von  Newtons 


i^. 
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Erst  haben  wir  uns  dadurch,  dafs  wir  die  Beweise  für  die 
Sätze  54 — 56  in  Apollonius'  drittem  Buche  zum  Ausgangspunkt 
genommen  haben,   überzeugt,  dafs  der  Gebrauch,    den  wir 


Principia  findet;  wohl  beabsichtigt  Newton  keine  solche  Restitution, 
aber  da  er  mit  seiner  gründlichen  Kenntniss  und  seiner  wohlbekannten 
Wertschätzung  der  Schriften  der  Alten  die  Grundlage  für  seine  Bestim- 
mung ausdrücklich  Apollonius  zuschreibt,  so  ist  es  einigermafsen  wahr- 
scheinlich, dafs  er  vielfach  dieselben  Wege  eingeschlagen  hat,  die 
Apollonius  hat  bahnen  wollen. 

Bei  dieser  Prüfung  ergab  sich,  dafs  Newton  eben  dieselben  Beweise 
für  den  Satz  vom  einbeschriebenen  Viereck,  sowohl  wenn  dasselbe  ein 
Trapez  ist,  als  wenn  es  eine  beliebige  Form  hat,  geführt  hat,  die  wir 
hier  und  in  dem  folgenden  Abschnitt  den  Alten  beilegen.  Dagegen 
verfahrt  Newton  etwas  anders  bei  dem  Beweise  dafür,  dafs  der  Ort 
zu  vier  Geraden  immer  ein  Kegelschnitt  ist,  und  bei  der  hieran  ge- 
knüpften Bestimmung  des  Kegelschnittes.  Den  ersteren  erhält  er,  indem 
er  sich  darauf  stützt,  dafs  ein  Kegelschnitt  durch  5  Punkte  vollkommen 
bestimmt  ist,  wonach  reichliche  Mittel  zur  genaueren  Bestimmung  des 
Orts  zur  Verfügung  stehen.  Da  Apollonius  im  vierten  Buche  selbst 
beweist,  dafs  zwei  Kegelschnitte  sich  höchstens  in  4  Punkten  schneiden, 
so  benutzt  Newton  hierbei  in  Wirklichkeit  keinen  Satz,  der  Apollonius 
unbekannt  war.  Da  indessen  besonders  das  dritte  Buch  bei  der 
Bestimmung  des  erwähnten  geometrischen  Orts  benutzt  w^erden  soll, 
und  man  die  genaueren  Untersuchungen  dieses  Buches  nicht  nötig 
hat,  wenn  man  zuerst  davon  ausgeht,  dafs  die  Kurve  durch  "5  Punkte 
vollkommen  bestimmt  ist.  so  glaube  ich  nicht,  dafs  Newtons  Bestim- 
mung mit  der  der  Alten  vollkommen  übereinstimmt  Das  Verfahren, 
welches  wir  im  folgenden  den  Alten  zuschreiben,  ist  ein  umgekehrtes, 
und  stützt  sich  in  grofsem  Umfange  auf  Apollonius'  dnttes  Buch.  Wir 
nehmen  an,  dafs  die  Alten  den  Beweis  dafür,  dafs  der  Ort  ein  Kegel- 
schnitt wird,  an  die  wirkliche  Bestimmung  dieses  Kegelschnittes  ange- 
schlossen haben.  Die  Durchfühnang  desselben  zeigt  nun  allerdings, 
dafs  ein  solcher  Kegelschnitt  durch  5  Punkte  bestimmt  ist,  aber  nur 
indem  sie  zeigt,  wie  er  bestimmt  wird. 

Ähnliche  Gründe  in  Verbindung  mit  mehreren,  über  die  wir  später 
berichten  werden,  hindern  uns  unsere  Restitution  der  antiken  Bestim- 
mung des  Orts  'zu  vier  Geraden  auf  eine  Konstruktion  einer  Ellipse 
durch  5  Punkte  aufzubauen,  die  sich  bei  Pappus  findet.  Auch  mit 
dieser  Konstruktion  stimmt  dieselbe  indessen  teils  darin  überein,  dafs 
sie  auf  Anwendung  des  Potenzsatzes  beruht,  teils  darin,  dafs  der  Fall, 
wo  zwei  von  den  Gei*aden  —  bei  Pappus  zwei  von  den  Verbindungs- 
linien zwischen  den  fünf  Punkten  —  parallel  sind,  ei*st  für  sich  be- 
handelt wird,  wonach  die  allgemeine  Aufgabe  hierauf  zurück  geführt 
wird. 
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vom  Potenzsat zo  gemacht  haben  und  ferner  von  den  daran 
geknüpften  Bestinnnmigen  vom  Werte  des  konstanten  Verhält- 
nisses machen  werden,  derartig  ist,  dafs  auth  Apollonius  mit 
ihm  vertraut  sein  konnte. 

Dagegen  könnte  es  bedenklich  ersclieinen,  dafs  num  auf 
dem  eingeschlagenen  Wege  nur  zur  Bestimnumg  des  Orts  zu 
vier  Geraden  gelangt,  wenn  diese  ehi  Trapez  bilden.  Hierin 
liegt  eine  Aufforderung  zu  versuchen,  ob  man  nicht  durch 
andere  Anwendungen  der  Sätze  in  Apollonius'  drittem  Buche 
Aveiter  gelangen  könnte.  Das  läfst  sich  indessen  kaum  durch- 
führen, wenigstens  nicht  auf  eine  hinn^ichend  einfache  Art. 
Dagegen  ist  es  —  wie  wir  im  folgenden  Abschnitt  sehen  wer- 
den —  nicht  schwierig,  die  Bestimmung,  wodurch  eine 
Kurve  als  Ort  zu  vi(H*  beliebigen  Geraden  definiert 
wird,  in  eine  solche  umzuwandeln,  wodurch  sie  auf 
dieselbe  Weise  auf  die  Seiten  eines  Trapezes  bezogen 
wird.  Da  diese  Umwandelung  durch  Mittel  vollzogen  wird, 
welche  vor  der  Zeit  des  Apollonius  vollständig  bekannt  waren, 
so  liat  Apollonius  in  dieser  Bezielumg  nichts  zu  vervollständigen 
gehabt.  Aber  da  die  Voraussetzung  dafür,  dafs  diese  Umfor- 
mung vollen  Nutzen  gewähren  soll,  darin  besteht,  dafs  man 
die  Aufgabe  vollständig  behandeln  kann,  wenn  die  Linien  ein 
Trapez  bilden,  so  gelangen  wir  zu  voller  Übereinsthnmung  mit 
den  Äufserungen  in  Apollonius'  Vorrede,  wenn  sich  nur  nach- 
weisen läfst,  dafs  die  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Ge- 
raden, welche  ein  Trapez  bilden,  teilweise  mit  Hülfe 
dessen  durchgeführt  werden  kann,  was  vor  Apol- 
lonius' Zeit  bekannt  war,  aber  erst  vollständig  durch 
das,  welches  sich  in  Apollonius'  drittem  Buche  findet. 

Was  das  war,  das  man  vor  Apollonius'  Zeit  vermifste, 
wird  deutlich  durch  die  Verbindung  zwischen  dem  Ort  zu  vier 
(xeraden  und  dem  Theorem  vom  einbeschriebenen  V^iereck.  In 
Übereinstimmung  mit  diesem  Satze  sollte  der  gesuchte  Ort  ein 
Kegelschnitt  sein,  der  um  das  aus  den  vier  Geraden  gebildete 
Viereck  beschrieben  war  —  sei  es  nun,  dafs  dieses  ein  Trapez 
war  oder  nicht  — .  Das  ist  auch  nach  moderner  Auffassung 
immer  der  Fall,     hidem  di(^  Griechen  dagegen  einen  einzelnen 


Pnifuni?  des  eingeschlagenen  Weges.  137 

Hyperbelast  als  einen  vollständigen  Kegelschnitt  betrachteten, 
so  hat  in  dem  Falle,  wo  der  geometrische  Ort  nach  unserer 
Auffassung  eine  vollständige  Hyperbel  sein  würde,  der  eine 
oder  andere  von  deren  Ästen  einen  solchen  selbständigen  Teil 
«lerselben  gel)ildet,  dafs  sie  sich  —  wenigstens  vorläufig  —  mit 
dessen  Betrachtung  begnügt  haben.  Welcher  von  den  Asten  es 
dann  sein  sollte,  ist  von  einer  genaueren  Bestimnmng  abhängig 
gewesen,  die  auch  dann  schon  notwendig  war,  wenn  der  Ort  nicht 
aus  den  beiden  vollständigen  Kegelschnitten  zusanmiengesetzt 
sein  sollte,  die  man  jetzt  als  den  Werten  -^  /  der  Konstanten 
entsprechend  erhalten  würde.  Diese  genauere  Bestimmung  kann 
juöglicherweise  darin  bestanden  haben,  dafs  der  konstante 
Wert  des  Verhältnisses  durch  einen  Punkt  des  gesuchten  Orts 
bestimmt  wurde,  durch  den  dann  auch  der  Kegelschnitt  oder 
l)lors  der  Hyperbelast,  den  man  eben  als  den  Ort  zu  vier  Ge- 
raden auffassen  wollte,  gehen  sollte. 

Um  nun  zu  beweisen,  dafs  ein  solcher  Hyperbelast,  der 
nicht  durch  alle  Eckpunkte  des  Vierecks  geht,  der  Ort  zu  den 
vier  Geraden  sein  kann,  und  um  also  au(;h  den  Ort  zu  bestinnnen, 
welcher  dem  Werte  von  /,  der  zu  einer  solchen  Hyperbel 
führt,  entspricht,  ist  es  notwendig,  dafs  man  die  Verbin- 
dung des  Hyperbelastes  mit  dem  anderen  Aste  der- 
selben vollständigen  Kurve  kennt,  und  namentlich,  dafs 
man  die  hierauf  bezüglichen  Erweiterungen  aller  der  Sätze  und 
Bestinnnungen  kennt,  welche  beim  Beweise  des  Satzes  vom 
einbeschriebenen  Viereck  und  bei  der  umgekehrten  Bestinnnung 
solcher  Orter  bimutzt  werden. 

Aus  der  Vorrede  zu  Apollonius*  viertem  Buche*)  sieht  man 
nun  allerdings,  dafs  andere  vor  ihm  zusannnengehörige  Hy- 
perbeläste betrachtet  und  Verständnis  für  deren  Bedeutung  bei 
Untersuchungen  gehabt  haben,  welche,  wie  wir  im  jieunten 
Abschnitt  zeigen  werden,  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
(Geraden  mindestens  nahe  gestanden  haben;  aber  die  vollstän- 
dige Durchführung  dei*  hierhcu-  gehörigen  Untersuchungen  und 
Beweise    ist    sicher   das    Werk    des   Apollonius.      Die    (Jründe, 

M  Vei-^'l.  Anhani?  1. 
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welche  uns  dahin  bringen  dies  zu  behaupten,  wollen  wir  hier, 
wo  wir  ausdrücklich  Gebrauch  davon  machen,  zusammen- 
stellen. 

Dafs  Apollonius  über  zusammengehörige  Hyperbeläste  etwas 
neues  und  vollständigeres,  als  bis  dahin  bekannt  war,  bringt, 
wird  ausdrücklich  in  der  ersten  Vorrede  gesagt*).  Die  Worte 
derselben  über  die  vollständigere  und  allgemeinere  Bearbeitung 
im  ersten  Buch  beziehen  sich  wohl  zugleich  auf  die  Eigenschaften 
eines  einzelnen  Kegelschnitts,  aber  wenigstens  in  Betreff  der 
planimetrischen  Eigenschallen  führt  ein  Vergleich  mit  dem,  was 
sich  bei  Archimedes  findet,  dahin,  die  Verallgemeinerung  vor- 
zugsweise auf  dem  Gebiete  der  zusammengehörigen  Hyperbel- 
äste zu  suchen,  vielleicht  auch  in  der  bereits  in  diesem  Buche 
mitgeteilten  ersten  Erweiterung  des  Flächensatzes,  welche,  in 
Verbindung  mit  den  ferneren  Erweiterungen  im  dritten  Buch, 
eben  dazu  benutzt  wird  den  Potenzsatz  und  den  Satz  über  die 
Polaren  auf  die  aus  zwei  Hyperbelästen  zusammengesetzte 
Kurve  auszudehnen.  Auf  diese  verschiedenen  Erweiterungen, 
welche  als  besondere  Sätze  auftreten,  deuten  gewifs  die  Worte 
der  Vorrede  über  neue  und  bemerkenswerte  Theoreme,  welche 
sich  im  dritten  Buche  finden. 

Dafs  das  Studium  zusammengehöriger  Hyperbeläste  etwas 
neues  bei  Apollonius  war,  darauf  deutet  auch  der  Umstand, 
dafs  er  trotz  der  Vollständigkeit,  mit  der  die  Übereinstimmung 
zwischen  der  aus  solchen  zusammengesetzten  Kurve  und  einem 
einfachen  Kegelschnitt  nachgewiesen  wird,  stets  fortfahrt  die- 
selben als  zwei  von  einander  unabhängige  Kurven  zu  behan- 
deln. Damit  fährt  er  fort  trotz  der  Weitläufigkeit,  die  dadurch 
notwendig  wird  um  jene  Erweiterungen,  welche  immer  den 
Sätzen  über  die  einfachen  Kegelschnitte  folgen,  alle  zu  erhal- 
ten, und  die  vermieden  worden  wäre,  wenn  man  von  vorn- 
herein die  Sätze  über  die  beiden  Hyperbeläste  mit  denen  über 
(Mnen  einfachen  Kegelschnitt  zusammengezogen  und  darauf  in 
der  weiteren  Entwicklung  auf  den  so  verallgemeinerten  Sätzen 
weiter    gebaut   hätte.     Diese   Weitläufigkeit   steht    in   starkem 


^)  Vergl.  Anhang  1. 
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Gegensatze  zu  der  Geschicklichkeit,  mit  der  er  Sätze  uiid  Beweise 
über  eine  Ellipse,  eine  Parabel  und  einen  einzelnen  Hyperbel- 
ast zusammenzufassen  versteht.  Dies  letztere  konnte  er  thun, 
weil  der  gemeinsame  Begriff  Kegelschnitt  und  die  daran  ge- 
knüpften Untersuchungen  und  Bearbeitungen  ihm  überliefert 
waren.  War  dagegen,  wie  wir  annehmen,  etwas  neues  in  Betreff 
der  Eigenschaften  der  beiden  verbundenen  Hyperbeläste  beizu- 
bringen, so  ist  leicht  zu  begreifen,  dafs  dies  seine  natürliche 
Stelle  in  hinzugefügten  Erweiterungen  der  im  voraus  bekannten 
Sätze  über  einfache  Kegelschnitte  fand. 

Die  hier  verfocht ene  Auffassung,  die,  wie  wir  sehen  wer- 
den, noch  weiter  durch  die  Angaben  bestätigt  wird,  welche 
die  oben  citierte  Vorrede  zum  vierten  Buch  enthält,  giebt  nun 
eine  Erklärung  dafür,  weshalb  Apollonius  den  Ort  zu  vier  Ge- 
raden vollständiger  behandeln  konnte  als  seine  Vorgänger. 
Diese  Erklärung  ist  so  einfach  und  stimmt  so  gut  zu  allen 
übrigen  bekannten  Umständen,  dafs  man  sogar  umgekehrt  durch 
dieselbe  ein  neues  und  wichtiges  Argument  dafür  erhält,  dafs 
die  Ausdehnung  der  Sätze  über  Kegelschnitte  auf  die  aus  zwei 
zusammengehörigen  Hyperbelästen  zusammengesetzte  Kun^e  wirk- 
lich dem  Apollonius  angehört. 

Der  angeführte  Beweis  für  den  Satz  über  das  in  einen 
Kegelschnitt  beschriebene  Trapez  besafs  auch  vor  Apollonius 
volle  Gültigkeit,  wenn  das  Wort  Kegelschnitt  in  antikem  Sinne 
als  eine  Ellips(^  Parabel  oder  ein  einzelner  Hyperbelast  genom- 
men wird.  Derselbe  war  nämlich  auf  dem  Potenzsatze  aufgebaut, 
der,  wie  wir  gesehen  haben,  zu  Archimedes'  Zeit  vollkonmien 
l)ekannt  war,  sofern  er  nicht  auf  zwei  Hyperbeläste  ang(?wandt 
werden  sollte.  In  dieser  begrenzten  Ausdehnung  gewährt  der 
Potenzsatz  auch  genügende  Mittel  um  umgekehrt  den  Ort  zu 
vier  Geraden,  von  denen  zwei  gegenüberliegende  parallel  sind, 
in  allen  den  Fällen  zu  bestimmen,  wo  dieser  Ort  wirklich  die 
hier  gefordeiie  Beschaffenheit  erhält.  Die  Vorgänger  von  Apol- 
lonius hätten  z.  B.  recht  wohl  die  Bestimnumg  der  Endpunkte 
des  Durchmessers  KF,  der  (Fig.  28)  die  Sehnen  AC  und  BD 
halbiert,    auf    die    Konstruktion    solcher   Punkte    dieser   Linir 
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ziirückführon  können,  für  welche  das  Quadrat  ilires  Abstande.s 
von  einem  l)ekannien  Punkt  derselben  Linie  in  einem  gege- 
benen V(*rhältnis  zu  denn  Rechteck  aus  den  Abstanden  von 
den  beiden  anderen  steht,  worauf  der  Kegelschnitt  leicht  näher 
zu  bestimmen  ist.  Statt  dessen  konnten  sie  auch  das  folgende 
Verfahren  benutzeji,  welches  wir  sowohl  ihnen  wie  Apol- 
lonius  lielxT  beilegen  möchten,  weil  dasselbe  durch  die  Er- 
w(M'terung  des  Potenzsatzes  auf  zwei  zusannnengehörigc  Ily- 
perbeläste,  die  sich  in  ApoUonius'  drittem  Buche  findet,  an- 
wendbar wird,  um  den  (Jrt  zu  vier  Geraden  in  allen  Fallen 
zu  bestimmen.  Vor  Apollonius  ist  dami  nur  die  Behandlung 
il(»s  ersten  der  nachfolgenden  Ilaupttalle  durchgeführt  gewesen. 

Weim  di(^  verschiedenen  Ausdrücke  in  Apollonius'  drittem 
Buche  für  das  konstante  Verhältnis  im  Potenzsatz  auf  die 
Konstruktion  des  (vollständigen)  um  ein  gegebenes  Trapez  i)e- 
schriebenen  Kegelschnittes  ang(nvandt  werden  sollen,  der  für 
iihnm  gegel)enen  Wert  des  Verhältnisses  /  Ort  zu  den  vier 
Seiten  des  Trapezes  ist,  so  kann  dies  am  besten  auf  eine  Weise 
geschehen,  die  alle  Fälle  umfafst,  wenn  man  vorläufig  einen 
Kegelschnitt  zu  bestinnnen  sucht,  der  dem  gesuchten  ähnlicli 
ist.  Doch  denk(?n  wir  hierbei  nicht  an  Ähnlichkeit  der  Kurven 
selbst,  welche  erst  eine  vollständige  Behandlung  in  Apollonius* 
sechstem  Buclie  erlialten  hat,  sondern  wir  wollen  dit^sen  Aus- 
di'uck  nur  der  Übersichtlichkeit  wegen  benutzen  um  zu  be- 
zeichnen, dafs  wir  die  Gestalt  gewissen-  zum  Kegelschnitt 
gehörigen  geradlinigen  Figuren  suchen.  Dafs  ehie  solche 
Bestinnmmg  einer  Figui"^  durch  vorhergehende  Bestimmung  ihrer 
(fcstalt  wirklicli  ehie  antike  Methode  ist,  dafür  haben  wir  teils 
ein  Beispif»!  am  Schlüsse  von  Apollonius'  zweitem  Buche  (vei-gl. 
S.  113)  gesehen,  teils  geht  es  daraus  hcTVor,  dafs  Euklid  in  den 
Data  ausdrücklich  Sätzc^  aufstellt,  welche  aussagen,  dafs  eine 
Figur,  welche  gewissen  gegebenen  Bedingungen  unterworfen 
ist,  der  Gestalt  nach  gegeben  ist. 

Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  kennt  man  nun  zur  Bestim- 
numg  des  Kegelschnittes,  welcher  dem  um  das  Trap(»z  ABDC 
l)cschrieb(Mien  (F'ig.  :2S)  ähnhcli  scMn  soll,  den  Wert  X  des  Ver- 
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Iiältiiissos  -nr  nu  ^)    ^.wischen    Produkten    von    Strecken    in 

zwei  gegebenen  Richtungen,  sowie  die  Richtung  des  Durch- 
messers EF,  der  die  Sehnen  in  der  einen  der  gegebenen  Rich- 
tungen lialbiert.  Dies  wird  in  Übereinstimmung  mit  Apollo- 
uius'  verscliiedener  Bestinmumg  der  Konstanten  des  Potenz- 
satzes auf  verschiedene  Weise  in  den  folgenden  verschiedenen 
Hauptfällen  beimlzt: 

1)  Der  Kegelschnitt  hat  (was  immer  der  Fall  sein 
mufs,  wenn  ein  einfacher  Kegelschnitt  im  antiken  Sinne 
wirklich  um  AB  DG  beschrieben  werden  soll)  Tangenten  in 
beiden  gegebenen  Richtungen.  Dann  kennt  man  das 
Verhältnis 

HG         ^ 

zwisclien  diesen  Tangenten.  Wenn  man  dann  in  der  ähnlichen 
liülfsfigur  —  deren  entsprechende  Punkte  wir  durch  gestrichelte 
Buchstaben  bezeichnen  wollen  —  E*  H*  beliebig  wählt,  so  kennt 
luaji:  die  Lage  eines  Durchmessers,  seinen  einen  Endpunkt  E\ 
die  zugehörige  Selinenrichtung,  sowie  einen  Punkt  G'  mit  zuge- 
hörigcM"  'J'angentc^  Der  Punkt,  welcher  E*  harmonisch  zuge- 
ordnet ist  mit  Beziehung  auf  die  Durchschnittspunkte  d(\s  Durch- 
messcTs  mit  der  Ordinate  von  G'  und  der  Tangente  in  G*  wird 
nach  dem  ersten  Buch  der  andere  Endpunkt  F'  des  Durch- 
luessers  sein,  und  der  Kegelschnitt  ist  also  bestimmt. 

:2)  Der  Kc^gelschnit  t  (welches  Wort  wir  der  Einfachheit 
wegi'ii  im  modernen  Sinne  nehmen  wollen,  so  dafs  die  aus 
zwei  Hyperbeln  zusammengesetzte  Kurve  mit  einbegriffen  ist) 
hat  in  keiner  der  ])eiden  gegebenen  Richtungen  Tan- 
genten.    In  diesem  Falle   kennt  man  das  Verhältnis  zwischen 


Da  wir  nur  lioften  dürfen  das  Wesentliche  von  der  Hehandlunj;  der 
Allen  zu  {xel»en.  so  können  wir  keine  Rücksidit  auf*  die  Mö^dic-hkeit 
ncdinien.  dafs  diesell)en  die  Operationen  dadurch  ei-schweil  hahen. 
dals  sie  diese  Bedinj^unjj  in  einer  Form  ausdrückten,  durch  welche  in 
^'loiclier  Weise  Rücksicht  auf  die  Sehnen  AB  und  CD  genommen 
wuide.  el)enso  wie  Apollonius  in  IIl.  5^i— 51»  die  Iteiden  Tan^'enten 
BA  und  BC  {¥\^.'H)  in  jjrleicher  Weise  berücksiclitigt. 
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den  in  den  gegebenen  Richtungen  an  die  konjugierte  Hyperbel 
des  gesuchten  ähnlichen  Kegelschnittes  gezogenen  Tangenten, 
und  kann  diese  dann  auf  die  hier  gezeigte  Weise  bestimmen. 

3)  Der  Kegelschnitt  hat  Tangenten,  welche  den 
parallelen  Seiten  ÄC  und  BD  des  Trapezes  (Fig.  29), 
aber  nicht  solche,  welche  der  zweiten  gegebenen  Rich- 
tung (der  von  AB)  parallel  sind.  In  diesem  Falle  hat  Apollo- 
nius  das  konstante  Verhältnis  /  als  das  Verhältnis  zwischen 
den  Quadraten  der  Tangente  EI  und  der  Hälfte  IK  der  zu 
AB  parallelen  Sehne  LK  bestimmt,  welche  in  I  von  der  Tan- 
gente EI  halbiert  wird.    Man  kennt  also 

IK        LI        ^^' 

Wählt  man  E'I'  beliebig,  so  hat  man  also  zur  Bestimmung 
des  ähnlichen  Kegelschnittes  einen  Durchmesser  nebst  Sehnen- 


Fig.  :29. 


richtung,  sowie  den  einen  Endpmikt  E*  und  noch  zwei  Kurven- 
punkte K*  und  L\  Nennt  man  die  Ordinaten  dieser  Punkte, 
bezogen  auf  den  Durchmesser,  y^  und  y^,  die  Abscissen  von 
E*  aus  Xj  und  x^,  und  die  vom  anderen  Endpunkt  F'  des 
Durchmessers  aus  x\  und  x'g,  so  hat  man 


•^2  *^  2 
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woraus  -  ^  bestimmt  wird.    Der  Punkt  F*  wird  also  bestinmit 

X  2 

durch    das    Verhältnis   zwischen   seinen   Abständen    von    zwei 
gegebenen  Punkten  der  geraden  Linie,  auf  der  er  liegen  soll. 

4)  Der  Kegelschnitt  hat  keine  Tangenten,  welche 
den  parallelen  Seiten  des  Trapezes  parallel  sind, 
dagegen  solche,  welche  der  zweiten  gegebenen  Rich- 
tung parallel  sind.  Die  Konstruktion  liefse  sich  hier  auf 
dieselbe  Bestimmung  der  konjugierten  Hyperbel  zurückführen, 
welche  im  vorhergehenden  Falle  auf  die  gesuchte  angewandt 
wurde,  aber  dazu  giebt  Apollonius'  drittes  Buch  keine  Anlei- 
tung. Man  ist  deshalb  eher  auf  eine  neue  unmittelbare  An- 
Avendung  derselben  Bestimmung   des  konstanten  Verhältnisses 


Fig.  30. 

angewiesen.  Nimmt  man  nun  an  (Fig.  30),  dafs  die  der  AB 
parallele  Tangente  PO  den  bekannten  Durchmesser  zu  AC 
und  BD  \n  0  schneidet,  und  ist  OQ  die  zu  diesem  Durch-- 
messer  gehörige  Ordinate  in  0,  so  ist 

ÖP        ^  O'P-' 

Wird  eine  von  diesen  letzten  Strecken  beliebig  gewählt,  so 
hat  man  den  Durchmesser  O'T',  die  Kurvenpunkte  P"  und  Q' 


144  Siebenter  Abschnitt. 

(deren  Ürdinaten  den  Durchmesser  in  0'  und  T'  treffen)  und 
die  Tangente  O'P'  in  dem  ersten  von  diesen.  Da  diese  Tan- 
gente zugleich  den  Sclmittpunkt  0*  des  Durchmessers  mit  der 
Ordinate  von  Q'  trifft,  so  wird,  wenn  (/'  der  Mittelpunkt  und 
a'  „die  Länge"  des  Durchmessers  O'T'  ist,  während  b'  die 
Länge  des  konjugierten  Durchmessers  bedeutet,   O'V*  ,U'T'  = 

-^\    (wie  im  ersten  Buch  gezeigt).     Hieraus  folgt   wiederunu 

dafs  T*Q'  Tangente  in  Q'  ist.  Nach  den  Sätzen  des  zweiten 
Buchs  wird  ferner  die  Verbindungslinie  zwischen  dem  Schnitt- 
punkt V'  der  beiden  Tangenten  und  der  Mitte  A''  der  Sehne 
P'Q*  ein  Durchmesser  sein  und  den  Mittelpunkt  U'  bestim- 
men. Der  ähnliche  Kegelschnitt  wird  darauf  leicht  zu  bestim- 
men sein.  Im  bcvsonderen  ergiebt  sich  das  Verhältnis  zwischen 
den  konjugierten  Durchmessern  als 

0'lP.(FT'~  ""  7^2  ~-  ,,2  ' 

dies  ist  nämlich  einer  von  den  Sätzen  über  Tangenten  im 
ersten  Buch  (III  b  unseres  dritten  Abschnittes). 

Wir  haben  also  in  allen  4  Fällen  gesehen,  wie  man  eine 
Figur  bestimmen  kann,  die  der  gesuchten  ähnlich  ist.  Man 
kann  sich  dann  den  Übergang  zu  der  gesuchten  Figur  auf  viele 
Arten  vollzogen  denken,  z.  B.  dadurch,  dafs  die  ähnliche  Figur 
sofort  die  Richtung  des  zur  gegebenen  Sehne  AB  gehörigen 
Durchmessers  ergiebt,  wodurch  der  Mittelpunkt  T  bestinmit  wird. 
Das  Verhältnis  zwischen  TM  und  dem  ihr  [)arallelen  Halb- 
messer l'A'  d(T  ähnlichen  Figur  wird  dann  Mittel  zum  Über- 
gange darbieten. 

Die  hi(M'zu  gehörende  Bestimmung  der  Länge  des  Halb- 
messers U'A',  welche  die  Griechen  unzweifelhaft  ausführen 
konnten^),  verlangt  indessen  eine  gewisse  Arbeit,  und  es 
liefse  sich  erwarten,  dafs  ApoUonius,  wenn  er  diesen  Weg 
eingeschlagen  hätte,  auch  im  dritten  Buche  die  hierzu  dienenden 
Hülfssätze  aufgeführt  haben  würde.    Das  hat  er  nicht,  aber  wie 
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bereits  bemerkt  enthält  das  genannte  Buch  [in  24—29]  einige 
andere  Sätze,  die  an  und  für  sich  nicht  so  interessant  und  voll- 
ständig sind,  dafs  es  wahrscheinlich  wäre,  dafs  sie  ihrer  selbst 
wegen  entwickelt  worden  seien,  und  von  denen  man  also  an- 
nehmen kann,  dafs  sie  eben  als  Hülfsmittel  für  die  noch  feh- 
lende Bestinmmng  entwickelt  sind.  Dafs  sie  in  der  That  ein 
sogar  in  hohem  Grade  natürliches  Hülfsmittel  hierfür  enthalten, 
wird  sich  am  besten  zeigen,  wenn  wir  annehmen,  dafs  die 
ähnlichen  Figuren  nur  benutzt  sind  um  das  Verhält- 
nis zwischen  den  Längen  des  den  parallelen  Sehnen 
])arallelen  Durchmessers  h  und  ihres  konjugierten 
Durchmessers  a  zu  finden,  und  wenn  wir  dann  durch 
analytische  Geometrie  die  noch  fehlende  Bestimnmng  suchen. 
xVuf  diesem  Wege  wird  man  nämlich  direkt  dazu  geführt, 
Apollonius'  Satz  27  über  die  Ellipse  anzuwenden,  und  dann 
wird  der  Zusanmienhang  mit  den  übrigen  Sätzen  über  die  Hy- 
perbel —  wie  später  gezeigt  werden  soll  —  verständlich. 

Die  Aufgabe,  welche  gelöst  werden 
soll,  ist  also  folgende:  Durch  zwei  Punkte 
.1  und  B  einen  Kegelschnitt  zu  legen, 
dessen  c^iner  Durchmesser  auf  einer  gege- 
.  benen  Geraden  liegen  soll ,  wenn  zu- 
gleich die  zu  di(,^sem  Durchmesser  ge- 
hörige Sehnenrichtung,  sowie  das  Ver- 
hältnis zwischen  seiner  Länge  a  und  der 
Länge  des  konjugierten  Durchmessers  h 
gegeben  sind. 

Wenn  wir  den  Kegelschnitt,  den  wir  vorläufig  eine  Ellipse 
sein  lassen  wollen,  auf  diese  beiden  Durchmesser  beziehen,  und 
die  Koordinaten  von  B  und  A  mit  Xj ,  y^  und  x^^  y^  bezeichnen, 
s(^  erhalten  wir 


Fig.  Hl. 
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worin  //j,  //g,    ,-  und  x^  —  x^  gegeben  sind,  während  die  Lage 

des  Mittelpunkts  und  die  absoluten  Werte  von  a  und  b  gesucht 
werden. 

Die  Subtraktion  der  Gleichungen  ergiebt 

(x^  —  x,){x^  +  x,)  ^   (l^ 

Zieht  man   nun  parallel   dem  Durchmesser  die  Linie  B(), 

welche  die  Ordinate  von  A  in  0,  und  die  Ellipse  zum  zweiten 

Male  in  Y  schneidet,   so  kann  man  der  gefundenen  Gleichung 

die  Form 

OB,OY  _  a^ 

OÄ.ÖC   ~~  />*  ^^ 

geben;  dies  ist  nur  der  Potenzsatz,  angewandt  auf  l^arallelen 
zu  konjugierten  Durchmessern.  Diese  Gleichung  giebt  den 
Punkt  y,  worauf  man  —  wenn  nian  will  —  leicht  den  Mittel- 
punkt linden  kann,  also  Xy^  und  j-^,  und  dadurch  die  absoluten 
Werte  von  a  und  /;.  Man  kann  indessen  die  gegebenen  Glei- 
chungen auf  eine  Weise  benutzen,  welche  direkter  zu  dieser 
letzten    Bestinnnung   führt.      Mullipliciert   man    dieselben    mit 


(^ 


und  addiert,  so  folgt 


rt«       .  .      .,         «* 


oder 


a^ 


(x^-x,Y+(x,  +  x,Y+^~[{y,^i,,y  +  (y,+y^Yl,^-a\    (5) 
und  das  ist  nach  der  Figur 


r/« 


Oi?2  _|_  0^2  _u  -^  (0.4«  +  OC^)  =  a« .  (6) 

Dadurch  ist  der  eine  Durchmesser  bestimmt,  und  den 
anderen  bestinnnt  man  auf  dieselbe  Weise.  Die  letzte  Gleichung 
drückt  eben  Satz  27  des  8ten  Buchs  aus,  dessen  Bestinmiung 
also  vollkommen  verständlich  wird.  Dafs  derselbe  gerade  da 
vorkonnnt,  wo  wir  Verwendung  für  ihn  haben,  bestätigt  ferner 
die  Richtigkeit  der  Erklärung,  die  wir  im  ganzen  von  der  An- 
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wfndiiii^^  (los  8teii  Buchs  zur  Bostiinmung  des  Orts  7x\  vier 
Ueraden  und  zu  ähnlichen  Bestimmungen  geben. 

Die  Ableitung  von  Satz  :27  mittels  der  Sätze  in  Euklids 
zweitem  Buchte  steht  der  analytisch-geometrischen  Ableitung 
zu  nahe  um  einer  genaueren  Auseinandersetzung  zu  bedürfen. 
Apollonius'  Bcnveis  ist  eine  synthetische  Umfornmng  dieser  Ab- 
leitung. 

(uuiz  dasselbe*  Verfahren,  welches  hier  auf  die  Ellipse  an- 
gewandt wurde,  liefse  sich  auch  auf  die  Hyperbel  anwenden. 
Dafs  Apollonius  daran  nicht  gedacht  hat,  geht  daraus  hervor, 
dafs  er  den  dem  Satz  27  entsprechenden  Satz  für  die  Hyperbel 
nicht  angeführt  hat.  Dieser  Umstand  läfst  sich  indessen  voll- 
konnn(*n  (H'klären,  wenn  Apollonius  für  die  Hyperbel  ehie 
andere,  becjuemere  oder  ebenso  becjueme  Konstruktion  der 
Längen  dov  Durchmesser  gekannt  hat.  Da  man  erwarten  darf, 
dals  eine  solche  sich  auf  das  stützen  wird,  was  die  Hyperbel 
vor  der  Ellipse  voraus  hat,  nämlich  die  Asymptoten,  so  braucht 
man  niclil  lange  danach  zu  suchen.  Der  Mittelpunkt  der  Kurve 
kann  zui^rst  bestinunt  worden  sein,  indem  man,  wie  wir  es 
tiir  die  p]llipse  angenommen  haben,  den  zweiten  Schnittpunkt  Y 
einer  durch  B  zum  Durchmesser  gezogenen  Parallelen  —  wenn 
wir  di(»selben  Bezeichnungen  wie  in  Fig.  31  gebrauchen  —  kon- 
struiert hat,  oder  indem  man,  wie  früher  angedeutet,  die  ähn- 
iirlie  Figur  bereits   hierfür   benutzt  hat.     Die  Asymptoten  sind 

dann    durch    das    Verhältnis     ,     der   Durchmesser   bestimmt. 

0 

Sclineiden  diese  die  Sehne  AC  in  den  Punkten  S  und  1\  so 
wird  darauf  nach  einigen  der  ersten  und  wichtigsten  Sätze 
i'iber  Asymptoten,  welche  im  zweiten  Buch  entwickelt  sind, 
dei"  zu  AC  parallele  Halbmesser/;  als  mittlere  Proportionale 
zwischen  AS  und  AT  bestimmt  sein,  oder  —  wodurch  man 
die  Konstruktion  der  einen  Asymptote  spart  —  zwischen  AS 
und  SC. 

Wenn  die  gesuchte  Kurve  euie  Parabel  wird,  so  mufs  sich 
dies  schon  bei  der  Bestinmmng  der  ähnlichen  Figur  —  die  in 
diesem  Falle  auf  die  erste»  von  den  vier  Arten  vorgenonunen 
wei'deii  kann  —  dadurch  zeigen,  dafs  in  dieser  Figur  der  eine 

10* 
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Sclniitlpunkt  E*  des  Dmchmessers  die  Mitte  des  zwischen  einer 
Tan^'eiito  und  der  zugeluu'i^en  Ordinate  al)geschnittenen  Stücks 
wird.  Die  Bestinnnunj?  der  gesuchten  Kurve  seilest  geht  in 
difiseni  Falle  so  leicht  aus  der  Gleichung  der  Parabel  hen'or, 
dals  für  Ai)ollonius  kein  Grund  für  einen  hierher  gehörigen 
Ilülfssatz  gewesen  sein  kann,  um  so  weniger,  als  die  Bestnii- 
niung  in  diesen)  Falle  —  nach  unserer  Annahme  —  vor  seiner 
Zeit  bekaimt  gewesen  ist. 

Wie  einfach  und  natürlich  die  dem  ApoUonius  von  uns 
zugeschriebene  Bestinnnung  des  Orts  zu  vier  Geraden  ist,  von 
denen  zwei  gegenüberliegende  parallel  sind,  wird  vielleiciil 
etwas  verdeckt  worden  sein  durch  alles  das,  was  wir  haben 
anführen  müssen  um  zu  begründen,  dafs  diisselbe  wirklich  nahe 
mit  d(M  jenigen  übereinstimmt,  welche  er  bei  der  Abfassung  des 
dritten  Buches  vor  Augen  gehabt  hat.  Wir  wollen  dieselbe 
deshalb  kurz  rekapitulieren: 

Durch  die  Wahl  der  konstanten  Hichtung(*n  hlfst  .sich  die 
Eigenschaft,  welche  den  Ort  definiert,  folgendermafsen  ausdru- 
cken (Fig.  2S): 

_  Mir  MS  _  MJruy 

'  ■      ÄU  .RB   "^   ÄU:UB  ' 
Durch   die   in  ApolUmius'   8tein  Buch(»    gi^gebenen   Formen 

des   Pot^'uzsatzes    läfst    sich    dann   das   Verhältnis    ,     zwischen 

h 

dem  Durchmesser,  der  di(^  |)arallelon  Sehnc^n  hali)iert,  und 
seinem  konjugierten  Durchmesser  bestnnm(»n.  Die  Bestinnnung 
ninujit  eine  der  vier  Formen  an.  welche  wir  beschrieben  haben. 
Der  Mitteljnmkt  der  Kurve  kami  entweder  schon  in  Verbin- 
dung mit    ilem   Wrhrdtnisse    ,     durch   die   ähnliche  Figur    be- 

h 

sthnmt  sein,  oder  er  kann  hinterher  indirekt  durch  Konstruk- 
tion des  I^mktes  Y  (Fig.  :U)  bestimmt  werden,  in  dem  eine  Pa- 
rallele zu  dem  unmittc^lbar  gegebenen  Durchmesser  durch  eine 
der  Eckten  des  Trap(v.es  die  Kurve  zum  zwciiten  Male  schneidet: 
diese  letzte  Bestimmung  wird  durch  Gleichung  (3)  voi-genonnnen, 
welche  unter  den  Potenzsatz  gehört.  Die  wirkliche  Länge  des 
Durchmessers    erliält   man    dann  für   die  Ellip.se  aus   dem    in 
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(Jleichiin^^  (0)  ausgedrückten  Satz  27,  und  für  die  Hyperbel 
iiuf  die  soeben  beschriebene  einfachere  Weise. 

Dadurch  dafs  ich  so  sehr  ins  Einzelne  gegangen  bin,  wie 
(^'s  hun-  geschehen  ist,  habe  ich  mich  wahrscheinhch  der  Gefahr 
ausgesetzt,  dafs  meine  Angaben  auch  in  Einzelheiten  fehlgehen 
können.  Eine  Hauptprobe  dafür,  ob  meine  Bestimmung  des 
geometrischen  Orts  im  ganzen  mit  der  der  Alten  überehistiuimen 
könne,  nmfste  sich  indessen  durch  den  Versuch  ei-geben,  ob 
dieselbe  sich  im  einzelnen  durch  Mittel  durchführen  liefs,  die 
den  Alten  zu  Gebote  standen.  Diese  Probe  ist  besonders  gut 
ausgefallen,  da  manche  Einzelheiten  sich  sogar  unmittelbar 
gerade  an  Apollonius'  drittes  Buch,  aus  dem  die  Hauptzüge 
entnormnen  waren,  anschliefsen  liefsen. 

Bei  der  Art ,  wie  das  hier  geschehen  ist ,  habe  ich  doch 
nur  einen  Satz  der  Gruppe  [24 — 29]  benutzt,  die,  wie  ich  an- 
genommen habe,  nur  zu  solchen  Bestinmiungen  wie  der  des 
Orts  zu  vier  Geraden  dienen  sollte.  Ich  habe  den  Satz  27 
angewandt,  der  von  der  Ellipse  handelte.  Die  übrigen,  welche 
<k\\  auf  Hyperbeln  beziehen,  namentlich  —  wie  wir  bald  sehen 
werden  —  auf  die  Vcu'bindung  zwischen  konjugierten  Hyper- 
beln, können  vielleicht  hin  und  wieder  Anwendung  bei  der 
synthetischen  Darstellung  und  Begründung  einiger  von  eben 
den  Operationen  gefunden  haben,  durch  welche  wir  di(^  Auf- 
gabe gelöst  haben.  Wenn  mmi  in  der  Benutzung  der  konju- 
gierten Hyperbel,  die  wir  imr  im  2ten  Falle  benutzten,  aber 
auch  im  4t en  Fall  benutzen  konnten,  etwas  w-eiter  gehen  \vollte 
als  wir,  so  konnten  namentlich  die  Sätze  24 — 20  sich  nütz- 
lich erweisen,  um  die  aus  der  Konstruktion  hervorgehenden 
Eigenschaften  der  konjugierten  Hyperbel  auf  die  gesuchte  Kurve 
selbst  zu  übeltragen.  Im  übrigen  ist  es,  da  ApoUonius  in  der 
\'onede  die  Anwendung  zur  Bestinmiung  körperlicher  Örter  im 
allgemeinen  erwähnt,  nicht  einmal  wahrscheinlich,  dafs  alle 
diese  Sätze  zur  Anwendung  auf  den  besonders  hervorgehobenen 
Ort  zu  vier  Geraden  bestinmit  gewesen  sein  sollten. 

Wie  dem  aber  auch  sein  möge,  so  wird  der  Gebrauch, 
den  ich  von  Satz  27  gemacht  habe,  die  Art  der  Anwen- 
«lungen    zeigen,    die   sich    auch    von  den   übrigen  Sätzen   der 
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Gruppe,  deron  Inhalt  wir  nun  in  Kürze  mitteilen  wollen,  machen 
läfet. 

Die  Sätze  24 — 20  drücken  aus,  dafs,  wenn  man  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  Linien  zieht,  die  einem  Paar  konju- 
gierter Durchmesser  von  der  Länge  a  und  b  von  zwei  konju- 
gierten Hyperbeln  parallel  sind,  und  diese  die  Kurven  bezio 
hungsweise  in  M  und  .Y  und  in  Q  und  11  schneiden,  dann 
folgende  Relation  stattfindet: 

24  sagt  nämlich  aus,  dafs  dieser  Satz  richtig  ist,  wenn  P  auf 
der  konvexen  Seite  beider  Kurven  liegt,  und  25  und  2(>  drücken 
die  Sätze  aus,  welche  anderen  Lagen  entsprec-hen  und  welche 
für  uns  in  derselben  Gleichung  einbt^grilTen  sind,  wenn  wir  die 
Strecken  mit  Vorzeichen  nehmen.  28  sagt  aus,  dafs  für  die- 
selbe Bedeutung  der  Bezeichnungen  sich 

MP^_+  NP^  _  n^ 
QP^J^'Wpi  ~  1^ 

ergiebt,  und  29,  dafs.  wenn  die  erste  der  beiden  geraden  Linien 
die  gemeinschaftlichen  Asymptoten  in  S  und  T  schneidet,  sich 
ergiebt,  dafs 

>SP«  4-  TP^  ~\a^    _     a^ 
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Der  Ort  zu  vier  Geraden  (Fortsetzung);  Zusammenhang  mit  Euklids  Porismen. 


Da  die  Sätze  in  ApoUonius*  8teni  Buche  uns  als  nicht  recht 
anwendbar  auf  die  direkte  Bestimmung  des  allgemeinsten  Orts 
zu  vier  GeradcMi  erschienen,  so  haben  wir  uns  in  dem  vorher- 
gehenden Abschnitt  damit  begnügt  dieselben  auf  den  Fall  anzu- 
wenden, wo  die  vier  Geraden  ein  Trapez  bilden.    Eine  solche 
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Erklärung  von  Apollonius'  Vervollständigung  der  vor  seiner  Zeit 
bekannten  Lösung  dieser  Ausgabe  ist  doch  nur  haltbar  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  wir  annehmen  dürfen,  dafs  damals 
ein  —  vielleicht  aus  Aristäus'  Büchern  über  körperliche 
Orter  —  vollkommen  bekannter  Übergang  von  der 
allgemeinen  Aufgabe  zu  der  existierte,  wo  die  vier 
(leraden  ein  Trapez  bilden.  Da  man  hi  Apollonius'  drittem 
Buche  keine  Hülfssätze  findet,  die  sich  bei  diesem  Übergange 
gut  benutzen  lassen,  so  mufs  man  zugleich  annehmen,  dafs 
derselbe  von  Apollonius'  Vervollständigung  unberührt  geblie- 
ben ist. 

Wenn  wir  nun  auch  nicht  mehr  ganz  direkte  Mittel  haben 
um  solchen  Wegen  nachzuspüren,  wie  sie  die  Alten  wirklich  bei 
diesem  Übergange  gegangen  sind,  so  wollen  wir  hier  doch  auch 
nicht  ganz  im  Finstern  tappen.  W^ir  können  nämlich  Winke 
benutzen,  die  in  der  Behandlung  ähnlicher  Aufgaben,  welche 
uns  ])ei  den  Alten  aufbewahrt  sind,  und  in  den  Berichten  über 
verwandte  Untersuclmngen,  welche  wir  bei  den  späteren  Schrift- 
stellern des  Altertums  finden,  enthalten  sind. 

Wir  wollen  damit  beginnen  auf  die  beiden  Arten  hinzu- 
weisen, wie  die  Parabel  als  Ort  zu  vier  Geraden  in  Archi- 
medes*  Buch  über  die  Quadratur  der  Parabel  auftritt,  so  wie 
wir  es  am  Schlüsse  des  zweiten  Abschnittes  nachgewiesen  liaben 
(S.  ()1).  Von  den  Vierecken,  auf  welche  die  Parabel  hierbei 
brzogi'U  wird,  ist  das  eine  aus  dem  anderen  dadurch  entstanden, 
dafs  zwei  aneinander  stofsende  Seiten  sich  um  ihre  auf  der 
Parabel  liegenden  Schnittpunkte  mit  den  beiden  anderen  gedreht 
haben.  Es  liegt  dann  nahe  zu  versuchen,  ob  dieselben  Mittel, 
welche  benutzt  sind  um  den  Übergang  in  diesem  sehr  speciellen 
Fall  zu  bewerkstelligen,  wo  der  Punkt,  um  den  die  eine  Seite 
sich  drehen  sollte,  unendlich  fern  war,  sich  nicht  auch  benutzen 
lassen  um  im  allgemeinen  die  hier  angegebene  Umformung 
einer  gegebenen  Bestinmnmg  eines  Orts  zu  vier  Geraden  vor- 
zunehmen. 

Man  wird  hierdurch  auf  ein  Verfahren  hingewiesen,  das 
sich,  wenn  man  dasselbe  von  einem  modernen  Gesichtspunkt 
betrachtet,  dadurch  charakterisieren  läfst,  dafs  die  projektivi- 
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sehen  Büschel,  welche  einen  Kegelschnitt  erzeugen,  als  solche 
bestimmt  werden,  welche  zwei  gerade  Linien  in  proportional» 
Teile  teilen.  Um  klar  zu  machen,  dafs  die  Griechen  ein  solches 
Verfahren  benutzt  haben  können,  werden  wir  dasselbe  indessen 
unabhängig  von  der  berührten  modernen  Betrachtungsweise 
darstellen.  Wenn  dasselbe  dadurch  auch  einen  specielleren 
Charakter  aimimmt,  so  wird  es  doch  auch  ziemlich  verschiedene 
Formen  haben  annehmen  können,  deren  Abweichungen  von 
einander  übrigens  nicht  sehr  wesentlich  sind.  Da  wir  nicht 
wissen,  welche  von  diesen  die  Griechen  benutzt  oder  vorgezogen 
haben,  so  können  wir  uns  das  einzige  von  Euklids  Poris- 
men zum  Vorbild  nehmen,  welches  uns  in  seiner  ursprünglichen 
(xestalt  aufbewahrt  ist^).  Flinterher  werden  wir  zeigen,  dafs 
es  kaum  ganz  zufällig  ist,  dafs  das  erwähnte  verloren  gegangene 
W^erk  gerade  das  darbietet,  was  hier  benutzt  werden  soll. 

Das  überlieferte  Porisma  sagt  aus,  dafs  wenn  man  von  zwei 
gegebenen  Punkten  gerade  Linien  zieht,  welche  sich  auf  einer 
der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  schneiden,  und  die  eine  auf 
(»iner  der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  ein  gewisses  Stück 
von  einem  gegebenen  Punkte  an  abschneidet,  die  andere  auf 
einer  anderen  Geraden  ein  Stück  abschneiden  mufs,  welches 
(zu  dem  ersten]  in  einem  gegebenen  Verhältnis  steht. 

Derselbe  Satz  ist,  wie  wir  sehen  werden,  auch  richtig, 
wenn  die  erste  gegebene  Gerade  mit  einem  Ort  zu  vier  Geraden 
vertauscht  wird,  und  wenn  die  beiden  festen  Punkte  beliebige 
Punkte  von  diesem  sind.  Um  indessen  zuerst  nur  die  Umfor- 
numg  dieses  Orts  zu  be werkstellen,  welche  wir  hier  vor  Augen 
haben,  wollen  wir  (Fig.  32)  als  die  beiden  festen  Punkte  die 
gegenüberliegenden  Ecken  A  und  C  des  Vierecks  AB  CD,  auf 
welches  der  Ort  bezogen  wird,  annehmen,  und  wollen  die  Ge- 
raden, auf  denen  die  Stücke  abgeschnitten  werden,  parallel  zu 
den  von  diesen  Ecken  ausgehenden  Seiten  AB  und  CB  ziehen. 
Es  seien  dies  die  durch  C  und  A  gezogenen  Geraden  CK 
und  AE,  Wir  wollen  annehmen,  dafs  AI)  und  die  von  A 
bis  an  einen  Kurvenpunkt  M  gezogene  Gerade*  die  CE  in  J)* 

M  Pappus,  Ausgahe  von  Hultsch.  S.  üoH. 
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und  M'  schneiden,   während  CD  und  CM  die  ÄE  in  D"  und 
M"  schneiden. 

Rechnen  wir  nun  bei  der  Bestimmung  des  geometrischen 
Orts  die  Abstände  des  Punktes  M  von  AB  und  CD  parallel 


Fig.  32. 

der  BC  und  seine  Abstände  von  BC  und  AD  parallel  der  BA, 

so  wird  das  Verhältnis  zwischen  den  Abständen  von  CD  und 

D''  M" 
BC  ^Heich  —/rr-,  und  das  Verhältnis  zwischen  den  Abständen 

AE 

von  J/^  und  DA  gleich  -ry,-f/;  •     ^^^^  das  Verhältnis  zwischen 

den  Rechtecken  aus  den  Abständen  von  den  gegenüberliegenden 

Seiten   von  ABCl)  gleich  X  wird,    läfst  sich  also  ausdrücken 

durch 

D'M*'         .     CE 


DM'    ""  ^'  ÄE  ^  ^' 


(1) 


wo  /i  eine  neue  von  der  Lage  des  Punktes  M  auf  der  Kurve 
unabhängige  Konstante  ist. 

Ist,  wie  es  nach  unserer  Annahme  der  Fall  war,  die 
Konstante  /  durch  einen  Punkt  F  des  geometrischen  Orts  be- 
stimmt, so  erhält  man  unmittelbar  anstatt  (1) 

jjuj^ss^  _  D'^F''  _  F'M" 
D'M*    ~    D'F*    —    FM'  '  ^^^ 

worin  F'  und  F'  die  Schnittpunkte  von  AF  und  CF  mit  CE 
und  AE  bedeuten. 
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Dafs  auch  das  letzte  V^erhältnis  in  (2),  welches  aus  den 
beiden  anderen  abgeleitet  ist ,  konstant  bleibt ,  wenn  M  sich 
auf  dem  betrachteten  Ort  bewegt,  zeigt,  dafs  dieser  auch  Ort 
zu  den  vier  Seiten  des  einbeschriebenen  Vierecks  ABCF  ist. 

I^a  wir  hierbei  nur  die  Definition  des  Orts  zu  vier  Geraden 
benutzt  und  sonst  keinerlei  liücksicht  auf  dessen  Beschaffenheil 
genonnnen  haben  —  abgesehen  davon,  dafs  wir  die  Vierecke 
einbeschrieben  genannt  haben  —  so  ist  bei  dieser  Umformung 
kein  Bedarf  fih-  irgendwelche  Ausdehnung  von  einem  einfachen 
Kegelschnitt  (in  antikem  Sinne)  auf  zwei  zusammengehörige 
llyperbeläste  gewesen. 

Um  den  Satz  von  dem  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenen 
Viereck  von  einem  Trapez  auf  ein  beliebiges  Viereck  ausdehnen 
zu  können,  und  um  umgekehrt  die  Bestimmung  eines  beliebigen 
Oiis  zu  vier  Geraden  auf  ein  solches  zurückzuführen,  in  dem 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  parallel  sind,  braucht  man  nur 
den  Fall  betrachtcit  zu  haben,  wo  eine  von  den  Linien  AI) 
oder  AF  in\i  AK  zusammenßillt. 

[laben  die  Alten  nun  wirklich,  wie  wir  annehmen,  diese 
Umfornumg  benutzt,  so  ist  kein  grofser  Sprung  nötig  gewesen 
um  auch  folgende  Erweiterung  des  citierten  Euklidischen  Po- 
rismas  auf  Kegelschnitte  zu  finden: 

Wenn  man  von  zwei  festen  Punkten  t^nes  Kegelschnittes 
gerade  Linien  an  einen  (beweglichen)  Punkt  desselben  zieht,  so 
werden  diese  auf  zwei  Geraden,  von  denen  die  eine  willkürlich 
gewiihlt  werden  kann,  proportionale  Stücke  abschneiden. 

Die  beiden  Geraden  brauchen  nämlich,  wenn  A  und  C  die 
Punkte  sind,  nur  parallel  BA  und^i^C  zu  sein.  Nun  lassen 
sich  ebenso  gut  wie  1)  auch  A,  B  und  C  mit  neuen  Punkten 
der  Kurve  vertauschen.  Folglich  können  die  gegebenen  Punkte 
A  und  C  beliebige  Punkte  der  KurvT  werden,  und  AK  kann 
eine  beliebige  Richtung  erhalten. 

Es  sprechen  in  der  That  Gründe  dafür,  dafs  die  Alten 
dieses  Porisrna  gekannt  haben  oder  das  daran  geknüpfte  Theo- 
rem, welches  sich  dadurch  vom  Porisrna  unterscheiden  würde, 
dafs  es  ausdrücklich  die  Be.sthnmung  der  Linien  ausspricht, 
auf  denen  die  Stücke  abgeschnitten  werden. 
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Zu  dieser  Annahme  wird  man  zunächst  dadurch  geführt, 
dafs  man  erwarten  darf,  dafs  die  Alten,  indem  sie  sich  nnt 
dem  citierten  elementaren  Porisma  bei  Euklid  beschäftigten, 
sich  auch  gefragt  haben,  ob  umgekehrt  der  geometrische  Ort 
für  die  Durchschnittspunktc^  zwischen  geraden  Linien,  welche, 
durch  feste  Punkte  gezogen,  proportionale  Stücke  auf  festen 
(leraden  abschneiden,  immer  eine  gerade  Linie  ist. 

Die  Antwort  mufste  verneinend  ausfallen;  aber  dieCiriechen 
haben,  da  sie  den  Ort  zu  vier  Geraden  kannten,  nicht  unter- 
lassen kr)nnen  zu  bemerken,  dafs  hier  ein  solcher  vorlag.  Da- 
dnrcli  ist  die  Erweiterung  des  Porismas  zu  einem  Ort  zu  vier 
(Geraden  gegeben,  und  damit  der  bereits  dargestellte  einfache 
Weg  zur  Umformung  dieses  Orts,  der  ein  notwendiges  Glied 
in  der  vollständigen  Bestimmung  desselben  war. 

Doch  glaube  ich  eher,  dafs  die  Verbhidung  umgekehrt 
gt^wesen  ist.  Man  hat  beim  Studium  des  Orts  zu  vier  Geraden 
()d(»r  bei  Untersuchungen  über  Kegelschnitte  die  Umformung 
des  Vierecks  auf  dem  angegebenen  Wege  gefunden,  und  man 
liat  dann  die  Beobachtung  gemacht,  dafs  die  in  dem  so  ent- 
st('hend(^n  Porisma  gegebene  Bestinunung  der  Punkte  eines 
Kegelselinittes  sich  zugleich  auf  di(^  Punkte  einer  Geraden  an- 
w(»nden  liefs.  Diese  Auffassung  wird  bestätigt,  wenn  wir 
untersuchen,  auf  welchen  anderen  Wegen  als  den  hier  be- 
-clirirbenen  es  überhaupt  möglich  gewesen  sein  kami  die  Um- 
foiruung  vorzunehmen,  welche  uns  beschäftigt. 

Die  fkstinmumg  eines  Punktes  M  als  auf  dem  Ort  zu  den 
Seiten  des  Vierecks  ABCD  belegen,  der  durch  einen  Punkt  F 
\:vhvn  soll,  ist  an  sich  ein  Ausdruck  für  die  Gleichheit  dessen, 
was  man  Jetzt  anharmonische  Verhältnisse  nennt: 

A(BI)FM)  =  C(Bl)FM),  (8) 

Dals  diese  Gleichung  ein  einfacher  und  ziemlich  unmittel- 
l)arer  Ausdruck  hierfür  ist,  sieht  man  daraus,  dafs  umgekehrt 
dt'r  Satz  vom  einbeschriebenen  Viereck  sich  ohne  w*eiteres  aus 
derselben  herauslesen  läfst,  wenn  man  auf  die  gewöhnliche 
\\'(Mse  die  anharmonischen  V'erhältnisse  durch  die  a'nms  der 
Winkel  ausdrückt,  und  diese  w^ieder  mit  Verhältnissen  zwisclien 
Strecken  vertauscht. 
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Der  Übergang  vom  einem  Viereck  zu  einem  anderen  mufc 
dann  unter  der  einen  oder  anderen  Form  zusammengefallen 
sein  mit  einer  Umformung  der  aufgestellten  Gleichheit  anhar- 
monischer  Verhältnisse   in  die  Gleichheit    der  anharmonischen 

Verhältnisse 

A{BFDM)  .-^  C{BFDM)  (4) 

zwischen  denselben  Linien  in  anderer  Reihenfolge  genommen. 
Diese  Umwandelung  nmfs  vorgenonuiien  sein,  indem  man  zuerst 
der  Gleichheit  einen  vom  Satz  vom  einbeschriebenen  Viereck 
verschiedenen  Ausdruck  gab,  welcher  die  Umwandelung  un- 
mittelbarer gestattete. 

Am  einfachsten  wird  dies  ebenso  wie  in  dem  von  uns 
aufgestellten  Beweise  dadurch  erreicht,  dafs  man  die  Geraden 
der  beiden  Büschel  von  solchen  festen  Geraden  durchschneiden 
läfst,  welche  von  denselben  in  proportionale  Teile  geteilt  werden. 
Da  man  indessen  nicht  immer  zuerst  auf  das  verfallt,  was 
am  einfachsten  ist,  so  können  die  Alten  möglicherweise  auch 
den  Durchschnitt  mit  anderen  Hülfslinien  benutzt  haben,  wonach 
die  Gleichheit  der  anharmonischen  Verhältnisse  durch  die  Pro- 
portion zwischen  Rechtecken: 

B*P,I)'M'  _  B"F^,D"M'' 

B'it.D^F'  "■   B*' M*'\ I)'* F'*  '  ^^' 

oder  durch  eine  Proportion  ausgedrückt  werden  würde,  welche 
im  modernen  Sinne  in  dieser  einbegriffen  sein  würde  und 
iladurch  einfacher  geworden  wäre,  dafs  einer  oder  zwei  Punkte 
sich  bis  ins  Unendliche  entfernt  hätten.  In  dem  vorher  ge- 
führten Beweise  wai*  dies  der  Fall  mit  B'  und  B'\  Auf  die 
in  ihrer  allgemeinen  Gestalt  aus  vier  Rechtecken  gebildete  Pro- 
portion kann  man  sehr  leicht  dadurch  getrofTen  sein,  dafs  man 
z.  B.  die  beiden  Hülfslinien  mit  FM  hat  zusanunenfallen  lassen, 
wodurch  F'  und  F"  mit  F,  M*  und  M"  mit  M  zusanunen- 
fallen.    Die  dadurch  erhaltene  Proportion: 

B"M.D'M  _  B^'FA^F 
B'M\D''M  ~  B*F7l)"F' 

welche  das  sogenannte  Theorem  vonDesargues  ausdrückt, 
ist   nämlich    geradezu   durch   den  Satz   vom    einbeschriebenen 
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Viereck  ausgedrückt,  wenn  man  die  Abstände  von  den  Seiten 
in  der  Richtung  FM  rechnet,  und  wir  werden  im  nächsten 
Abschnitt  weiter  l)egrönden,  dafs  die  Alten  diese  Umformung 
wirklich  gekannt  haben. 

Wenn  nun  die  Beziehung  auf  das  gegebene  Viereck  auf 
irgend  eine  Weise,  d.  h.  durch  irgend  eine  Wahl  der  Hülfs- 
linien,  auf  die  Form  (o)  gebracht  war,  so  hat  diese  Propor- 
tion sich  folgendermafsen  weiter  umformen  lassen: 


R'P.D'M'  —  B'M'.D'P 


B'M*.I)'F' 


B*' M^*:  i)**  F' 


'41 


oder 


B'jii'.F'iy 


B"  D" .  F"  M" 
B"  M- .  F"  D-  ' 


(<•«) 


dies  ist  ein  Ausdruck  tür  (4),  und  es  mufs  sich  nachweisen 
lassen,  dafs  derselbe  die  Beziehung  auf  das  Viereck  ABC F  in 
ähnlicher  \Veise  ausdrückt,  wie  die  Proportion  (5)  die  Beziehung 
auf  ABCI).  Die  Zusammenziehung  der  Zähler  mag  allerdings 
nach  dem  verschiedenen  Vorzeichen  in  verschiedene  Fälle  zer- 
lo^^t  sein,  aber  dieselbe  ist  nicht  so  schwierig^)  wie  viele  von 
denen,  welche  die  Alten,  wie  man  bei  Pappus  sehen  kaim, 
haben  ausführen  können,  ja  von  denen  man,  wenn  Papjius 
überhaupt  Veranlassung  gehabt  hat  dieselben  als  Ilülfssätze  für 


*)   Die  dabei  an^'ewandte  Relation 

AC.BD  =  AB,CD-\-Äl).BC 

ist  in  der  <,'eoniefrischen  Aljreljra  <lurch 
die  nebenstehende  Fijrur  dargestellt, 
worin  A,  B' ,  C,  D'  dieselben  Ab- 
stände hallen  wie  A,  B,  C,  J) ,  und 
deren  Anwendung  man  leicht  ver- 
stehen wird,  wenn  wir  <lie  Relation 
folgende!  inafsen  schreiben : 

AC.B'D'  =  AC.B'C  ^AC.C'l)' 
=  ACB'C'^CD.AC 
=  AI)  .B*C'^CB.AB\ 


^'i 


B' 


i 


B    r 

Fiir.  'X\. 


D 


und   wenn    man.   wohlgemerkt,    dieser  Anleitung    zur   Umlegun 
Flachen  in  der  Figur  selbst  folgt. 


i? 


der 
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das  Verständnis  der  älteren  Schrittsteller  aufzustellen,  verFiuiten 
mufs,  dafs  die  Alten  es  sogar  für  unnötig  gehalten  haben, 
sie  zu  beweisen. 

Ich  glaube  kaum,  dafs  es  denkbar  ist,  dafs  die  Alten,  um 
den  Übergang  von  der  Beziehung  eines  Orts  auf  ein  Viereck 
zu  dessen  Beziehung  auf  ein  anderes  Viereck  vorzunehmen, 
sich  anderer  Mittel  haben  bedienen  können  als  derjenigen, 
welche  (im  modernen  Sinne)  in  den  hier  angeführten  einbe- 
grilfen  sind ,  welche  also  keinenftills  gröfsere  Schwierigkeiten 
haben  darbieten  können. 

Bei  der  Möglichkeit,  auf  maimigfaltige  und  besondere  Arten 
Hülfslinien  zu  wählen,  kann  dieser  Beweis  indessen  eine  Menge 
verschiedener  Formen  angenonmien  haben.  Es  bleibt  also  zu 
untersuchen,  ob  man  sich  an  einzelne  von  diesen  Formen  gv- 
halten  oder  ob  man  auch  andere  gekarmt  und  angewandt  hat, 
wenn  auch  nicht  gerade  bei  der  Bestinunung  des  Orts  zu  vier 
(i(^raden,  so  doch  um  eine  gröfsere  Meng(^  von  Darstellungen 
der  Kegelschnitte  und  dadurch  Mittel  zu  verschiedenen  Unter- 
suchungen zu  erhalten,  namentlich  um  zu  beweisen,  dafs  vor- 
gelegte geometrische  Örter  Kegelschnitte  sind. 

Diese  Frage  ist,  anders  ausgedrückt,  die,  ob  die  Griechen 
andere  Darstellungen  von  der  Erzeugung  eines  Kegel- 
schnittes durch  projektivische  Büschel  kannten  und 
anwendeten,  als  diejenigen  sind,  welche  man  im  Satze  vom 
einbeschriebenen  Viereck  hat.  Sie  mufs  also  mit  einem  Hin- 
weise auf  die  Erzeugung  von  dieser  Art  beantwortet  werden, 
auf  die  wir  bereits  am  Schlüsse  von  Apollonius'  drittem  Buche 
|o3 — 5(>|  gestofsen  sind.  Die  Relation,  durch  welche  in  dieser 
die  Projektivität  der  Büschel  ausgedrückt  wird,  würde  in  (5) 
einbegritfen  sein,  wenn  man  den  Punkt  B  mit  A  und  D  mit  C 
hätte  zusanunenfallen  lassen,  sowie  die  Richtung  der  festen 
Geraden  so  gewählt  hätte,  dafs  B'  und  />"  ins  Unendliche 
fortrückten,  d.  h.  parallel  den  Tangenten  in  A  und  C, 

Da  nun  der  hier  erwähnte  Satz  sich  ausdrücklich  bei  Apol- 
lonius fmdet,  so  könnte  es  scheinen,  als  ob  einige  Veranlassung 
gegeben  sei,  sich  denselben  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
(Jeraden  zu  (irunde  gelegt  zu  denken.     Derselbe  giebt  in  der 
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Thal  —  wie  wir  schon  im  vorigen  Abschnitt  bemerkt  haben  — 
unmittelbar  den  Ort  zu  drei  Geraden.  Wenn  ich  nur  wenig 
geneigt  bin  denselben  auch  bei  der  Restitution  des  Orts  zu  vier 
(leraden  zu  benutzen,  so  liegt  das  daran,  weil  auf  Grund  der 
besonderen  Form  des  hierzu  gehörigen  Vierecks  zwei  Über- 
gänge nötig  sein  würden  um  zu  einem  beliebigen  Viereck  zu 
gelangen,  und  weil  man,  wenn  man  umgekehrt  bei  der  ße- 
stinnnung  eines  gegebenen  Orts  von  einem  beliebigen  Mereck 
ausgehen  würde,  Bestimmungen  von  Tangenten  vornehmen 
müfste,  um  denselben  auf  den  in  dem  erwähnten  Satze  be- 
stimmten Ort  zu  drei  Geraden  zurückzuführen.  Der,  welcher 
die  hiermit  verbundenen  Schw-ierigkeiten  überwinden  konnte, 
würde  nicht  unterlassen  haben  zu  bemerken,  dafs  man  das  Ziel 
rascher  erreichen  könnte,  wenn  man  —  wi(^  wir  es  gethan 
haben  —  das  von  Apollonius  in  der  erwähnten  Satzgruppe  be- 
luitzle  Verfahren  auf  ein  einbeschriebenes  Trapez  anwendete, 
worauf  nur  eine  weitere  Umformung  des  Vierecks  notwen- 
dig ist. 

Doch  kann  es  immer  noch  wunderlich  erscheinen,  dafs 
A[)oil()nius,  wenn  er  den  Ort  zu  vier  Geraden  im  grofsen 
und  ganzen  auf  die  Weise  bestinmit  hat,  welche  wir  als  die 
nächstliegende  bezeichnet  haben,  nicht  lieber  in  seinem  dritten 
Ruch  die  hierzu  dienende  Erweiterung  des  aufbewahrten  Po- 
i'ismas  von  Euklid  (umgewandelt  in  ein  Theorem)  aufgeführt 
hat  als  die  in  den  Sätzen  53 — 5G  enthaltene  Erzeugung  von 
Kegelschnitten.  Doch  lassen  sich  hierfür  verschiedene  Gründe 
denkc^n.  Ich  bin  am  meisten  geneigt  den  Grund  darin  zu 
suchen,  dafs  er  nur  die  Erweiterung  einer  einzelnen  der  im 
voraus  bekannten  Erzeugungen  von  Kegelschnitten  durcii  projek- 
tivisclie  Büschel  auf  den  aus  zwei  Hyperbelästen  zusammen- 
La\setzten  Kegelschnitt  hat  zeigen  wollen,  und  dann  die  gewälilt 
hat,  b(M  der  diese  Erweiterung  am  leichtesten  vorzunehmen 
war.  Da  nämlich  bei  der  in  der  Satzgruppe  53 — 56  behandelten 
Erzeugung  rmr  zw^ei  feste  und  ein  beweglicher  Punkt  vor- 
kommen, so  bedarf  man  hier  ziu*  Erweiterung  des  wahrschein- 
lich im  voraus  bekannten  Satzes  über  einen  Kegelschnitt  [54] 
nur    zweier  Sätze    [55  und  56].      In    dem    oben    über    Kegel- 
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schnitte  ausgesprochenen  Porisnia  (nragewandelt  in  ein  Theorem) 
koninien  dagegen  —  abgesehen  von  dem  7Air  Bestimnmng  von 
Konstanten  dienenden  Punkte  F  —  im  ganzen  5  Punkte  des 
Kegelschnittes  (^1,  B,  C,  D,  M)  vor,  wodurch  die  Erweiterung 
auf  die  beiden  Hyperbeläste*)  bedeutend  weitläufiger  wird. 

Wenn  ich  soeben  von  „den  im  voraus  bekannten  Erzeu- 
gungen von  Kegelschnitten  durch  projektivische  Büschel*  ge- 
sprochen habe,  so  habe  ich  dabei  l)ereits  vorausgesetzt,  einmal, 
dafs  es  mehrere  derselben  gab,  und  zweitens,  dafs  man  auch, 
ohne  dieselben  wie  wir  unter  den  Begriff  Projektivität  zusam- 
menfassen zu  können,  eine  klare  Vorstellung  von  ihrem  gegen- 
seitigen Zusanmienhange  hatte.  Die  Berechtigung  zu  diesen 
Voraussetzungen  entnehme  ich  demselben  Werke,  welches  mir 
den  Weg  zur  Umformung  des  einbeschriebenen  Vierecks  zeigte, 
den  ich  zuerst  als  den  annehmbarsten  hingestellt  habe,  nämlich 
aus  Euklids  Porismen. 

Diese  Schritt  ist  allerdings  verloren,  und  Pappus'  An- 
gaben-)  über  ihren  hihalt  sind  lange  Zeit  rätselhaft  gewesen; 
aber  jetzt  sind  diese  Rätsel  der  Hauptsache  nach  vollständig 
gelöst,  wenn  sich  auch  inuner  noch  über  die  Form  der  Poris- 
men streiten  läfst,  und  die  Untersuchungen  über  Einzelheiten 
des  hihalts  und  den  wahrscheinlichen  Anlafs  und  Zweck  der 
Schrift  nicht  in  allen  Punkten  abgeschlossen  sind.  Bereits 
Robert  Simson  deutete  an,  wie  Pappus'  Angaben  zu  er- 
klären seien;  aber  diese  Erklärung  liefs  sich  erst  durchführen, 
als  die  Wissenschaft  im  Begriff  stand  das  Gebiet  wiederzuero- 
bern,  zu  dem  die  Porismen  gehörten,  und  das  geschah  dann 
durch  einen  der  Männer,  welche  bei  der  Arbeit  auf  diesem 
Gebiete  zu  den  ersten  gehörten,  nämlich  durch  Michel  Chasles. 
Dieser   hat    wie   bekannt   sogar   eine  Restitution   von   Euklids 


')  Die  Veranlassunj^  zu  einer  solchen  Erweiteruni^  ergiebt  sich  erst,  wenn 
(las  Porisnia  über  Kegelschnitte  ausgesprochen  wird,  um  dasselbe 
zur  Umformung  des  noch  nicht  näher  bestimmten  Orts  zu  vier 
Geraden  anwenden  zu  können,  war  es  also  für  Apollonius  nicht 
nOtig  eine  solche  Erweiterung  vorzunehmen. 

^)  Ausgabe  von  Hultsch,  S.  C48  ft*. 
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verlorenem  Werk^)  ausgearbeitet,  die  allerdings  keinen  Anspruch 
auf  volle  Übereinstininmng  in  den  Einzelheiten  macht  —  das 
•^»^eht  unter  anderem  daraus  hervor,  dafs  Chasles  220  Porismen 
aufstellt,  während  das  Werk  nur  171  gehabt  hat  — ,  die  aber 
'/ur  Genüge  die  Durchführbarkeit  der  aufgestellten  Erklärungen 
und  deren  Übereinstimmung  mit  allen  vorliegenden  Angaben 
zeigt. 

Es  darf  also,  ohne  dafs  wir  nötig  hätten  die  Begründung 
dafür  zu  wiederholen,  zweierlei  als  feststehend  betrachtet  wer- 
den: zunächst,  dafs  Euklids  Porismen  ausgesprochen  haben,  dafs 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  dafs  Gerade  durch  denselben 
Punkt  gehen  und  dafs  Punktreihen  auf  geraden  Linien  in  sol- 
chen Verbindungen  stehen,  welche  mit  gröfserem  oder  gerin- 
gerem Grade  von  Allgemeinheit  das  ausdrücken,  was  wir  pro- 
jektivi.sch  nennen;  und  demnächst  auch,  dafs  die  Voraussetzungen, 
unter  denen  dieses  der  Behauptung  nach  stattfindet,  in  den 
beiden  ersten  Büchern  über  die  Porismen  aus  Bedingungen 
derselben  Art  zusammengesetzt  sind. 

r^appus'  Worte,  dafs  die  Voraussetzungen  „ganz  speciell'' 
sind,  könnten  vielleicht  die  Befürchtung  erwecken,  dafs  in  den 
Porismen  uur  einzelne  eng  begrenzte  Sätze  dieser  Art  auf- 
jzestellt  worden  seien.  Wenn  wir  indessen  den  weiteren  Zusam- 
menhang dieser  Worte  berücksichtigen,  dafs  sie  nämlich  „ver- 
schieden sind,  weil  sie  ganz  speciell  sind**,  und  ferner  beachten, 
dafs  Pappus  10  Porismen  in  eins*)  von  sehr  allgemeinem 
Charakter  zusammenzieht,  so  müssen  wir  annehmen,  dafs  diese 
Specialität  entweder  nur  in  der  Verschiedenheit  liegt  oder  in 
der  bei  den  Griechen  gewöhnlichen  Zerstückelung  besteht,  so 
dafs  jedesmal  mehrere  Porismen  zusammengenommen  die 
Voraussetzungen  über  die  Lage  der  darin  vorkommenden  Punkte 
und  Geraden  vollkommen  allgemein  machen. 


M  M.  (Ihasles,  Les  trois  livres  de  porismes  d'Euclide,  r^tablis  pour  la 
premiere  fois  d'apres  la  notice  et  les  lemmes  de  Pappus,  et  confornie- 
inent  au  sentiment  de  R.  Simson  sur  la  fonne  des  ^nonc^s  de  ces 
propositions.     Paris  1860. 

')  Ausgabe  von  Hultsch.  S.  652. 
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Unter  diesen  Um.sUüiden  sind  zwei  Folgerungen  möglich: 
entweder  es  hat  direkt  unter  den  Porisnien  solche  gegeben, 
welche  ausdrückten,  dafs  wenn  zwei  Strahlenhüschel  zwei  feste 
gerade  Linien  in  Punktreihen  schneiden,  welche  einer  gewissen 
Relation  der  erwähnten  Art  (z.  B.  der,  dafs  das  Hechteck 
aus  d(^n  Abständen  von  zwei  festen  Punkten  der  Geraden 
konstant  ist)  genügen,  andere  feste  Geraden  existieren  müssen, 
welche  sie  in  Punktreihen  schneiden,  die  einer  anderen  dieser 
Relationen  genügen  (z.  B.  ähnlich  sind);  oder  man  muls, 
wenn  die  Porismen  verwickelter  gewesen  sind,  bei  ihrer  Bil- 
dung mit  dieser  Art  von  Übergängen  vertraut  gewesen  oder 
geworden  sein.  Wenn  also,  wie  wir  gesehen  haben,  wenigstens 
Apollonius  eine  Form  [3tes  Buch,  ."kj — oC)]  für  die  Bestinunung 
projektivischer  Büschel,  die  einen  Kegelsclinitt  hervorbringen, 
kennt,  so  darf  man  schliefsen,  dafs  er  auch  Euklids  Porismen 
benutzen  konnte*  um  dies  durch  andere  Formen  für  die  Rela- 
tion zwischen  den  Punktreihen  auszudrücken,  welch«*  die  Büschel 
entweder  auf  denselben  Ilülfslinien,  die  er  benutzt,  oder  auf 
anderen  bestimmen.  Berücksichtigt  man  mm  die  vielen  Aus- 
drückt* für  die  Piojektivität.  die  nach  Pappus  in  Euklids  Poris- 
men aufg(\stellt  sein  müssen,  so  erhält  man  dadurch  ebenso 
viele  Bestinnuungen  von  Kegelschnitten,  hervoi'gebracht  durch 
solche  Strahlenbüschel,  deren  Verbindung  wir  mm  in  die  eine 
zusammenfass(^n  krmnen,  dafs  diese  Büschel  projektivisch  sind. 

Hierdurch  erhalten  wir  zunächst  cMue  Erklärung  von  Apol- 
lonius* Äufserung  in  der  Vorrede,  dafs  sein  drittes  Buch,  während 
es  gleichzeitig  zur  vollständigen  Bestinunung  des  Orts  zu  drei 
oder  vier  (Geraden  dient,  überhaupt  ausreichendere  Mittel  zur 
Bestinunung  und  Diskussion  körperlicher  Orter  gebe;  denn  jede 
Form  für  die  hier  erwähnte  Erzeugung  ist  ein  Ortstheorem. 
Wenn  Ai)ollonius  sagt,  dafs  diese  Mittel  zum  Teil  neu  sind,  so 
hat  man  g(»wifs  wie  gewöhnlich  vorzugsweise  an  die  für  die 
Diskussion  der  Orter  so  wichtige  Betrachtung  zusammengehöriger 
Hyperbeläste  zu  denken.  Abgesehen  von  diesen  können  dem 
Verfasser  der  Porismen,  der  dit.»  Bestimnmng  des  Orts  zu  vier 
(Jerad(*n  teilweise  kannte,  solche  Eivjnigungc^n  der  Kegelschnitte, 
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wie  wir  hier  (U'wähni  hnbeii,  nicht  trenid  gewesen  sein,  und 
Arisiruis*  Buch  nhov  körperliche  C)rter  kann  möglicherweise 
verschiedene  Beis|)iele  hierfür  enthalten  haben. 

Ferner  bestätigt  die  allgemeine»  Betrachtung  des  Zusam- 
menhangs zwischen  der  Lehre  von  körperlichen  ()rtern  und 
Kuklids  Porismen  die  Richtigkeit  der  Anwendung,  welche  wir 
von  dem  vollständig  aufbewahrten  Porisma  gemacht  haben. 
Beti-achtet  man  nämlich  die  verschiedenen  Formen,  unter  denen 
die  Erzeugung  durch  projektivischc  Büschel  sich  überhaupt  in 
l'bereinstimnmng  mit  den  Porismen  ausdrücken  läfst,  so  zeigt 
das  erwähnte  Porisma  deutlich,  dafs  die  Bestimmung  der  Büschel 
«lurch  Teihmg  gewisser  Geraden  in  proportionale  Teih»  nicht 
vergessen  sein  kann.  Es  kann  also  die  Vermutung  nicht  ganz 
unrichtig  sein,  welche  wir  zu  Anfang  dieses  Abschnitts  darüber 
itufg(\stellt  haben,  wie  die  Alten  den  Übergang  von  einem 
einbeschriebenen  Viereck  zu  einem  anderen,  der  ein  notwen- 
diges Gh'ed  in  ihrer  vollständigen  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
Geraden  gewes(?n  ist,  bewerkstelligt  haben. 

Das,  worauf  wir  hier  gebaut  haben,  ist  teils  die  Gewifs- 
heit,  dafs  Apollonius  den  Ort  zu  vier  Geraden  vollständig, 
seine  Vorgänger  denselben  teilweise  bestinunt  haben,  teils  ist 
es  die  letzte  Satzgruppe  in  Apollonius'  drittem  Buche,  teils 
sind  es  endlich  die  vorliegenden  zuverlässigen  Angaben  über 
den  Inhalt  von  Euklids  Porismen.  Unsere  Schlüsse  gehen  von 
dem  geometrischen  Faktum  aus,  dafs  alle  diese  Untersuchungen 
ihrem  Inhalte  nach  genau  zusammenhängen,  und  führen  dann, 
indem  nur  dieser  Zusanmienhang  auf  die  nächstliegende  Weise 
benutzt  wird,  dahin,  dafs  die  Alten  die  Erzeugung  von 
Kegelschnitten  durch  projektivische  Büschel,  abge»- 
>ehen  von  deren  Zusammenfassung  durch  den  Gat- 
}  nngsbegriff  I^'ojektivität,  vollständig  gekannt  haben. 

Durch  Aufstellung  dieses  Resultats  gelien  wir  freilich  bedeu- 
tend weiter,  als  Chasles  nach  seinen  Aussprüciien  über  Nutzen 
und  Anwendung  der  Porismen  zu  urteilen  thut.  In  der  Art  der 
Anwendung  selbst  ergiebt  sich  indessen  keine  grofse  Abweichung 
von  dem,    was  er  in  dieser  Angelegenheit   sagt.     Er  hebt  (»ben 
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auch*)  den  Nutzen  hervor,  den  die  Porismen  namentlich  bei 
der  Bestimmung  von  Ürtern  gewähren  können,  da  die  durch 
dieselben  gegebenen  verschiedenen  Darstellungen  der  bekannten 
Örler  es  möglich  machen,  jeden  neuen  Ort,  der  bestimmt 
werden  soll,  auf  mannigfaltige  Weise  an  jene  anzuschliefsen. 
In  dieser  Beziehung  vergleicht  er  äufserst  treffend  die  Porismen, 
in  denen  angegeben  wird,  dafs  man  durch  Bestimmung  von 
irgend  etwas  Unbekanntem  zu  einer  gewissen  Darstellung  ge- 
langen kann,  mit  den  bekannten  Formen  der  Gleichungen 
in  der  analytischen  Geometrie,  welche  man  durch  Bestimmung 
der  noch  unbekannten  Koefficienten  dahin  bringen  kann  neue 
geometrische  Örter  von  einer  gewissen  Art  darzustellen.  Diesem 
Vergleiche  können  wir  um  so  mehr  zustimmen,  als  wir  überall 
in  der  höheren  Geometrie  der  Alten  fast  eben  soviel  Überein- 
stimmung mit  der  Behandlungsmethode  der  analytischen  Geo- 
metrie wie  mit  der  der  modernen  reinen  Geometrie  finden,  was 
wir  Gelegenheit  finden  werden  des  weiteren  auseinanderzusetzen, 
wenn  wir  im  zehnten  Abschnitt  die  Bestimmungen  der  Örter 
bei  den  Alten  untersuchen.  Im  besonderen  werden  dann  die 
beiden  ersten  Bücher  über  Porismen  den  Untersuchinigen  der 
modernen  analytischen  Geometrie  entsprechen,  bei  denen  na- 
mentlich die  lineare  Form  für  die  Gleichung  der  geraden  Linie 
benutzt  ist.  Wie  wir  angeführt  haben,  behandeln  dieselben  näm- 
lich teils  die  Bedingungen  dafür,  dafs  Punkte  auf  einer  Geraden 
liegen  oder  gerade  Linien  durch  einen  Punkt  gehen,  teils  die 
Relationen  zwischen  geradlinigen  Punktreihen,  welche  in  einer 
ebenen  Figur  durch  Projektion  und  durch  Schneidung  von 
geraden  Linien  verbunden  sind. 

Es  ist  übrigens  unwesentlich,  ob  man  die  Porismen  mit 
den  modernen  rein  geometrischen  oder  mit  den  analytisch- 
geometrischen Hülfsmitteln  vei*gleicht,  welche  beide  nur  unter 
verschiedener  Form  ganz  dieselben  Ziele  verfolgen.  Sie  ihrer- 
seits gewähren  dasselbe  unter  einer  di'itten  Form. 

Chasles  hat  ferner  darin  Recht,  dafs  diese  reichen 
Hülfsquellen    in    den    beiden    ersten    Büchern    der    Porismen 


')  M.  Chasles,  Les  trois  livres  de  porisines  d'EucIide,  S.  W). 
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iininittelhar  nur  auf  geradlinige  Figuren  angewandt  werden, 
also  auch  unmittelbar  nur  gerade  Linien  als  geometrische  Örter 
ergeben,  und  dafs  dieselben  im  3ten  Buche  nur  zugleich  auf 
den  Kreis  Anwendung  finden.  Er  fügt  hinzu  ^),  dafs  der 
gröfste  Teil  der  Porismen  mit  derselben  Leichtigkeit  sich  auf 
die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  ausdehnen  lasse,  und  weist 
in  einer  Anmerkung  auf  seine  eigene  Dai'stellung  der  Erzeu- 
gung durch  projektivische  Büschel  in  seinem  Apetxii  hlstoriqne 
l)esonders  hin. 

hl  seiner  Wiederherstellung  der  Porismen  ist  es  auch  an 
manchcMi  Stellen  leicht  die  allgemeinen  Sätze  über  Kegelschnitte 
zu  erkennen,  welche  er  selbst  vor  Augen  hat,  und  welche  er 
nur  ontwedei-  so  specialisiert,  dafs  eine  Gerade  oder  ein  Kreis 
an  Stelle  (»ines  allgemeinen  Kegelschnittes  tritt,  oder  so  umformt, 
dafs  der  KegelscFmitt,  mit  dem  das  Porisma  zusammenhängt, 
nicht  g(»nannt  wird,  sondern  nur  die  dadurch  erreichte  Ver- 
bindung zwischen  geraden  Linien  oder  zwischen  diesen  und 
Kreisen  zurückbleibt. 

Das,  was  wir  nun  hinzuzufügen  haben,  ist  die  Annahme, 
erstens,  dafs  eben  diese  Verbindung  mit  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  auch  Euklid  während  der 
Ausarbeitung  der  Porismen  vor  Augen  geschwebt 
hat .  und  dafs  gerade  diese  Übereinstinmumg  im  Gedankengange 
Chasles  dazu  verholten  hat  den  Porismen  ihren  richtigen  Cha- 
rakter und  Inhalt  zu  geben;  zweitens,  dafs  Apollonius  wäh- 
rend seinei'  weiteren  Behandlung  des  Orts  zu  vier  Geraden  und 
kör|)erlicher  Örter  überhaupt  vielfach  Veranlassung  gehabt 
hat  diese  Verbindung  zu  benutzen.  Ich  hege  um  so 
weniger  Bedenken  bei  dieser  Abw^eichung  von  dem  kenntnis- 
HMchen  Wiederhersteller  der  Porismen,  als  derselbe  nirgendwo 
in  den  von  ihm  veröffentlichten  Voruntersuchungen  irgendwelche 
Kücksicht  auf  die  Bedeutung  des  Umstandes  genommen  hat, 
dafs  die  Alten  eine  so  allgemeine  Aufgabe,  wie  die  Bestim- 
mung des  Orts  zu  vier  Geraden  —  für  welche  er  ja  sogar 
dem  Pappus  einen  grofsen  Teil  der  Ehre  überläfst    —    gelöst 
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haben,  und  als  er  überhaupt  den  Inhalt  von  Apollonius'  Kegel- 
schnitten unbenutzt  läfst. 

So  wie  er  von  uns  aufgefafst  wird,  giebt  der  Zusannnen- 
hang  zwischen  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  und  Euklids 
Porisn len  eine  befriedigende  Erklärung  dafür,  wie  die  Porisnien 
entstanden  sein  können.  In  theoretischer  Beziehung  kann  dieses 
Werk  allerdings  seine  selbständige  Bedeutung  innerhalb  seines 
eigenen  Gebietes  behaupten.  Die  darin  enthaltenen  Resultate 
sind  interessant  genug,  um  ihrer  selbst  wegen  hervoi^ehoben 
zu  werden,  und  wenn  sie  nach  Pappus  ein  Werkzeug  sind, 
bestimmt  zu  weiterer  Anwendung  in  der  Analysis,  so  gestatten 
sie  in  der  That  unbegrenzte  Anwendungen  schon  auf  solche  Fi- 
guren, die  aus  Geraden  und  Kreisen  gebildet  sind.  Aber  sollte 
man  im  Altertum  so  weit  in  den  hierhergehörigen  Aufgaben  ge- 
gangen sein,  dafs  man  nicht  nur  zu  den  Sätzen  selbst  gelangte, 
welche  in  den  Porismen  enthalten  waren,  sondern  in  denselben 
aucli  Werkzeuge  zur  Behandlung  noch  komplicierterer  Auf- 
gaben auf  diesem  selben  Gebiete  erblickte? 

Nicht  mit  der  Absicht  geradlinige  Figuren  oder  Kreise 
zu  behandeln  hat  man  in  unseren  Tagen  die  Lehre  von  der 
Projektivität  oder  Homographie  oder,  algebraisch  ausgedrückt, 
von  den  linearen  Transformationen  entwickelt,  sondern  nach- 
dem man  gesehen  hatte,  wie  nützlich  diese  Hülfsmittel  für  die 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  und  darüber  hinaus  waren  und 
sein  würden,  hat  man  dieselben  durch  Anwendung  auf  jenes 
einfachere  Material  geprüft  und  entwickelt,  wo  man  von  vorn- 
h(4*ein  geglaubt  haben  würde,  sie  leicht  entbehren  zu  können, 
wo  dieselben  sich  aber  doch  als  nützlich  zur  Gewinnung  neuer 
Resultate»  erwiesen.  Teils  wegen  dieser  Resultate,  teils  als  eine 
Vorl)ereitung  für  weitere  Anwendungen  auf  die  Kegelschnitte 
hat  man  es  für  nützlich  gehalten  die  neuen  Methoden  in  ihrer 
Anwendung  auf  geradlinige  Figuren  und  Kreise  besonders  dar- 
zustellen, wie  Chasles  in  seiner  Geometrie  sNperieure,  aber 
dafs  sie  sich  hinterher  eben  für  die  Kegelschnitte  so  gut  eig- 
nen, dafs  die  Anwendungen  hier  nicht  schwieriger  sind  als 
auf  dem  elementaren   Gebiete,    rührt   daher,    dafs  das  Werk- 
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züu^fr  für  diu  Lehre  von  den  Kegelschnitten  geschaffen  ist,  und 
dafs  s(Mne  Entwickelung  der  Anwendung  auf  diese  Lehre  Schritt 
filr  Schritt  gefolgt  ist. 

So  niufs  es  auch  im  Altertum  zugegangen  sein.  Während 
des  Studiums  körperlicher  Örter,  während  der  Be- 
handlung und  Umformung  des  Orts  zu  vier  Geraden 
hat  man  die  Bedeutung  der  Verbindungen  zwischen 
PuiiktrcMhen  erkannt,  welche  wir  unter  dem  Namen 
IM'ojektivität  zusammenfassen,  und  hat  man  sich  ver- 
;inlafst  gesehen  auf  eine  Gerade  oder  einen  Kreis 
solche  Bestimmungen  von  Punkten  anzuwenden, 
welche  im  allgemeinen  den  Kegelschnitten  angehören. 
Man  ist  nämlich  sonst  niemals  in  der  glücklichen  Lage,  dafs 
ein  mathematisches  Werkzeug,  welches  mit  Rücksicht  auf 
andere  Zwecke  oder  höchstens  mit  der  blofsen  Möglichkeit 
V(jr  Aug(»n,  dafs  es  weitergetiende  Anwendungen  erfahren  könnte», 
entwickelt  wird,  zufälligerw-eise  in  allem  und  jedem  sich  so 
vortrefflich  wie  die  Porismen  für  das  Studium  der  allgemei- 
nen Eigenschaften  eines  Kegelschnittes  eignet,  das 
heifst.  der  Eigenschaft(»n,  welche  sich  an  dessen  Punkte,  unab- 
hängig von  besonderen  Linien  oder  Punkten  (Axen,  Mittelpunkt 
II.  s.  w.)  knüpfen. 

Da  nun  diese  Art  von  Untei'suchungen  doch  kaum  von 
anderen,  welche  sich  an  die  Kegelschnitte  anschliefsen ,  haben 
frrngehalten  werden  können,  so  darf  man  erwarten,  dafs  ver- 
schiedenes vom  Inhalt  der  Porismen  auch  an  die  Anwendung 
auf  andere  Abschnitte  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  ange- 
schlössen  und  dadurch  entwickelt  worden  ist.  In  überehistim- 
inung  hiermit  haben  wir  denn  auch  (S.  8:2)  bei  der  Bestimmung 
der  Lage  einer  beliebigen  Tangente  mit  Bezielmng  auf  einen 
Durchmesser  und  die  zugehörigen  Sehnen  eine  Anwendung  der- 
^rlbrii  Abhängigkeit  zwischen  Punktreihen,  die  Projektionen  von 
»'inander  sind,  gefunden  wie  die,  welche  eine  Hauptrolle  in  den 
Porismen   sj)ielt.     Einer  von  Pappus*  Hülfssätzen  *)  zu  Euklids 


M  Der  :{l«te.   Aus^'.  v.  Hultsch.   S.  SMKi.     Der  HHlfssatz  wird  im  Kit«  Ah- 
srlinitt  aiij-'efnhrt  werden. 
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Porismen  stimmt,  obgleich  er  sieh  ausschliefslich  auf  einen 
Halbkreis  und  Punkte  und  gerade  Linien  bezieht,  augenschein- 
lich überein  mit  einer  der  einfachsten  Brennpunktseigenschaften 
eines  Kegelschnittes,  der  den  Durchmesser  des  Halbkreises  zur 
Hauptaxe  hat.  Dann  ist  anzunehmen,  dafs  —  ebenso  wie  die 
Porismen  174  und  194 — 196  in  Ghasles'  Wiederherstellung  — 
auch  eins  oder  mehrere  von  Euklids  echten  Porismen  auf 
ähnliche  Weise  Brennpunktseigenschaften  unabhängig  von  dem 
Kegelschnitt  ausgedrückt  haben,  zu  dem  sie  gehören.  In  Über- 
einstimmung mit  der  von  uns  vertretenen  Auffassung  wird 
dann  anzunehmen  sein,  dafs  das  Studium  der  Kegelschnitte 
und  ihrer  Brennpunkte  die  Veranlassung  gewesen  ist,  die  in 
den  Porismen  aufgestellten  Eigenschaften  beim  Halbkreise  zu 
bemerken.  Der  Satz  wird  nämlich  —  hier  wie  an  manchen 
anderen  Stellen  —  leichter  zu  erfassen  und  natürlicher  zu  ent- 
decken, wenn  die  Anschauung  durch  Hinzunahme  eines  Kegel- 
schnittes unterstützt  wird.  Wir  werden  deshalb  beim  Studium 
der  Kenntnisse,  welche  die  Alten  von  den  Breimpunkten  be- 
sassen,  den  erwähnten  Hülfssatz  und  die  wahrscheinlicherweise 
daran  geknüpften  Porismen  nicht  unbeachtet  lassen. 

Wenn  meine  Auffassung  von  Euklids  Porismen  und  ihrer 
Entstehung  richtig  ist,  dafs  dieselben  nämlich  teils  eine  Art 
von  Nebenprodukten  bei  Untersuchungen  über  Kegelschnitte 
sind,  teils  auch  ein  Hülfsmittel  füi*  weitere  Untersuchungen 
über  dieselben  Kurven,  so  wird  man  dadurch  aufgefordert  zu 
versuchen  aus  den  vorliegenden  Angaben  über  Euklids  Porismen 
eine  möglichst  vollständige  Ausbeute  für  die  Kenntnis  der  grie- 
chischen Lehre  von  den  Kegelschnitten  zu  ziehen.  An  voll- 
ständigen Angaben  über  Einzellieiten  in  dieser  Schrift  haben  wir 
aufser  dem  aufbewalu'ten  Porisma,  das  uns  bereits  so  grofsen 
Nutzen  geleistet  hat,  Pappus'  Vereinigung  von  10  anderen 
Porismen  in  folgendes  M:  ^Wenn  von  dem  Systeme  von  Durch- 


^)  Ausjs'.  V.  Hiiltsch,  S.  654.  Wir  haben  hier  einige  uni)e(ieuten(ie  Ände- 
rungen vorgenommen  um  den  dunklen  Text,  der  in  der  neueren  Zeil 
zuerst  von  Robert  Simson  vei^standen  wurde,  klarer  zu  machen  ohne 
etwas  in  der  Auffassung  der  Figur  selbst  zu  verändern. 
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Schnittspunkten  zwischen  vier  geraden  Linien  die  drei,  welche 
auf  einer  von  den  Geraden  liegen,  gegeben  sind,  und  zwei 
andere  sich  auf  gegebenen  geraden  Linien  bewegen,  so  wird 
dasselbe  mit  dem  dritten  der  Fall  sein.**  Wir  dürfen  also  nicht 
versäumen  zu  untersuchen,  in  welcher  Beziehung  dieser  Satz 
zur  Lehre  von  den  Kegelschnitten  steht. 

Wenigstens  wenn  man  diesen  Satz  als  eine  Bestinnnung 
des  di*itten  Eckpunkts  eines  Dreiecks  auflfafst,  dessen  beide 
andere  Eckpunkte  auf  gegebenen  Linien  gleiten,  w^ährend  alle 
Seiten  sich  um  feste  Punkte  einer  geraden  Linie  di-ehen ,  hat 
es  sehr  nahe  gelegen  weiter  zu  fragen,  was  denn  aus  dem 
geometrischen  Ort  wird,  wenn  man  die  letzte  Einschränkung, 
dafs  die  festen  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen  sollen,  aufser 
Acht  läfst.  Der  Beweis  dafür,  dafs  der  Ort,  zu  dem  man  dann 
gelangt,  im  allgemeinen  ein  Kegelschnitt  wird,  ist,  wenn  die 
Konsequenzen,  die  wir  bereits  aus  dem  früher  citierten  Porisma 
^rezogen  haben,  richtig  sind,  nicht  schwieriger  mit  Hülfe  jenes 
Porismas  und  seiner  Konsequenzen  zu  führen  als  der  Beweis 
dafür,  dafs  der  Ort  in  dem  erstgenannten  speciellen  Falle  eine 
( Jorade  wird.  Es  seien  nämlich  (Fig.  34)  A,  B  und  C  die  Eck- 
punkte des  Dreiecks,  a,  h  und  c  die  gegenüberliegenden  Seiten, 
(I,  h  und  c  mögen  sich  um  die  gegebenen  Punkte  A^,  B^  und 
C'i  dreh(Mi  und  .1  und  B  auf  den  gegebenem  (Jeraden  a^  und 
//j  gleiten.  Man  kann  dann  nach 
(lern  bekannten  Porisma  zwei  gerade 
Linien  h^  und  r^  bestinnnen,  auf 
denen  die»  Seiten  b  und  r  propor- 
tionale Stücke  abschneiden:  man 
kann  ferner  —  und  hierzu  wird 
das  bekannte  Porisma  gerade 
in  der  Form  benutzt,  in  der 
(»s   vorliegt   —  eine  Linie  a^  be-  pj^  r^^ 

stimmen,    auf    der   a    Stücke    ab- 
schneidet,  welche  denen,   die  c  auf  <*,  abschneidet,  also  auch 
denen,   die  h  auf  h^  abschneidet,  proportional  sind.     Der  geo- 
metrische   Ort    für   die   Schnittpunkte   zwischen    den    einander 
('nts[)rechenden  Strahlen  der  Büschel  a  und  b  mit  den  Scheiteln 
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A^  und  JSj,  welche  zwei  gegebene  Linien  in  proportionale  Teile 
teilen,  ist  indessen,  wie  wir  im  Anfang  dieses  Abschnitts  gesehen 
haben,  nur  eine  andere  Form  für  einen  Ort  zu  vier  Geraden, 
also  für  einen  Kegelschnitt,  wenn  derselbe  nicht  eine  Gerade 
oder  ein  Ki*eis  wird. 

hl  etwas  komplicierterer  Form  haben  die  Griechen  einen 
Beweis  mit  ganz  denselben  Gedanken  durchführen  können. 
Aber  sie  konnten  hinterher  nicht  aussprechen,  dafs  der  Ort 
„im  allgemeinen"  ein  Kegelschnitt  werde;  vielmehr  mufsten  sie 
die  Bedingungen  dafür,  dafs  er  eine  Gerade  werde,  besonders 
hervorheben.  Die  10  Porismen  —  und  möglicherweise  andere, 
welche  in  Beziehung  zu  einem  anderen  Ausnahmefall  stehen, 
wo  die  Linie  A^B^  durch  den  Durchschnittspunkt  von  a^  und 
/>i  geht  —  können  dann  eben  in  Verbindung  mit  der  hier  be- 
schriebenen weitergehenden  Untersuchung  entstanden  sein. 

Hierbei  wird  vorausgesetzt,  dafs  die  zusammengezogenen 
10  Porismen  auf  dieselbe  Weise  bewiesen  sind,  wie  wir  hier 
die  Erweiterung  bewiesen  haben,  also  mit  Hülfe  des  vollständig 
bekannten  Porismas.  Indessen  nimmt  Chasles  dfis  nicht  an, 
indem  er  in  seiner  Wiederherstellung  im  Gegensatz  zu  Robert 
Snnson  und  den  meisten  anderen,  welche  sich  mit  den  Poris- 
men beschäftigt  haben,  die  10  Porismen  voranstellt.  Mit  Rück- 
sicht darauf  sucht  er  zu  zeigen^),  teils,  dafs  seine  Auffassung 
den  Angaben  in  Pappus'  etw^as  unsicherem  Text  über  den  Platz 
der  betreuenden  Porismen  nicht  widerstreitet,  teils,  dafs  der 
Hülfssatz,  welchen  Pappus  ausdrücklich  auf  Euklids  „erstes 
Porisma'*  bezieht,  in  einem  von  den  10  zusammengezogenen 
Porismen  benutzt  sein  mufs.  Die  erste  Annahme  wird  von 
philologischer  Seite  durch  Heiberg*'^)  bekämpft,  wa^cher  zugleich 
meint,  dafs  Chasles  an  dieser  Stelle  auch  die  Hülfssätze  nicht 
ganz  richtig  benutzt.  Da  ich  indessen  die  Reihenfolge  der 
Sätze  bei  Euklid  in  bestimmter  Weise  benutzt  habe,  so  will 
ich  mich  nicht  mit  diesen  Einwänden  begnügen,  sondern  aus- 
drücklich nachweisen,  dafs  Pappus'  „Hülfssatz  zum  ersten  Po- 


*)  Les  troi.s  livres  de  porisiiies,  S.  tiii. 

^)  Litterarj?e.schichtliche  Studien  über  Euklid,  S.  78. 
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risma**  durchaus  zu  dem  Porisnia  pafst,  das  man  gewöhnlich 
voranstellt,  nämlich  zu  dem,  dessen  Form  uns  auch  aufbewalut 
ist,  und  das  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  benutzt  wurde. 

Dieses  Porisma  sagt  wie  bereits  erwähnt  aus,  dafs  zwei 
Strahlenbüschel  in  perspektivischer  Lage  zwei  feste  gerade 
Linien  a  und  h,  von  denen  die  eine,  n,  beliebig  gewählt  werden 
kann,  in  proportionale  Teile  teilen.  Die  im  Porisma  verlangte 
Bestinnnung  der  anderen,  6,  läfst  sich  dadurch  ausführen, 
dafs  die  beiden  Linien  ((  und  b  einem  Paar  einander  ent- 
sprechender Strahlen  der  Büschel  parallel  sein  müssen.  Ist  nun 
im  besonderen  die  Linie  a  der  Linie  r,  welche  die  Scheitel 
der  perspektivischen  Büschel  verbindet,  parallel,  so  nuifs  die 
Linie  />  es  auch  sein,  und  umgekehrt,  wenn  die  festen  Linien  <i 
und  b  parallel  sind  oder  zusannnenfallen ,  so  müssen  sie  ent- 
weder der  Verbindungslinie  r  parallel  sein  oder  der  Linie  </, 
auf  der  die  eiiinnder  entsprechenden  Strahlen  des  Büschels  sich 
schneiden.  Wenn  also  eine  und  dieselbe  Gei'ade,  welche  die 
Linie  d  schneidet,  von  beiden  Büscheln  in  proportionale  Teile 
•geteilt  wird,  so  mufs  sie  der  r  parallel  sein.  Diese  letzte  B(^- 
hauptung  ist  es.  die  von  Pap})us  aufgestellt  und  als  Hülfssatz 
zu  Euklids  ei'stem  Poiisma  bewiesen  wird.  Eine  naheliegende 
Veranlassung  hierzu  w[U'  vorhanden,  wenn  Euklid,  der  nach 
griechischei*  Weise  die  besonderen  Lagen,  welche  die  bekannte 
Linie  k  einnehmen  kann,  besonders  erwähnt  haben  nuifs,  es 
für  überflüssig  gehalten  liat  seine  Behauptung  für  die  Lage  zu 
beweisen,  welche  b  erhält,  wenn  a  parallel  der  r  ist. 

Di(^  Ausbeute  hinsichtlich  der  Lehre  von  den  Kegel- 
sclinitten,  welche  wir  aus  den  ihrem  Inhalt  nach  bekannten 
Porismen  erhalten  haben,  erweckt  die  Lust  mehr  kennen  zu 
lernen:  denn  hier,  wo  dieselben  weiter  zu  Schlüssen  über  etwas 
anderes  als  ihren  eigentlichen  Inhtalt  benutzt  werden  sollen, 
wür(l(^  es  viel  zu  gewagt  sein  im  einzelnen  auf  Chasles'  Wieder- 
h(Tslellungen  aufzubauen,  die  selber  auf  ähnlichem  Wege  wieder 
auf  Pai)pus*  Hülfssätzen  aufgebaut  sind.  Um  zu  entscheiden, 
wie  weit  di(^  Wiederherstellung  sich  benutzen  läfst,  nuissen  wir 
lins  fragen,  ob  man  sich  nicht  nur  —  wie  wir  bereits  unbedingt 
;r('than  hHl)en  —  an  Clhasles'  Wiedergabe  der  Beschaffenheit 
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des  Inhalts  der  Bücher  über  Porismen  halten  kann,  sondern 
auch  im  ganzen  darauf  vertrauen  darf,  dafs  dieser  Inhalt  in 
einem  richtigen  Umfang  angegeben  ist,  und  dafs  also  Euklid 
im  groCsen  und  ganzen  so  weit  auf  diesem  Gebiete  gelangt  ist 
wie  Chasles'  Wiederherstellung.  Gegen  eine  solche  Annahme 
spricht  der  Umstand,  dafs  Chasles,  wie  bereits  bemerkt,  zu 
viele  Porismen  gebildet  hat.  Es  läfst  sich  überdies  anneh- 
men, dafs  verschiedene  von  Chasles'  einzelnen  Porismen  bei 
Euklid  in  mehrere  zerlegt  gewesen  sind,  selbst  wenn  Pappus 
nur  bei  den  10,  welche  wir  erwähnt  haben  und  auf  deren 
Zerlegung  Chasles  selbstverständlich  Rücksicht  nimmt,  vermocht 
hat  eine  Gruppe  von  Euklids  Porismen  in  ein  einziges  zusammen- 
zuziehen. Gleichzeitig  übt  indessen  ein  anderer  Umstand  eine 
entgegengesetzte  Wirkung  aus,  dafs  nämlich  Chasles'  Porismen 
sich  vielleicht  allzu  nahe  an  Pappus'  Hülfssätze  anschliefsen. 
In  Übereinstimmung  mit  dem,  was  mit  Pappus'  Hülfssätzen  zu 
solchen  Schriften,  die  uns  erhalten  sind,  der  Fall  ist,  haben 
diese  sich  wahrscheinlich  nur  an  solche  vereinzelte  Behaup- 
tungen angeschlossen,  welche  Euklid  benutzt,  deren  Beweis 
er  aber  für  überflüssig  gehalten  hat.  Hat  der  Beweis  nun 
auch  oft  nur  auf  Grund  des  Zusammenhangs  entbehrt  werden 
können,  und  darf  man  auch  annehmen,  dafs  für  die  im  Ver- 
hältnis zu  ihrem  Inhalt  kurzgefafste  Schrift  über  Porismen  ein 
wirkliches  und  gröfseres  Bedürfnis  für  Hülfssätze  als  anderswo 
gewesen  ist,  so  darf  man  doch  überzeugt  sein,  dafs  die  Poris- 
men selbst  erheblich  weiter  gegangen  sind  als  Pappus  Hülfs- 
sätze. Da  Chasles  zugleich  von  diesen  aus  den  richtigen,  durch 
Pappus'  Klassifikationen  bezeichneten  Richtungen  nachgegangen 
ist,  und  da  der  Umstand,  dafs  er  sich  in  jedem  Porisma  zu 
wenig  von  dem  Hülfssatz  entfernt  hat,  den  anderen  reichlich  auf- 
gewogen haben  mufs,  dafs  er  zu  viele  Porismen  gebildet  hat,  so 
darf  man  annehmen,  dafs  Chasles'  Wiederherstellung  keineswegs 
einen  zu  hohen  Begriff  davon  giebt,  wie  weit  Euklid  in  der 
beschriebenen  Art  von  Untersuchungen  gelangt  ist. 

So  lange  wir  keine  zuverlässigen  Mitteilungen  über  die 
einzelnen  Porismen  besitzen,  dürfen  wir  die  Porismen  kaum 
in  einem  wesentlich  weiteren  Umfange  auf  die  Lehre  von  den 
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Kegelschnitten  anwenden,  als  wir  bereits  gethan  haben.  Man 
könnte  freihch  wohl  aus  den  verschiedenen  Formen  für  die 
Bt\^tiniinung  der  Projektivität ,  welche  in  Pappus'  Einteilung 
der  Porisnien  angeführt  sind,  verschiedene  bestimmte,  den 
Alten  bekannte  Formen  für  die  Bestimmung  der  Kegelschnitte 
als  geometrischer  Örter  für  die  Durchschnittspunkte  zwischen 
Strahlen  von  Büscheln  ableiten;  aber  diesen  nachzuspüren  hat 
weiiigei'  Interesse,  eben  weil  man  jetzt  alle  diese  Formen  für 
di(^  Bestimmung  der  Verbindungen  von  Büscheln  dadurch  zu- 
sammenfassen kann,  dafs  man  sagt,  die  Büschel  seien  projek- 
tivisch.  und  weil  wir  wissen,  wie  leicht  der  Übergang  zwischen 
diesen  Formen  ist,  wenn  man  erst  die  einzelnen  unter  ihnen 
hat,  die  wir  bereits  betrachtet  haben.  Vielleicht  würde  ehie 
vollständige  Kenntnis  eines  grofsen  Teils  der  einzelnen  Porismen 
uns  nicht  weiter  führen. 

Für  den  Augenblick  können  wir  also  nichts  mehr  von 
den  Porismen  lernen,  aber  ich  kann  an  dieser  Stelle  eine  Ver- 
mutung über  den  viel  umstrittenen  Begriff  Porismen  nicht 
unterdrücken.  Dieselbe  ist  durch  das  Resultat  hervorgerufen, 
zu  dem  ich  mit  Rücksicht  auf  die  Entstehung  und  Bedeutung 
von  Euklids  Schrift  dieses  Namens  gelangt  bin,  aber  sie  kann 
fallen,  ohne  dafs  dadurch  die  Zuverlässigkeit  dieses  Resultats 
verringert  würde.  Die  genannte  Schrift  würde  nach  der  von  uns 
begründeten  Meinung  teils  Folgesätze  enthalten  haben,  teils  Hülfs- 
sätze  zur  Lehre  von  den  Kegelschnitten  oder  vielleicht  im  be- 
sonderen zur  Lehre  von  den  körperlichen  Örtem.  Die  Hülfs- 
sätze  machen  indessen  keinen  Apparat  aus,  der  vor  der  Ent- 
wicklung dieser  Lehre  gebildet  ist,  sondern  sie  sind  gleichzeitig 
mit  dieser  entstanden,  und  sie  sind  an  und  für  sich  nur  Glieder 
in  den  vollständigen  Beweisen  für  die  in  ihr  enthaltenen  Sätze. 
Hat  man  nun  einen  solchen  Beweis  ganz  durchgeführt  und 
erst  hinterher  den  Hülfssatz  herausgezogen  und  aufgestellt,  so 
wird  dieser  selbst  ein  Folgesatz,  ein  Nebenresultat,  nämlich 
nicht  zu  dem  bewiesenen  Satz  über  Kegelschnitte,  sondern  zu 
dem  Beweise  desselben.    Mit  Beziehung  auf  die  Lehre  von  den 
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Kegelschnitten  treten  diese  Porisnien  also  alle  als  Folgesätze 
oder  Zusätze  auf. 

Diese  Bedeutung  hat  das  Wort  Tiopiaim,  welches  dann 
also  lateinisch  durch  coroUarium  wiederzugeben  ist,  überall,  wo 
es  in  den  erhaltenen  Schriften  von  Euklid,  Archini edes 
und  ApoUonius  .vorkonnnt.  Da  es  mir  nun  nicht  wahr- 
scheinlich vorkommt,  dafs  Euklid  ein  Wort  wie  das,  welches 
wir  hier  vor  uns  haben,  luid  das  häutig  als  Überschrift  gebraucht 
wird,  in  zwei  ganz  verschiedenen  Bedeutungen  gebraucht  haben 
sollte,  so  gelange  ich  zu  der  Annahme,  dafs  Euklid  durch 
den  Titel,  den  er  seiner  Schrift  über  Porismen  ge- 
geben hat,  eben  hat  bezeichnen  wollen,  dafs  die  in 
dieser  Schrift  enthaltenen  Sätze  als  Porismen  in  der 
Bedeutung  entstanden  sind,  in  der  er  sonst  dieses 
Wort  gebraucht,  nämlich  als  Porismen  zur  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  oder  vielleicht  im  besonderen  zur 
Lehre  von  i\^n  körperlichen  Örtern. 

Dieser  Erklärung  begegnen  wir  indessen  nicht  bei  den 
späteren  Schriftstellern  des  Altertums,  welche  im  Gegenteil 
Euklid  das  Wort  Porismen  in  dem  Titel  der  genannten  Schritt 
von  einer  bestimmten,  von  den  Korollaren  verschiedenen  Art 
von  Sätzen  gel)rauchen  lassen. 

Papp  US  sagt  von  ihnen  ^),  dafs  sie  „weder  zu  den  Theo- 
remen noch  zu  den  l^roblemen,  sondern  zu  einer  Zwischenform 
gehören,  so  dafs  die  Sätze  entweder  als  Theoreme  oder  als 
Probleme  gestaltet  werden  können,  weshtilb  es  so  gekommen 
ist,  dafs  von  den  gewöhnlichen  Geometern  die  einen  sie  als 
zur  Gattung  Theorem  gehörend  autfafsten,  die  anderen  zu  den 
Problemen,  indem  sie  nur  die  Gestalt  der  Sätze  berücksich- 
tigten".  Im  Gegensatz  zu  diesen  etwas  dehnbaren  Bestim- 
mungen führt  er  dagegen  die  ausdrücklichen  Detlnitionen  „der 
Alten"  an:  „Ein  Theorem  ist  das,  was  so  vorgelegt  wird,  dafs 
es  bewiesen  werden  soll",  „ein  Probh^m  das,  was  so  gestellt 
wird,  dafs  das  vorgelegte  konstruiert  werden  soll",  und  endlich 
„ein  Porisma  das,   was  so  voi^elegt  wird,  dafs  das  vorgelegte 
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Iierbeijrescljant  werden  soll"  (sIq  Tzoptafioif  aurou  tou  Tipozeivo- 
uiuo'j).  Dagegen  wirft  er  den  Neueren,  „welche  nicht  alles 
herbeischallen  konnten**  (Kopl^scu),  vor,  dafs  sie  sich  damit 
begnügen  die  M()glichkeit  hiervon  zu  beweisen,  sowie  dafs  sie 
«auf  Grund  eines  zufälligen  Nebenumstajides"  sich  folgender- 
inafsen  ausdrücken:  „ein  Porisnia  ist  ein  Ortstheorem  mit  un- 
vollständiger Ilypothesis" . 

Auch  Proklus  hat  in  seinem  Kommentar  zum  ersten 
ISuche  von  Euklids  Elementen  aufser  der  Erklärung  des  Wortes 
Porisma  als  Korollar,  in  welcher  Bedeutung  es  in  eben  diesem 
Bu('he  vorkommt,  eine  Erklärung  desselben  Worts  in  der  Be- 
deutung mitgeteilt,  in  der  es  im  Titel  von  Euklids  Buche  über 
die  Porismen  ^)  genonunen  sein  soll.  Diese  sagt  aus,  dafs  „ein 
Porisma  ein  Satz  ist,  worin  gefordert  wird,  dafs  man  durch 
<Mne  Operation  etwas  bereits  Existierendes  und  notwendig  Da- 
seiendes zur  Erkenntnis  bringen  solle**,  sowie  „dafs  dasselbe  in 
der  Mitte  zwischen  einem  Theorem  und  einem  Problem  stehe". 

Aus  den  Gitaten  aus  Pappus  sehen  wir  nun  allerdings, 
dafs  nicht  nur  er  selbst,  sondern  bereits  „die  Alten"  dem  Worte 
Porisma,  so  wie  es  in  Euklids  Porismen  gebraucht  wird, 
fine  l)estimmte,  von  der  gewöhnlichen  verschiedene  Bedeutung 
beilegen,  und  Proklus  hat  vermutlich  eben  so  alte  Quellen 
für  seine  Erklärungen.  Der  Zeitramn  zwischen  Euklid  und 
Pappus  oder  Proklus  ist  indessen  so  grofs,  dafs  die  „alten" 
Quellen  dieser  beiden  einige  Jahrhunderte  jünger  sein  können 
als  Euklid.  Dafs  sie  dies  wirklich  sind,  wird  sogar  höchst 
wahi'scheinlich  dadurch,  dafs  keine  von  ihnen  Autorität  genug 
besessen  hat  um  die  Mathematiker  des  späteren  Altertums  in 
einer  gemeinsamen  Auffassung  und  einer  gemeinsamen  Ausdrucks- 
weise der  Porismen  zu  vereinigen.  In  den  verschiedenen  Auf- 
fassungen, welche  Pappus  zur  Darstellung  bringt,  und  in  den 
Abweichungen  zwischen  ihm  und  Proklus,  sowie  in  den  Be- 
strebungen des  ersteren,  die  Übereinstimmung  der  Erklärung 
mit  der  Etymologie  des  Worts  festzuhalten,  erkennt  man  weit- 
mehr  di(^   Versuche   einer  jüngeren    Zeit   eine   Erklärung    des 
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Wortes  Porisiua  zu  geben,  welche  auf  die  einmal  vorliegende 
Fonn  von  Euklids  Sätzen  pafst,  als  eine  überliefei-te  Auseinander- 
setzung über  eine  Art  von  Sätzen,  die  zu  Euklids  Zeiten  be- 
kannt waren,  und  von  denen  Euklid  sich  ausdrucklich  vor- 
genommen hatte  eine  Sammlung  zu  veranstalten. 

Ist  dies  aber  richtig,  so  wird  die  Bedeutung,  welche  alle 
diese  Erklärungen  des  Begriffs  Porisma  haJ)en,  darin  bestehen, 
dafs  sie  verschiedene  Auffassungen  und  Beleuchtungen  von 
etwas  charakteristischem  an  sämtlichen  Sätzen  in  Euklids  drei 
Büchern  von  den  Porismen  ausdrücken,  Auffassungen,  die  von 
Personen  angesprochen  sind,  welche  selbst  diese  jetzt  ver- 
lorenen Bücher  kannten.  Für  uns  wird  es  also  von  Wichtig- 
keit sein  nachzuweisen,  dafs  die  von  uns  beschriebenen  Folge- 
sätze zur  Lehre  von  den  Kegelschnitten  auf  natürliche  Weise 
in  Formen,  auf  welche  diese  Erklärungen  passen,  hervorgetreten 
sein  können. 

Wenn  man  diesen  Formen  nachspüren  will,  so  ist  unter 
den  jetzigen  Voraussetzungen  kein  Grund  verbanden  den  Er- 
klärungen, welche  Pappus  unter  ganz  anderen  Voraussetzungen 
vorzieht,  irgendwelchen  Vorzug  zu  geben,  und  namentlich 
werden  alle  die  Erklärungen,  welche  sich  an  das  Wort  Porisma 
knüpfen,  bedeutungslos,  wenn  Euklid  selbst  dies  Wort  nur  in 
der  alten  anerkannten  Bedeutung  als  KoroUar  hat  brauchen 
wollen.  Man  kann  vielmehr  die  verständlichste  Erklärung, 
nämlich  die,  welche  den  „Neueren"  beigelegt  wird,  „dafs  ein 
Porisma  ein  Ortstheorem  mit  unvollständiger  Hypothesis  ist**, 
zum  Ausgangspunkt  nehmen;  denn  w^enn  Pappus  meint,  dafs 
es  einem  zufalligen  Nebenumstande  zu  verdanken  sei,  dafs 
Euklids  Porismen  diese  Beschaffenheit  haben,  so  erhalten  wir 
eben  dadurch  eine  Bestätigung  dafür,  dafs  dies  letzte  wirklich 
der  Fall  ist.  Daraus,  dafs  er  das  entgegengesetzte  nicht  sagt, 
könnte  man  vielleicht  sogar  schliefsen,  dafs  alle  Porismen 
Euklids  diese  Beschaffenheit  haben;  doch  wollen  wir  nicht  mit 
Bestimmtheit  darauf  bestehen. 

Was  mit  der  hier  gegebenen  Erklärung  gemeint  ist  wird 
deutlich  durch  das  erhaltene  erste  Porisma,  welches  aussagt, 
dafs  man  eine  gerade  Linie,  welche  wir  S.  171  b  nannten,  so 
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bestiiumon  kann,  dafs  sie  und  eine  gegebene  Linie  a  in  pro- 
portionale Teile  von  den  Strahlen  zweier  Büschel  geteilt  werden, 
welche  sich  auf  einer  dritten  Linie  d  schneiden.  Wenn  dann 
die  Linie  b  und  die  Punkte  derselben,  welche  zwei  gegebenen 
Punkten  von  a  entsprechen,  bestimmt  sind,  so  hat  man  dadurch 
die  Hypothesis  des  Ortstheorems  vervollständigt,  welches  aus- 
sagt, dafs  der  geometrische  Ort  für  die  Durchschnittspunkte 
zwischen  den  Strahlen  der  Büschel,  welche  auf  die  so  bestimmte 
Weise  di(^  Linien  (/  und  h  in  proportionale  Teile  teilen,  die 
prerade  Linie  d  ist. 

Das  hier  erwähnte  Porisma  sollte  nun,  nach  unserer  Auf- 
fassung, ein  KoroUar  sein  zu  der  allgemeineren  Bestimmung 
des  Ort(\s  für  die  Durchschnittspunkte  zwischen  den  sich  ent- 
spn^clienden  Strahlen  zweier  Büschel ,  welche  auf  beliebige 
Weise  zwei  beliebige  gerade  Linien  in  proportionale  Teile  teilen. 
Dasselbe  ist  entstanden,  weil  man  besonders  untersuchen 
nuifst(\  wann  der  Ort,  der  im  allgemeinen  körperlich  ist,  eine 
gerade  Linie  wird,  und  weil  die  Untersuchung  dann  ganz 
natürlich  mitbrachte,  dafs  derselbe  bei  passender  Wahl  der 
festen  Linie  h  irgend  eine  beliebige  gegebene  Gerade  d  wer- 
den kann. 

Nun  haben  wir  bereits  aus  dem,  was  über  den  Inhalt  von 
Euklids  Schrill  mitgeteilt  wird,  geschlossen,  dafs  eine  grofse 
Menge  von  seinen  übrigen  Porismen  in  einer  ganz  entspre- 
chenden Verbindung  mit  anderen  Erzeugungen  körperliclier 
Ortei*  durch  projektivische  Büschel  steht.  Auch  bei  diesen  hat 
man  die  Fälle  besonders  untersuchen  müssen,  wo  der  Ort  eine 
gerad(^  Linie  oder  ein  Kreis  wird,  und  diese  Untersuchung  kann 
ganz  natürlich  Veranlassung  zu  Korollaren  gegeben  haben, 
welche  genau  dieselbe  Form  wie  das  ei-ste  haben,  welche  also, 
wenn  die  Hypothesis  durch  Lösung  einer  gewissen  Aufgabe 
vervollständigt  wird,  Ortstheoreme  werden. 

Als  eine  Unterabteilung  der  hier  besprochenen  Porismen, 
wriche  so  reichhaltig  ist,  dafs  man  sie  in  eigenen  Werken 
such(Mi  mufs.  welche  aber  doch  auch  nach  einer  später  folgenden 
Aufserung  von  Pappus  in  Euklids  Porismen  vertreten  gewesen 
sein  mufs.  erwähnt  Pappus  eine  Art  von  Sätzen,  welche  kurz 

1-2 


178  Achter  Abschnitt. 

„Ort er'*  {tottoc)  genannt  werden  und  Sätze  zu  sein  scheinen, 
die  nur  aussagen,  dafs  gewisse  geometrische  Örter  gerade  Linien, 
Kreise  u.  s.  w.  sind ,  aber  ohne  Angaben  über  die  nähere  Be- 
stimmung dieser  Linien  zu  machen.  Diese  Erklärung*)  stimmt 
zu  Pappus'  Behauptung,  dafe  die  10  zusammengezogenen  Poris- 
men zoTToc  sein  sollen;  doch  ist  dies  weniger  beweisend,  da 
Pappus  dieselben  während  des  Zusammenziehens  umgearbeitet 
haben  kann.  Bedeutungsvoller  ist  es,  dafs  ein  von  Eutokius 
wörtlich  citierter  Satz 2)  aus  Apollonius'  Ebenen  Örtern, 
die  wohl  gerade  eins  von  den  Werken  sind,  welche  Pappus  als 
eine  Sammlung  der  hier  besprochenen  besonderen  Art  von  Poris- 
men betrachtet,  folgende  Form  hat:  „Wenn  zwei  Punkte  in  der 
Ebene  gegeben  sind  und  ein  Verhältnis  zwischen  ungleich  grofsen 
Strecken,  so  läfst  sich  in  der  Ebene  ein  Kreis  so  be- 
schreiben, dafs  gerade  Linien  von  den  Punkten  an  den  Kreis 
gezogen  dieses  gegebene  Verhältnis  haben".  Bei  solchen  Sätzen 
mag  es  vielleicht  wunderlich  erscheinen,  dafs  es  die  Hypo- 
thesis  sein  soll,  die  durch  die  Lösung  einer  Aufgabe  (hier  die 
Bestinunung  des  Kreises)  vervollständigt  wird,  aber  das  wird 
verständlich,  wenn  man  beachtet,  dafs  das  Ortstheorem  heifsen 
müfste:  Das  Verhältnis  zwischen  den  Abständen  von  dem 
Kreise,  der  durch  u.  s.  w.  bestimmt  wird,  hat  den  und 
den  bestimmten  W^ert,  oder:  Der  Kreis,  welcher  durch  u.  s.  w. 
bestimmt  wird,  ist  geometrischer  Ort .... 

Wenn  nun  Euklids  Porismen  auf  die  von  uns  angenom- 
mene Weise  entstanden  sind,  so  wird  es  durchaus  natürlich, 
dafs  sie  diese  zonoc  enthalten  haben.  Diese  weisen  nämlich 
ausdrücklich  und  ausschliefslich  auf  den  Umstand  hin,  der  für 
die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  von  Bedeutung  gewesen  ist, 
dafs  nämlich  gewisse  geometrische  Orter  gerade  Linien  und 
Kreise  sind,  also  nicht  —  wie  es  sonst  in  einem  gewissen 
allgemeineren    Fall    geschieht    —    Kegelschnitte.      Die   nähere 


')  (iegeben  von  Chasles  in:  Los  trois  livres  de  porismes  d'Euclide.  S.  3^?. 
^)  Apullonii  (Konica,  ed.  Halley,  S.  11.     Heiberg,    Litterargeschichtliche 
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Hcstiininung  der  geraden  Linie  oder  des  Kreises  hat  dagegen 
nicht  in  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  gehört. 

Die  Begriffe  Ortstheoreme  und  Orter  können  mit  Rücksicht 
auf  eine  Angabe  bei  Pappus*)  vielleicht  auch  in  der  Aus- 
einandersetzung über  die  Porismen  in  einer  etwas  allgemeineren 
Bedeutung  genonnnen  sein  als  wir  sie  zu  nehmen  pflegen,  wenn 
wir  von  geometrischen  Örtern  sprechen.  Für  uns  können  diese 
jiufser  Linien,  die  geometrische  Örter  für  eine  einfach  unend- 
liehe  Punktreihe  sind,  auch  Flächen  sein  als  Orter  für  eine 
zweifach  unendliche  Punktreihe  oder  eine  einfach  unendliche 
LinieuHMhe.  Aufser  diesen  führt  Pappus  nicht  nur  nach  der 
einen  Seite  Körper  an  als  Örter  für  eine  zweifach  unend- 
liche» Linienreihe  oder  eine  einfach  unendliche  Flächenreihe, 
sondern  er  fügt  auch  abwärts  zu  den  Örtern  für  ehie  ein- 
fache oder  zweifache  Unendlichkeit  von  Elementen  {tükoc  dts^o- 
thxoi  und  (haazpoifixoi)  Punkt,  Linie,  Fläche  und  Körper  als 
Ort  für  Punkt,  Linie,  Fläche  und  Körper  hinzu,  also  Örter  mit 
XuU  Dimensionen  (zor.nt  i^exuxol).  Möglicherweise  handelt  (s 
sich  hierbei  nur  um  eine  logische  Vervollständigung  des  Orts- 
l)egritrs,  aber  es  wäre  auch  denkbar,  dafs  die  beiden  ersten 
Arten  dieser  letzten  Örter,  wo  Punkte  oder  Linien  eine  gege- 
bene l^age  erhalten,  mit  unter  diejenigen  gerechnet  sind, 
welche  in  den  Porismen  behandelt  sein  sollen.  Ein  tottoi; 
dieser  Art  müfste  dann  den  Zweck  haben  anzugeben,  dafs  eine 
Linie  oder  ein  Punkt  einer  beweglichen  Figm*  fest  sei.  Pappus 
hat  in  solchem  Falle  gewifs  die  Klassen  von  Porismen ''^),  welche 
juissagen,  dafs  eine  gerade  Lhiie  eine  gewisse  Lage  erhält,  oder 
dal's  Geraden  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  als  rozoi 
iccxzixoi  für  Linien  oder  Punkte  betrachtet.  Welche  Rolle  diese 
letzte  Klasse  von  Porismen,  in  welchen  auch  die  ganze  Ebene  um 
den  Punkt  herum  als  tokoq  dts^odcxoQ  für  die  Geraden  betrachtet 
sein  kann,  gegenüber  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  hat 
spi(Hen  können,  werden  wir  in  dem  Abschnitte  über  die  Er- 
zeugung von  Kegelschnitten  durch  eine  bewegte  Gerade  sehen. 

' )  Aus^r.  V.  Hultsch,  S.  i\m—im. 
1  Die  r»te  und  r,te  }>ei  Hultsch. 
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Auf  die  soeben  beschriebene  allgemeine  Klasse  von  Sätzen: 
Ortslheoreme  mit  unvollständiger  Hypolhesis,  von  denen  die 
xoTjn  eine  Unterabteilung  bilden,  und  unter  welche  sich  also 
auch  Punkt  und  Gerade  als  Ort  für  Punkt  und  Gerade  rechnen 
lassen,  passen  auch  die  übrigen  Schilderungen  von  der  Natur 
der  Porismen,  namentlich  das,  was  über  ihre  Mittelstellung 
zwischen  Theoremen  und  Pi'oblemen  gesagt  wird.  Da  nun  der 
Umstand,  auf  den  die  „Neueren"  Rücksicht  nehmen,  den  aber 
Pappus  als  einen  Nebenumstand  betrachtet,  das  Verhältnis  zu 
den  geometrischen  Örtern  sein  mufs,  so  gelangen  wir  zu  der 
allgemeineren  Art  von  Sätzen,  welche  „die  Alten"  bei  Pappus, 
dieser  selbst  und  Proklus  haben  schildern  wollen,  wenn  wir 
nur  Theorem  an  Stelle  von  Ortstheorem  setzen.  Die  Poris- 
men müssen  dann^),  wie  auch  R.  Simson  und  Chasles 
annehmen,    ausgesagt   haben,    dafs   man   durch  Lösung   eines 


*)  Es  ist  mir  nicht  ganz  klar,  oh  Dr.  Heiberg  ( Litterargeschichtiiehe 
Studien  über  Euklid.  S.  58  ff.)  eine  gewisse  Abweichung  von  dieser 
Auflassung  auf  Proklus'  Besprechung  der  Porismen  stutzen  will.  An 
und  für  sich  existiert  kein  principieller  Unterschied  zwischen 
einem  Problem  und  Proklus'  Bestimmung  eines  Porisma  (S.  175).  Dafs 
im  Porisma  die  Herbeischaff'ung  von  etwa-s  Existierendem,  wie  dem 
Mittelpunkte  eines  Kreises,  verlangt  wird,  soll  nämlich  nur  heifsen.  dafs 
<lie  Aufgabe,  welche  gelöst  werden  soll,  möglich  ist  und  ausdrücklich 
als  möglich  angegel)en  wird;  dafs  dies  aber  der  Fall  ist,  wird  direkt 
oder  indirekt  bei  jedem  gestellten  Problem  angegeben,  da  die  Griechen 
sogar,  wo  die  Möglichkeit  begrenzt  ist,  es  für  nötig  halten,  gleichzeitig 
mit  der  Stellung  des  Pioblems  Erläuterungen  über  die  Bedingungen 
für  die  Möglichkeit  der  Lösung  {dwfna'wq)  zu  geben.  Ob  ein  derartig 
gestelltes  Prolilem  das  werden  wird,  was  Proklus  unter  einem  Porisma 
verstehen  würde,  scheint  nur  von  einem  Gradunterschiede  abzu- 
hängen, nämlich  davon,  ob  die  Behauptung,  dafs  es  wirklich  möglich 
ist  die  Aufgabe  zu  lösen,  eine  so  grofse  selbständige  Bedeutung  hat, 
dafs  sie,  wenn  man  das  Resultat  der  Lösung  als  Hypothesis  einfuhrt, 
bedeutend  genug  ist  um  als  Theorem  aufgestellt  zu  werden.  In  sol- 
chem F'alle  hat  man  indessen  gerade  einen  Satz  von  der  von  Simson 
und  Chasles  aufgestellten  Art. 

Das  stimmt  damit  überein,  dafs  Proklus  z.  B.  die  Bestimmung  des 
Mittel])unktes  eines  Kreises  als  ein  Porisma  betrachtet.  Wenn  man  das 
Problem  diesen  Punkt  zu  bestimmen  löst,  so  findet  man  mit  Hülfe 
dieser  Bestimnmng  d;is  Theorem,  dafs  die  Mitte  des  Stücks,  welches 
ein  Kreis  von  der  Senkrechten  auf  der  Mitte  einer  Sehne  abschneidet 
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Problems  zur  Bestimmung  der  Hypothesis  eines  Theorems  ge- 
langen kann;  das  Theorem  geht  also  aus  dem  Porisma  durch 
Lösung  des  Problems  hervor.  Nur  ist  nach  unserer  Auffas- 
sung dieser  Begriff  nicht  von  Euklid  bei  Ausarbeitung  seiner 
Porismen  zu  Grunde  gelegt,  sondern  derselbe  hat  sich  umge- 
kehrt aus  diesem  Werk  entwickelt. 

Das  hätte  recht  wohl  der  Fall  sein  können,  selbst   wenn 
alle  die  Thoreme ,  an  welche  Euklids  Porismen  auf  die  ange- 

(Eleniente  III,  1),  gleich  weit  von  allen  Punkten  des  Kreises  entfernt  ist. 
Es  läfst  sich  übrigens  kaum  behaupten,  dafs  Proklus  mit  diesem  oder 
seinem  anderen  Versuche,  in  Euklids  Elementen  Porismen  zu  finden, 
Glück  gehabt  hal)e.  Denn  dafs  ein  Kreis  einen  Mittelpunkt  habe,  ist 
ja  in  den  Definitionen  (Elemente  I,  Def.  15  u.  Iß)  eines  Kreises  und 
seines  Mittelpunktes  gesagt,  und  dafs  kommensurable  Strecken  ein 
gemeinschaftliches  Mafs  haben,  ist  eben  die  Definition  für  solche 
Strecken.  Die  Behauptungen  über  die  Möglichkeit  der  Lösung,  welche 
tlurch  seine  Porismen  ausgedrückt  werden  sollten,  sind  also  Identitäten 
und  nicht  Theoreme.  Die  genannten  Beispiele  sind  wahrscheinlich 
Proklus  selbst  zuzuschreiben,  während  die  Erklärung  der  Bedeutung 
des  Porismas,  welches  er  erläutern  will,  vermutlich  älter  ist. 

So  weit  ich  sehe,  ist  es  wohl  kaum  Heibergs  Absicht,  den  v«m 
C.hasles  festgestellten  Porismenbegriff  in  einem  irgendwie  wesentlichen 
Grade  aufzugeben ,  aber  wenigstens  in  einer  der  von  ihm  behaup- 
teten Einzelheiten  dürfte  er.  trotzdem  er  in  diesem  Punkte  mit  H. 
Simson  übereinstinmit,  in  der  Benutzung  von  Proklus'  Definition  zu 
weit  gehen.  Mit  Rücksicht  auf  diese  will  er  nämlich  solche  Auf- 
gaben, welche  «len  Zweck  haben  den  geometrischen  Ort  für  Punkte 
von  einer  gewissen  gegebenen  BeschafTenheit  zu  finden,  zu  Porismen 
machen,  weil  der  Ort,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  er  bestimmt  wird 
oder  nicht,  existiert.  Will  man  sich  mit  einer  so  geringfügigen,  im 
Porisma  enthaltenen  Behauptung  begnügen,  ohne  dafs,  wie  in  einem 
roTiog.  etwas  über  die  Beschaffenheit  des  Orts  gesagt  wird,  so 
wird  sich  jede  Aufgabe  mit  ebensoviel  Gmnd  als  ein  Porisma  be- 
trachten lassen. 

Selbst  wenn  dtus  Wort  Ortsproblem,  welches  Chasles  hier  ge- 
braucht, auch  keinen  Anspruch  auf  antiken  Ursprung  hat,  so  weifs 
ich  «loch  nicht,  wie  man  (hese  Art  von  Tntei'suchungen .  denen  die 
Alten  —  wie  wir  in  einem  späteren  Abschnitt  sehen  werden  —  sogar 
eine  besondere  xVufmerksamkeit  gewidmet  haben  müssen,  anders  be- 
zeichnen soll.  Dieselben  Porismen  zu  nennen  halte  ich  jedenfalls  für 
einen  mangelhaften  Ausweg,  namentlich  aber,  wenn  ich  darin  Recht 
habe,  dafs  dieser  Begriff  in  der  Bedeutung,  von  der  hier  tue  Rede 
ist,  zu  Euklids  und  Apollonius'  Zeiten  noch  nicht  existierte. 
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^ebene  Weise  geknüpft  waren,  Ortslheorenie  gewesen  wären. 
Da  wir  indessen  bei  Pappus  keine  genaue  Aufklärung  hierüber 
erhalten,  so  wollen  wir  gleichwohl  annehmen,  dals  unter  Euklids 
Porisnien  auch  andere  Sätze  von  der  beschriebenen  allgemei- 
neren Form  gewesen  sind,  und  zeigen,  dafs  gewisse  anden* 
Korollare  zu  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  als  die  Sätze 
über  Örter  (im  weiteren  Sinne),  sehr  leicht  gerade  diese  Form 
haben  annehmen  können.  Das  wird  namentlich  für  die  Sätze 
über  einen  Kegelschnitt  gelten,  welche  so  umgeformt  sind,  dal's 
diese  Kurve  nicht  mehr  genannt  wird,  sondern  die  durch  ihre 
Hülfe  hervorgebrachten  Verbindmigen  zwischen  anderen  Teilen 
der  Figur  direkt  benutzt  werden.  Als  Beispiel  hierfür  will  ich 
ein  Korollar  bilden,  welches  auf  diese  Weise  aus  dem  Satze 
über  Ei-zeugung  von  Kegelschnitten  durch  projektivische  Büschel, 
der  sich  am  Schlüsse  von  Apollonius'  drittem  Buche  [54—50. 
vergl.  oben  S.  123]  findet,  entstehen  könnte: 

\Yonn  drei  gerade  Linien  «i,  a^  und  (/g,  die  durch  einen 
Punkt  A,  und  drei  gerade  Linien  Cj,  c^  und  c^,  die  durch 
einen  Punkt  C  gehen,  gegeben  sind,  so  lassen  sich  durch  A 
und  C  Linien  so  ziehen,  dafs  das  Rechteck  aus  den  Stücken, 
welche  c^  auf  der  ersten,  von  A  an  gerechnet  und  a^  auf 
der  zweiten,  von  C  an  gerechnet,  abschneiden,  dem  Rechteck 
aus  den  Stücken  ghüch  wird,  welche  auf  dieselbe  Weise  durch 
r^  und  {(g  ^i'i^l  durch  c^  und  u^  abgeschnitten  werden. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt  nämlich  aus  dem  in 
d(»n  drei  citierten  vSätzen  enthaltenen  vollständigen  Satz  über 
Ke^gelschnitte,  wenn  man  nur  die  unbekannte  Linie,  die  durch  ^i 
gehen  soll,  parallel  der  Tangente  zieht,  welche  in  C  an  den 
Kegelschnitt  gezogen  ist,  der  durch  A,  C  und  die  Durchschnitts- 
punkte fiif'i,  (t^c.^  und  r/^Cg  bestimmt  ist,  und  wenn  man  die 
unbekannte  Linie,  die  durch  C  gehen  zoll,  parallel  der  Tangente 
zieht,  welche  in  A  an  denselben  Kegelschnitt  gezogen  ist.  Diese 
Linien  lassen  sich  M  ohne  Benutzung  des  Kegelschnittes  kon- 
struieren; eine  Aufgabe,  die  sich  lösen  lassen  mufs,  und  zu  der 
der  Satz  über  den  Kegelschnitt  eine  naheliegende  Veranlassung 

')  Man  \er^\.  unseren  tbl^'eniien  Abschnitt. 
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giebt.  würde  also  die  sein,  die  Konstruktion  aurh  unabhiingi^ 
vom  Kegelschnitt  zu  finden.  Diese  Aufj^rabe  wiinl  i^ben  in 
dem  von  uns  gebildeten  Forisma  gestellt .  das  wenigsttMis  in 
einer  etwas  specielleren  Gestalt  recht  wohl  in  Kuklitts  Selirill 
hätte  Platz  liiiden  können. 

Wenn  das  aufgestellte  Porisma  in  voller  AllgtMueinheil 
unter  Euklids  Korollaren  zur  Lehre  von  den  Kegels<*hnillen 
enthalten  gewesen  wäi'e,  so  würde  wunderbarer  weise  tias  Ko- 
rollar  eine  gröfsere  Ausdehnung  erhalten  halxMi  als  <lrr  rnl- 
sprechende,  dem  Euklid  bekannte,  Satz  über  Kegelschnilir 
selbst.  Zu  seiner  Zeit  verstand  man  nämlich  nicht  dcnselbrn 
auf  die  Fälle  auszudehnen,  wo  zwei  llypcTbeläsIt»  zur  Vrrwrn- 
dung  kommen.  Indessen  gehört  es  nicht  zu  drn  llnm<'>gli('li- 
keit<_*n,  dafs  Euklid  hi  manchen  Fällen  gerade?  mit  Absicht  di*n 
Kegelschnitt  aus  solchen  Sätzen  ausgeschlossen  hat,  wrlcJH«  von 
ihm  ursprünglich  als  Sätze  über  Kegelschnitte  gefunden  wan-n, 
denen  er  aber  in  dieser  (icstalt  aus  Mangel  an  Mitifln  nirhl 
die  volle  Ausdehnung  geben  konntf»,  deren  sie  fähig  wan-n. 

Es  läfst  sich  auch  denk(?n,  dafs  der  Mang<*l  an  Mill^'ln  zur 
vollständigen  Bestimnujng  solcher  körperlichen  Ovii'V,  deren 
^regebene  Punkte  sich  auf  diff  beiden  llyf)erl)e|;b*le  v<'rleili'ii 
sollen,  eine  andere  liedeutung  für  die  Schrift  über  die  Pori— 
men  '/rhabt  habe.  Die  eigentümlicfie  Form  rjer  Sätze  in  die-<i 
könnt»'  nämlich  ein  F]rbteil  von  rien  Sätzen  ül^er  K^-gelxrhfiitt* 
sdn.  zu  denen  -^ie  ursprünglich  Korollare  sind,  indem  ni;in 
ber«'it-  in  l>rtrefT  der  Sätz^*  über  K^-gehchnifte  Mrfvoll-tändi'/f- 
HyiMith*-#'n  < Voraus-ietzungen)  hat  benutz^'n  können  um  t\t* 
.S  hv.if-riu'kejten  zu  »imgehen.  welche  dadurch  enf^f;jnf|en .  /|;j|. 
di«  Satz*'  in  ihr«T  volUtJifjr|i;5en  <ß(M^U  ^vh  hin-jehflieh  d<i 
Hyjp^-rh".    jn  beid<-  A.*te  der-elJ/^'n  knüpfen  muf-ten. 

E-  ..— fv-n  -icr,  a*-^i  Onlnde  g<-nu'/  d;*für  finden.  rLif.  ijj* 
.Si*z/-  i:.  •**'.'  .>  r.rif?  •if/'r  die  }'ori-n»en,  .venn  ^.i*  t-ir^u  ;f  - 
•rir;- >^ :..::,.  .:^  von  KoroJi;«r'n  zur  U-hn-  von  den  K^v'i-'hri:'?'  r 
•r.W::. :-:.  -in^j.  d>-  Formen   '/^'\tA\A   hhtr^rit.   Vif-Uh*-   in^ti.    ?/* - 

--•T.  -:-:.-'.     .:.'•:  ^  ^-r^ti  a^^t.  f.>T:*  ^t.uidiff^K    d;if-  'i.'-  P'#r.'- 

;..•:     :.—  ',..••,*-;.»  f.  ^.'.  ^rrAÜ;^:fßrt'r;j'   /ejt;..,pf'  yt-Ki-^r.  ^,r,^i  -- 
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ungleichartigen  Gründen  eine  einheitliche  Erklärung  der  wesent- 
lich gleichai'tigen  Form,  welche  alle  Porismen  gehabt  haben 
sollen,  vorziehen.  Eine  solche  läfst  sich  indessen  noch  zu  den 
genannten  Gründen  hinzufügen.  Nachdem  diese  bewirkt  hatten, 
dafs  einige  der  Sätze  die  erwähnte  Form  annahmen,  kann  Euklid 
selbst  auf  die  Zweckmässigkeit  und  den  Nutzen  derselben  (für 
die  wir  (S.  169)  in  dem  Bewjeise  für  die  Ausdehnung  der  10  zu- 
sanmiengezogenen  Porismen  auf  Kegelschnitte  Gelegenheit  gehabt 
haben  ein  Beispiel  anzuführen)  Rücksicht  genommen  und  ver- 
sucht haben,  auch  die  übrigen  Sätze  auf  dieselbe  Form  zu 
bringen.  Insofern  also  hierbei  angenommen  wird,  dafs  bereits 
Euklid  selbst  auf  diese  Form  Gewicht  gelegt  habe,  nähern  wir 
uns  in  etwas  der  Anschauung,  welche  seit  der  Zeit  der  Ma- 
thematiker, welche  Pappus  die  alten  nennt,  geherrscht  hat; 
aber  wir  glauben  nicht  mit  diesen,  dafs  Euklid  und  seine  Zeit- 
genossen als  allgemeine  Bezeichnung  für  Sätze  dieser  Form 
denselben  Namen  wie  für  Korollare  gebrauchten,  und  dafs 
seine  Schrift  auf  diese  Weise  den  Namen  „Porismen"  bekommen 
habe.  Vielmehr  ist  umgekehrt  dieser  Titel  die  Veranlassung 
geworden,  dafs  man  später  Sätze  von  der  angeführten  Form 
Porismen  genannt  hat. 


Neunter  Abschnitt. 

Bestimmung  von  Kegelschnitten  durch  ftlnf  Punkte;   Apollonius'  viertes  Buch 
über  die  Kegelschnitte;   seine  „Sectio  determinata". 


Die  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden  ist  eng  mit  dem 
Umstände  verknüpft  gewesen,  dafs  dieser  Ort  um  das  aus  den 
vier  Geraden  gebildete  Viereck  beschrieben  ist.  Man  kann  sich 
nämlich  teils  nur  schwierig  vorstellen,  wie  ein  hiervon  unab- 
hängiger Nachweis,  dafs  der  Ort  ein  Kegelschnitt  wird,  möglich 
gewesen  ist,  teils  stimmt  diese  Annahme  wie  wir  gesehcMi 
haben,  wenigstens  so  lange  das  Viereck  ein  Trapez  ist,  voll- 
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ständig  mit  allen  vorhandenen  Angaben;  und  dafs  der  Ort  zu 
vier  Geraden  auch  durch  die  neue  Ecke  geht,  welche  durch 
die  Erweiterung  auf  ein  allgemeines  Viereck  eingeführt  wird, 
ist  —  wie  wir  in  unserer  Wiederherstellung  vorausgesetzt 
haben  —  unzweifelhaft  auch  bemerkt  worden.  Die  Bestim- 
mung des  Orts  zu  vier  Geraden  ist  also  an  sich  eine  Bestim- 
mung eines  Kegelschnittes  durch  vier  Punkte,  und  eine 
Bestimmung,  die  sich  auf  alle  solche  Kegelschnitte  anwenden 
läfst. 

Die  genauere  Bestimmung  eines  solchen,  welche  durch  den 
gegebenen  Wert  des  Verhältnisses  zwischen  den  Rechtecken 
aus  den  Abständen  von  den  Seiten  gegeben  ist,  hätte  für  die 
Griechen,  welche  diesem  Verhältnis  kein  Vorzeichen  beilegen 
konnten,  zu  zwei  Kegelschnitten  führen  müssen.  Es  finden  sich 
nirgends  Anzeichen  dafür,  dafs  dies  wirklich  geschehen  ist, 
und  es  kann,  wie  bereits  bemerkt,  deswegen  unterblieben  sein, 
weil  man  sich,  nachdem  man  einen  Punkt  des  Ortes  bestimmt 
hatte,  damit  begnügte  den  Kegelschnitt  zu  betrachten,  der  durch 
diesen  Punkt  ging.  Vielleicht  kann  man  auch  —  wie  in  Ar- 
chimedes'  Form  für  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  die  auf 
(unen  Durchmesser  bezogen  ist  —  geradezu  einen  beliebig  gege- 
benen Kurvenpunkt  an  Stelle  der  Konstanten  gesetzt  haben. 
Jedenfalls  müssen  die  Griechen  die  genaue  Verbindung  bemerkt 
haben,  in  der  die  Bestimmung  durch  den  Wert  des  Verhält- 
nisses mit  der  Bestimmung  durch  einen  fünften  Punkt  steht. 
Faktisch  hat  also  Apollonius  durch  seine  Vervollständigung 
des  Orts  zu  vier  Geraden  die  Aufgabe  gelöst,  einen  Kegel- 
schnitt durch  fünf  gegebene  Punkte  zu  konstruiren. 
Hierbei  nuifs  das  Wort  Kegelschnitt  in  der  modernen  Bedeu- 
tung genommen  werden,  so  dafs  die  beiden  Äste  einer  Hyperbel 
als  ein  einziger  Kegelschnitt  aufgefafst  werden. 

Der  Umstand,  dafs  wir  genötigt  gewesen  sind  diese  Auffas- 
sung festzuhalten,  damit  die  Aufgabe  sich  im  allgemeinen  lösen 
lasse,  trägt  dazu  bei  zu  erklären,  dafs  dieselbe  sich  in  Apollo- 
nius' Werk  nicht  behandelt  findet.  Dies  läfst  sich  nämlich  nicht, 
wie  damals,  wo  die  Rede  von  der  Bestimmung  geometrischer 
Ort  er  war,  dadurch  erklären,  dafs  man  die  Vermutung  aufstellt. 


-j 
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eine  direkte  Behandlung  dieser  Aufgabe  würde  nicht  mit  dem 
Zwecke  dieser  Schrift  vereinbar  gewesen  sein.  Ebenso  wie  die 
Aufgabe,  einen  Kreis  um  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  ihren  Platz 
in  Euklids  Elementen  gefunden  hat,  ebenso  natürlich  würde  es 
gewesen  sein  in  den  Elementen  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
die  Aufgabe  anzuführen,  einen  Kegelschnitt  um  ein  Fünfeck  zu 
beschreiben  oder  einen  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  zu  legen, 
wenn  man  überhau))t  so  weit  gelangt  war  der  Behandlung 
dieser  Aufgabe  eine  solche  Gestalt  zu  geben  und  sie  den  strengen 
hergebrachten  Formen  so  anzupassen,  dafs  sie  an  dieser  Stelle 
behandelt  werden  konnte.  Die  Herstellung  einer  solchen  Form 
hat  indessen  ihre  Schwierigkeiten  gehabt,  und  diese  sind  keines- 
wegs dadurch  überwunden  gewesen,  dafs  man  wie  gesagt  die 
Aufgabe  faktisch  gelöst  hat,  aber  in  einer  anderen  Form  als 
diejenige  ist,  welche  sie  zu  den  Definitionen,  auf  welchen,  und 
zu  dem  Plane,  nach  welchem  Apollonius'  Lehrgebäude  aufgeführt 
ist,  passen  lassen  würde. 

Würde  man  nämlich  ohne  w^eiteres  die  Aufgabe  stellen 
einen  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  zu  legen,  so  nehme  ich 
an,  dafs  ein  griechischer  Mathematiker,  selbst  wenn  ihm  die  Be- 
stimmung des  Orts  zu  vier  Geraden  vollständig  bekannt  wäre, 
diese  Forderung  zunächst  so  auffassen  würde,  als  ob  drei  Auf- 
gaben über  die  Eliips(%  Parabel  und  Hyperbel  ^)  nur  dem  Wort- 
laut nach  vereinigt  wären.  Er  würde  dann  bald  find(.'n,  dafs 
diejenige  von  diesen,  welche  die  Parabel  beträfe,  überbestimmt 
wäre,  da  von  einer  Parabel  höchstens  vier  Punkte  gegeben 
sein  dürfen.  Die  Bestimmung  durch  diese  würde  überdies  tnne 
ganz  andere  Aufgabe  werden,  welche  nicht  mit  der  Bestimmung 
des  Orts  zu  vier  Geraden  gelöst  ist.  Was  die  Bestimmung 
einer    Ellipse    oder    Hyperbel    durch    fünf  Punkte    betrifft,    so 


^)  Ha  Hey  scheint  «lerselhen  Meinung?  zu  sein,  insofern  er  in  seiner  Re- 
stitution von  Apollonius'  Ste™  Buche  die  Fragen  nach  der  Bestimmung 
jeder  einzelnen  der  drei  Kurven  l)esondei"s  stellt.  Wie  ei"sichthch  hin 
ich  ferner  mit  Halley  darin  einig,  nicht  anzunehmen,  dafs  die  Bestim- 
mung eines  Kegelschnittes  durch  fünf  Punkte  zu  denen  gehört  hahe. 
welche  «las  Sto  Buch  enthielt.  Durch  diese  würde  der  Inhalt  des  7*«" 
Buches  nandich  nicht  eine  solche  Bidle  spielen,  wie  die  Vorrede  angieht. 
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würde  ein  Diorisinus  nötig  sein,  welcher  die  Bedingunjren  aus- 
drückte, denen  die  gejrebenen  Punkte  genügen  niüfsten,  damit 
man  wirklich  durch  dieselben  eben  diejenige  von  den  Kurven, 
welche  verlangt  wäre,  legen  könne,  hi  Betreff  der  Ellipse 
würde  es  vielleicht  sogar  für  nötig  gehalten  werden  sich  dagegen 
zu  siehern.  dafs  dieselbe  in  einen  Kreis  überginge:  Apollonius 
nennt  diesen  in  seinen  Sätzen  b(^ständig  neben  den  Kegel- 
schnitten, rechnet  ihn  also  nicht  mit  unter  diese,  wenn  er  auch 
dadurch  di(?  Kenntnis  der  Thatsache  verrät,  dafs  die  allgemeinen 
Sätze  über  Kegelschnitte  auf  den  Kreis  anwendbar  sind,  ebenso 
wie  er  auch  im  ersten  Buche  zwei  Reihen  von  Kreisschnitten 
an  schiefen  Kegeln  nachgewiesen  hat.  Selbst  wenn  endlich 
die  Forderung  der  Konstruktion  eines  Kegelschnittes  richtig  in 
der  Weise  verstanden  wurde,  dafs  die  Kurve  je  nach  Um- 
ständen Myj)erbel.  Parabel.  Ellipse  oder  Kreis  werden  konnte, 
war  ein  Diorismus  immer  noch  notwendig  um  sich  dagegen 
zu  sichern,   dafs  die  fünf  Punkte  auf  die  beiden  Äste  der  Hv- 

« 

perbc^l  verteilt  wurden,  denn  in  diesem  Falle  würde  man  das 
nicht  erhalten  haben,  was  die  (iriechen  unter  einem  Kegel- 
schilt <lurcli  fünf  Punkte  verstanden. 

Daraus.  daf<  Apollonius  die  Bestimnmng  eines  Kegelschnitts 
durch  fünf  Punkte  nicht  aufgeführt  hat.  geht  hervor,  dafs  er 
eine  hinreichend  kurze  Lösung  der  hier  angedeuteten  formalen 
Schwi<*rigkeiten  nicht  gefunden  hat.  Die  dazu  erforderlichen 
Diorismen  sind  allerdings  nicht  schwierig,  aber  wie  wir  heutigen 
Tags  kein  sonderlich  grofses  (lewicht  legen  auf  eine  ausdrück- 
liche Aufstellung  <ler  HiMÜngungen.  unter  welchen  der  Keg(»lschnitl 
durch  fünf  Punkte  eiiK»  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  wird,  und 
im  letzteren  Falle  auf  eine  Untersuchung,  wie  sich  die  Punkte  auf 
die  Aste  derselben  verteilen,  so  hat  die  hier  berührte  formale 
l^earbeitung  auch  k<Mn  Interesse  für  Apollonius  gehal)t.  eben 
weil  er  die  faktischen  Piesultate  an  einer  anderen  Stellen  halle, 
nämlich  in  dei*  Hestinuuung  des  Orts  zu  vier  Geraden. 

Wrim  ich  sage,  dafs  durch  diese  Bestinnnung  die  Aufgabe 
<'inen  Kegelschnitt  tlmcli  fünf  Punkte  zu  legen  faktisch  gelöst 
war.  so  meine  ich  damit,  dafs  man  wirklich  dasselbe  erreicht 
halle,    was   wir  durch   die  Lösung  dieser  allgemeinen  Aufgab«* 
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oiToichon,  und  dafs  man  wirklich  imstande  war  diese  Bestimmung 
in  denselben  Fäljen  anzuw^enden,  in  denen  wir  die  allgemeine 
Konstruktion  eines  Kegelschnittes  durch  fünf  Punkte  anwenden. 
Vor  allem  ist  hierin  einbegriffen,  dafs  man  die  Konstruktion 
in  allen  einzelnen  Ftlllen  ausführen  konnte,  dafs  man  also 
wirklich  eine  Ellipse  oder  einen  Ilyperbelast  durch  solche  fünf 
Punkte,  durch  welche  ein  solcher  gehen  kann,  legen  konnte. 
Ferner  war  man  imstande  derartige  Anwendungen  davon  zu  ma- 
chen wie  die,  dafs  man  schlofs,  zwei  Kegelschnitte  könnten  sich 
hik'hstens  in  vier  Punkten  schneiden.  Endlich  waren  Mittel  für 
weiter  gehende  Untersuchungen  vorhanden,  welche  sich  an 
die  Bestinnnung  eines  Kegelschnittes  durch  fünf  Punkte  knüpfen, 
z.  B.  die  Bedingimg  dafür  zu  finden,  dafs  dieser  Kegelschnitt 
in  einem  dieser  Punkte  eine  gegebene  Tangente  habe.  Es 
läfst  sich  in  der  That  nachweisen,  dafs  die  Griechen  in  diesen 
Richtungen  so  weit  gelangt  waren  wie  hier  angegeben,  wenn 
auch  die  Verbindung  mit  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
Geraden  nicht  unmittelbar  hervortritt. 

Wir  wollen  mit  dem  beginnen,  w'as  sich  in  Apollonius' 
Kegelschnitten  selbst  findet.  Im  vierten  Buche  dieses  Werks 
wird  bewiesen,  dafs  zwei  Kegelschnitte  sich  höchstens  in  vier 
Punkten  schneiden,  und  dies  Resultat  wird  auf  die  Fälle  aus- 
gedehnt, wo  der  eine  der  beiden  Kegelschnitte  oder  beide  mit 
zwei  zusammengehörenden  Hyperbelästen  vertauscht  werden. 
Dadurch  erhält  der  ursprüngliche  Satz  dieselbe  Ausdehnung, 
die  er  nach  modernem  Sprachgebrauch  haben  würde.  Aus  der 
Vorrede  zum  vierten  Buch^)  sieht  man  nun,  dafs  dieser  Satz, 
beschränkt  auf  zwei  Kegelschnitte  ui  der  griechischen  Bedeu- 
tung, von  Konon  vonSamos,  vermutlich  dem  hoch  geschätzten 
Freunde  Archimedes'  in  Alexandria,  aufgestellt  worden  ist,  und 
dafs  seine  Beweisführung  mit  Recht  von  Xikoteles  von  Kyrene 
angegriffen  wurde,  welcher  ihm  zugleich  vorwarf,  dafs  er  die 
Erweiterung  auf  die  Fälle,  wo  der  eine  Kegelschnitt  mit  zwei 
zusammengehörenden  Hyperbelästen  vertauscht  wird,  nicht  be- 
rücksichtigt habe.     Apollonius  fügt  hinzu,  dafs  weder  Niko- 


')  Veivl.  x\nhan{?  1,  »Jarin  auch   die   Besprechung  iles  vierten  Buchs  in 
<ler  allgemeinen  Vorrede. 
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leles  noch  sonst  jemand  diese  Erweiterung  bewiesen  habe,  und 
dafs  die  Erweiterung  auf  den  Fall,  wo  beide  Kegelschnitte  mit 
zwei  zusammengehörenden  Hyperbelästen  vertauscht  werden, 
überhaupt  niemandem  eingefallen  sei. 

Diese  Angaben  stimmen  sehr  gut  mit  den  Anschauungen 
überein,  welche  wir  im  ganzen  vertreten  haben. 

Konons  Beweis  kann  sich  an  den  Ort  zu  vier  Geraden 
angeschlossen  haben,  vielleicht  an  die  dadurch  erhaltene  Be- 
stimmung eines  Kegelschnittes  durch  5  Punkte.  In  solchem 
Falle  ist  derselbe  in  seinem  Grundgedanken  vollkommen  korrekt 
gewesen,  da  es,  um  auf  diesem  Wege  zu  schliefsen,  dafs  zwei 
Kegelschnitte  sich  höchstens  in  vier  Punkten  schneiden  können, 
unwesentlich  ist,  ob  es  Fälle  giebt,  in  denen  man  überhaupt 
keinen  einfachen  Kegelschnitt  (nach  der  Auffassung  der  Alten) 
durch  fünf  Punkte  legen  kann,  üie  Existenz  solcher  Fälle 
kann  indessen  leicht  eine  wirkliche  oder  scheinbare  Unrichtig- 
keit des  Bcnveises  veranlafst  haben.  Eine  solche  hat  dann 
Gegenbemerkungen  von  Nikoteles'  Seite  hervoi*gerufen,  indem 
er  darauf  aufmerksam  machte,  dafs  es  Fälle  giebt,  in  denen 
sich  ein  einfacher  Kegelschnitt  nicht  durch  fünf  Punkte  legen 
läfst.  Es  ergiebt  sich  dann,  dafs  er  zugleich  darüber  unter- 
richtet gewesen  ist,  dafs  in  solchem  Falle  zwei  zusanmien- 
geluh-ige  Hyperbeläste  existieren,  welche  zusammengenonnnen 
durch  alle  fünf  l^mkte  gehen.  Mit  Rücksicht  hierauf  kann  er 
es  dann  für  überflüssig  gehalten  haben  seine  Erweiterung  von 
Konons  Satz  auf  den  Fall,  wo  einer  von  den  Kegelschnitten 
mit  zwei  zusannnengehörenden  Hyperbelästen  ^)  vertauscht  wird, 
wirklich  zu  l)eweisen.  Jedenfalls  geht  es  ausdrücklich  aus  Apol- 
loiiius'  Bemerkungen  hervor,  dafs  zu  dem,  was  Nikoteles  bei 
Konon  vermifst  hat,  die  gehörige  Rücksichtnahme  auf  zusam- 
mengehr)rend(^  Hyi)erb(^läste  gehört  haben  mufs. 

Da  erst  Apollonius   die  Beweise   für  die  Erweiterung 


')  Kino  iiiöj:liche  Erklärung,'  des  rinstandes.  dafs  er  dann  nicht  auch  den 
ebenso  oinrachen  Fall  berncksichtigte.  wo  beideKej^elschnitte  mit  zusaiii- 
iiicnjrcliMicnden  Hyperhelasten  vertauscht  werden,  werde  ich  Gelegen- 
lieit  finden  am  Schlüsse  des  vierzehnten  Abschnittes  aufzustellen. 
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(1er  Sätze  über  Kegelschnitte  auf  die  Verbindung  der  beiden 
Hyperbeläste  durchgeführt  hat,  so  ruhte  Nikoteles'  richtige 
Behauptung  allerdings  auf  unsicherem  Grunde,  und  konnte 
zugleich  mit  der  letzteren  Erweiterung  erst  von  Apollonius  be- 
wiesen werden.  Da  wir  den  genauen  Zusammenliang  dieser 
Erweiterungen  im't  der  Absicht,  die  Bestimmung  des  Orts  zu 
vier  Geraden  und  die  darin  enthaltene  Konstruktion  eines 
Kegelschnitts  durch  fünf  Punkte  zu  vervollständigen,  gesehen 
haben,  so  sind  wir  der  Meinung,  dafs  wenigstens  eine  indirekte 
Verbindung  zwischen  dieser  Konstruktion  und  Apollonius'  Sätzen 
über  die  Anzahl  von  Durchschnittspunkten  vorhanden  ist.  Selbst 
wenn  diese,  wie  wir  vennuten,  direkter  gewesen  ist,  so  kann 
dies  doch  nicht  in  seinem  Werke  zum  Vorschein  kommen,  wo 
er  sich  nur  auf  die  Resultate  stützen  kann,  welche  in  den 
früheren  Büchern  desseU)en  Werks  entwickelt  sind,  also  nicht 
auf  Sätze  über  d(m  Ort  zu  vier  Geraden. 

Apollonius'  Beweisen  für  die  Sätze  über  die  Anzahl  von 
Durchschnittspunkten  liegt  der  Satz  über  Polaren  zu  Grunde. 
Hält  man  sich  vorläufig  an  den  Fall,  wo  nur  die  Rede  von 
Kegelschnitten  im  antiken  Sinne  ist,  so  kann  man  auf  folgende 
Weise  (4tes  Buch  ^5)  die  Unmöglichkeit  nachweisen,  dafs  zwei 

Kegelschnitte  sich   in  fünf  Punkte  A,  B, 

M      C\  1),  E  (Fig.  35)  schneiden  können,  von 

//         denen  man  annehmen  darf,   dafs  sie  so 

,'  /  I         aufeinander  (auf  einem  der  Kegelschnitte) 

/        I         folgen,  dafs  sich  zwischen  zwei  auf  ein- 

i         ander    folgenden    kein    anderer    Durch- 


P^Jr 


/ /     '     \'         Schnittspunkt  findet. 


^        N  Die  Polare  des  Durchschnittspunktes 

0  von  AB  und  CD  mufs  für  beide  Ke- 


//  ^^  \ 


A 


1'^                     I    I  gelschnitte  dieselbe  sein,  denn  sie  wird 

;                      '    ;  durch  die  Punkte  bestimmt,  welche  har- 

\    /                   /  monisch  mit  0  mit  Bezug  auf  A  und  B 

V                  1/  und  mit  Bezug  auf  C  und  1)  verbündten 

^- ^'i>  sind.    Würde  nun  OE  diese  gemeinsame 

,,.    .,-  I^olare  in  (r  schneiden,  so  müfsten  beide 

Kegelschnitte  durch  den  Punkt  F  gehen. 
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der  harmonisch  mit  E  mit  Bezug  auf  O  und  G  verbunden  ist : 
aber  dieser  Punkt  F  wurde,  entgegen  der  aufgestellten  An- 
nahme, zwischen  B  und  C  liegen. 

In  3()  beweist  Apollonius  femer,  dafs  ein  Kegelschnitt  (im 
antiken  Sinne)  zwei  zusammengehörende  Hyperbelaste  höch- 
stens in  vier  Punkten  schneidet,  und  in  53.  dafs  gleichfalls  zwei 
zusannnengehörende  Hyperbeläste  zwei  andere  höchstens  in 
vier  Punkten  schneiden.  Zu  diesen  Resultaten  gelangt  er  da- 
durch, dafs  er  in  den  vorhergehenden  Sätzen  die  verschiedenen 
möglichen  Verteilungen  der  Durchschnittspunkte  auf  die  beiden 
zusammengehörigen  Hyperbelaste  einzeln  untersucht.  Hierfür 
benutzt  er  teils  dieselbe  Anwendung  der  Polare  wie  in  25, 
teils  Betrachtungen  über  die  Richtung  der  Konkavität  der  Aste. 

Von  si)eciellen  Fällen  wird  nur  der  behandelt,  wo  zwei 
Kurven  einen  Berührungspunkt  haben,  in  welchem  Falle  ge- 
zeigt wird,  dafs  das  Maximum  der  Anzahl  der  Durchschnitts- 
punkte  um  zwei  verujindert  wird.  Dagegen  findet  sich  keine 
Unteri>uchung  über  den  Einflufs  des  Parallclismus  zwischen  den 
Asymptoten  zweier  Hyperbeln,  oder  des  Parallelisnms  zwischen 
einer  Asymptote  einer  Hyperbel  und  der  Axe  (^ner  Parabel. 
Da  indessen,  wie  oben  berührt.  Betrachtungen  der  Figur  eine 
wesentliche  Rolle  bei  der  Untersuchung  spielen,  und  man  sogar 
unter  Apollonius'  eigenen  Figuren,  nämlich  im  Beweise  für 
Satz  53.  eine  tindot.  bei  der  gerade  der  erwähnte  Parallelisnms 
<^intntt,  so  darf  man  nicht  annehmen,  dafs  dieser  Fall  von  den 
Alten  ganz  unbeachtet  geblieben  ist.  Apollonius  zeigt  auch  im 
5ten  Buche,  wie  wir  im  Folgenden  genauer  ausführen  werden, 
dafs  er  in  solchen  FTülen  über  die  Anzahl  der  Durchschnitts- 
punkte richtig  unterrichtet  ist. 

Das  vierte  Buch  enthält  im  übrigen  nur  Anpassungen  des 
Satzes  über  Polaren  an  die  hier  erwähnten  Anwendungen, 
sowie  einen  Beweis  dafür,  dafs  zwei  Kegelschnitte  keinen  end- 
lichen Bogen  g(*meinsam  haben  können. 

Der  Hauptb(»weis  war,  wie  wir  sahen,  an  eine  Anwendung 
des  Satzes  über  Polaren  geknüpft,  um  aus  fünf  Punkten  eines 
Kegelschnittes  einen  sechsten  zu  bestinunen.  Auf  demselben 
\Ve<'e  krimite  man   nach  und  nach  so   viele   Punkte  erhalten. 


i 
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wie  man  wollte.  Dasselbe  liefse  sich  auch  durch  Anwendung 
des  Potenzsatzes  erreichen,  der  überdies  gestattet  mit  grö- 
l'serer  Selbständigkeit  zu  entscheiden,  welche  neuen  Punkte 
man  bestimmen  will.  Auf  diesem  Wege  kann  man  dann  dahin 
gelangen  konjugierte  Durchmesser  und  dadurch  die  Axen  zu 
bestimmen.  Eben  dieses  Verfahren  wendet  Pappus  im  8ten 
Buche ^)  auf  die  Bestimmung  einer  Ellipse  durch  fünf 
gegebene  Punkte  an  —  von  denen  man  im  voraus  weifs, 
dafs  sich  eine  Ellipse  durch  sie  legen  läfst. 

Zunächst  kann  man  leicht,  wenn  die  Punkte  J,  B,  C,  />,  E 
so  gegeben  sind,  dafs  nicht  zwei  von  den  Verbindungslinien 
parallel  laufen,  durch  den  Potenzsatz  den  Punkt  F  bestimmen, 
in    dem   eine   durch   E  parallel   der  AB   gezogene   Lhiie   die 

Kurve  schneidet;  es  kommt  also 
imr  darauf  an  —  und  Pappus 
beginnt  damit  —  den  Kegel- 
schnitt durch  solche  5  Pimkte 
A,  B,  1>,  A;  F  (Fig.  3G)  zu  be- 
stimmen, bei  denen  ABIEF, 
Von  diesem  Kegelschnitt  kennt 
man  den  Durchmesser  der  pa- 
rallelen Sehnen  AB  und  EF, 
und  parallel  zu  diesem  wird 
■  durch    D    eine   Sehne    gezogen, 

'    '  deren    anderer    Endpunkt    sich 

' ;  dadurch  bestimmen  läfst,  dafs 

IG.  Gl)    _   lü.üD 

^'^'  '^^''  BG,  GA  '~~  FH,  HE  '    ^^ 

Um  mit  Hülfe  hiervon  /  zu  konstruiren  zieht  man  DB  und 
denkt  sich  lA  gezogen.  Sind  die  Durchschniltspunkte  dieser 
beiden  mit  EF  die  Punkte  K  und  L,  so  wird  das  erste  der 
in  (1)  aufgestellten  Verhältnisse  gleich 

///    HU 

HL  '  KH  ' 

')  Ausi<.  V.  Hullsch,  S.  1070— 10S.\ 
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und  man  erhält  FH ,  HE  =  KH ,  HL,  wodurch  sich  Punkt  L, 
der  wiederum  I  bestimmt,  konstruieren  läfst.  Um  nun  die 
Durchschnittspunkte  S  und  T  des  Durchmessers  und  der  EUipse 
7x\  bestimmen  wird  aufs  neue  der  Potenzsatz  angewendet,  der 
in  Verbindung  mit  den  ähnlichen  Dreiecken,  die  man  durch 
Ziehen  von  ED  und  IF  erhält,  ergiebt: 

FH.HE  _    I'^_Q^QJ^_^  _  FQ^QE 
IH.HD   "^  NQ.QM  "^    TQ  QS  ' 

also  TQ ,  QS  ==  NQ ,  QM,  wo  der  letzte  Ausdruck  bekannt  ist. 
Auf  ähnliche  Weise  findet  man  den  Wert  von  TP .  PS. 

Die  Art,  wie  Pappus  demnächst  S  und  T  bestimmt,  ist  gleich- 
bedeutend mit  einer  Elimination  des  einen  der  beiden  Punkte, 
der  eine  Bestimmung  des  anderen  durch  eine  Gleichung  zweiten 
Grades  folgt.  Die  erste  dieser  Operationen  wird  durch  die 
Form  vereinfacht,  unter  der  die  gegebenen  Werte  von  TQ.QS 
und  TP,  PS  vorgelegt  werden.  Man  bestimmt  nämlich  die 
Punkte  U  und  V  auf  der  Linie  PQ  derartig,  dafs 

TQ.QS  =  PQ.  QU    und     TP.PS  =  PQ.VP, 

wo  die  Punkte  P,  Q,  U,  Y  bekannt  sind,  während  S  und  T 
gesucht  werden.     Hieraus  ergiebt  sich  leicht    * 

l[S    _    TP   _   VP 
UQ   ~   TQ    ""  VS ' 

woraus  US .  VS  =  UQ  .  TP. 

Um  die  historischen  Ergebnisse,  die  für  uns  aus  den  hier 
angeführten  Konstruktionen  bei  Pappus  hervoi*gehen,  ri(*htig  zu 
würdigen,  hat  man  zu  beachten,  dafs  diese  Konstruktionen  m'cht 
ihrer  selbst  wegen  vorgeführt  werden,  sondern  als  Glieder  in  der 
Behandlung  der  anderen  Aufgabe:  den  Radius  der  Grundfläche 
eines  gegebenen  geraden  Gylinders  zu  bestimmen,  der  nicht  von 
ebenen  Seimitten  begrenzt  ist.  Es  wird  also  nicht  beabsichtigt, 
neue  Beiträge  zur  Lehre  von  den  Kegelschnitten  zu  geben: 
Pappus  erhebt  keinen  anderen  Anspruch  als  den,  eine  ihm 
gerade  passende  Anwendung  von  dem  zu  machen,  was  sich 
bei  Apollonius  findet.  Da  Pappus  auf  diese  Anwendung  eine 
andere  Aufgabe  zurückführt,  so  darf  man  annehmen,  dafs 
diese  Anwendung  selbst   ihm  ziemlich  nahe  gelegen  hat.     Das 

13 
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Gleiche  mufs  dann  auch  in  ebenso  hohem  Grade  zur  Zeit  des 
Apollouius  der  Fall  gewesen  sein,  wo  die  Hüllsmittel,  welche 
Pappus  ausschliefslich  benutzt,  und  welche  hi  der  langen  Zwi- 
schenzeit keine  weitere  Entwicklung  erfahren  haben,  entstanden 
und  sicherlich  eben  deshalb  so  weit  gebracht  waren,  weil  man 
Verwendung  für  sie  hatte. 

Was  wir  l)ei  Pappus  finden,  stinnnt  also  vollkommen  mit 
unserer  Annahme  überein,  dafs  nämlich  zu  den  Zielen,  welche 
die  Alten  in  dei'  That  durch  die  Sätze  in  Ajiollonius'  drittem 
Buche  erreichten,  auch  die  Konstruktion  einer  Ellipse  durch 
fünf  solche  Punkte  gehörte,  von  denen  man  wufste,  dafs  sicli 
«'ine  Ellipse  durch  dieselben  legen  lasse.  Das  letzlere  ist  bei 
Pappus  eine  Folge  davon,  dafs  von  den  Punkten  angegeben  ist, 
sie  sollten  in  einem  ebenen  Schnitte  (Mues  Umdrehungscylinders 
lieg(»n. 

Dagegen  ist  Pappus'  Konstruktion  nicht  in  der  Weise  auf 
die  Bestinunung  des  Orts  zu  vier  Geraden  gestützt,  wie  es 
nach  unserer  Meinung  die  Konstruktion,  welche  zu  Apollonius* 
Zeit  die  nächstliegende  gewesen  wäre,  hätte  sein  nnlssen. 

Indessen  findet  das  seine  natürliche  Erklärung  dadurch, 
dafs  Pai)pus,  der  so  sorgfältig  in  der  Zurückführung  elementarer 
Sätze  auf  Euklid  ist,  in  derselben  Weise  Apollonius'  acht  Bücher 
über  die  Kegelschnitte  als  ein  Hauptwerk  betrachtet,  auf  wel- 
ches alles,  was  diese  Kurven  betrifft,  zurückgeführt  werden 
müsse.  Er  stützt  sich  nicht  auf  den  Satz  über  den  Ort  zu 
vier  Geraden,  sondern  er  giebt  eine  auf  Apollonius'  drittes  Buch 
gestützte  Bestinunung  der  Ellipse,  auf  welche  in  Wirklichkeit 
«'ine  Bestinunung  derselben  als  Ort  zu  den  vier  Seiten  des 
Trapezes  ABFK  zurückgeführt  werden  konnte.  Diese  Be- 
stimmung würde  doch  zu  wenig  unmittelbar  sein,  als  dafs  man 
jumehmen  könnte,  dafs  es  diejenige  gewesen  sei,  welche  Pappus 
bei  Aristäus  oder  Euklid  vorgefunden  hat.  Ich  sehe  auch  keinen 
(trund,  weshalb  nicht  Pappus  oder  der  Mathematiker,  dessen 
Untersuchungen  er  un'tteill ,  selbst  eine  so  leichte  Anwendung 
von  Apollonius*  Lehre  von  den  Kegelschnitten  wie  die  vorliegende 
hätte  machen  sollen.  Hätte  Pa])pus  von  Apollonius  etw^as 
genaueres  über  dessen  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden 
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^^ehabt,  so  würde  er  sich  vielleiehl  verj)fli(litet  ^^efühlt  }Kil)eii 
(lic^ser  Bestininumg  auch  in  der  sich  daran  schh'el'si^nden  Kon- 
struktion zu  folgen;  aber  aus  der  Einleitung  yauu  7ten  Buche 
geht  hervor^),  dals  er  derartiges  nicht  bc^sal's.  Überdies  ist 
das  von  Fappus  beschriebene  Verfahren  nur  an\vendl)ar.  wenn 
der  Durchmesser  P(>  die  Kurve  schneidet.  VV'^ir  haben  uns  des- 
halb, als  wir  im  siebenten  und  achten  Abschnitt  versiKrhten, 
die  vollständige  Bestinmiung  des  Orts  zu  vier  Geraden  wieder- 
herzustellen, welche  sich  auf  die  Erweiterung  der  l^ehre  von 
den  Kegelschnitten  durch  Apollonius  gründet,  in  nichts  anderen) 
auf  Pappus  stützen  können  als  in  einigen  Hauptzügen,  wie  in 
der  Anwendung  des  Potenzsatzes  und  einer  vorlaufige  Behand- 
lung des  Falles,  wo  die  vier  Geraden  ein  Trapez  bilden. 

Es  ist  beachtenswert,  dafs  Pappus'  Bestimmung  der  End- 
punkte des  Durchmessers  PQ,  die  in  seiner  Konstruktion  die 
Hauptsache  ist,  sich  anwenden  läfst  zur  direkten  Konstruk- 
tion der  Durchschnittspunkte  zwischen  einem  durch 
fünf  Punkte  bestimmten  Kegelschnitt  und  einer  be- 
liebigen geraden  Linie.  Die  Annahme,  dafs  Ai)ollonius 
dasselbe  hab(^  ausführen  können,  liegt  dann  auch  nicht  fern. 
Indes  läfst  sich  in  solchem  Falle  ein  einfacheres  Hülfsmittel 
nachweisen,  mit  dem  er  sich  an  anderer  Stelle  vertraut  zeigt, 
das  sich,  wenn  es  erst  bekannt  ist,  dafs  der  Ort  zu  vier  Ge- 
raden ein  Kegelschnitt  ist,  für  dieselbe  Konstruktion  benutzen 
läfst.  Dasselbe  läfst  sich  mit  so  reichenj  Erfolge  auf  hierher 
gehcHige  Untersuchungen  anwenden,  dafs  sich  uns  die  Annahme 
aufdrängt,  es  sei  eben  wegen  dieser  entwickelt  worden. 

Hierbei  denken  wir  daran,  dafs  Apollonius  ein  ganzes 
Werk,  nämlich  die  beiden  Bücher  über  den  bestimmten 
Schnitt,  über  folgende  Aufgabe  geschrieben  hat:  wenn  A,  B, 
C,  1)  gegebene  Punkte  einer  geraden  Linie  /  sind,  einen  neu(^n 
Punkt  1^  auf  derselben  Linie  so  zu  bestinmien,   dafs  das  V'er- 

hältnis    ^jy,/  j.Ti^  einen    gegebenen   Wert    erhält.     Die  Bestim- 

numg    der  Durchschnittspunkte    zwischen  /   und   einem  Ort   zu 
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vier  Geradon  läl'st  sich  näinlieh  unmittelbar  in  diese  Aufgabe 
verwandeln,  und  zwar  sind  dann  A,  B,  C,  D  die  Dui-ohschnitts- 
I)unkte  zwischen  /  und  den  vier  Geraden.  Es  wird  deshalb 
von  Wicht igk(Mt  sein  hier  alle  vorhandenen  Angaben  über  diese 
Schrill,  (he  leider  v(?rloren  gegangen  ist,  ans  Licht  zu  ziehen. 
Diese  Angaben  nuissen  sämtlich  bei  Pappus  gesucht  werden. 
Zunächst  giebt  er  am  Anfange  des  7ten  Buchst  einen  kurzen 
Herichl  ül)er  (hm  hilialf.  Aus  diesem  ersieht  man  einmal,  dafs 
die  Behandlung  der  erwähnten  Aufgabe  den  Inhalt  dieser  Bücher 
ausgemacht  hat,  zweitens,  dafs  diese  in  einem  solchen  Umfang 
ausgeführt  war,  dals  man  amiehmen  darf,  dieselbe  sei  wc^en 
anderer  wichtiger  Aufgaben  voi'genoinmen.  Ihrer  eigenen 
SchwierigkcMt  wegen  hat  die  blofse  Auflösung  der  angeführten 
Aufgabe  bei  Apollonius  durchaus  kein  Interesse  erregen  können. 
Den  Punkt  P  aus  der  Gleichung  AP.  CP  --  k .  BP.  DP  zu  be- 
stinnnen,  wo  das  Verhältnis  /  und  die  Punkte  ^1,  JS,  C\  D  gegeben 
sind,  ist  heutigen  Tages  für  jeden  leicht,  der  in  der  ehunentaren 
Mathematik  bewandert  ist:  denn  (he  gegebene  Relation  wird, 
wenn  man  die  Abstände  der  verschiedenen  Punkte  von  einem 
festen  Punkte  an  lechnet,  zu  einer  (ileichung  zweiten  Grades, 
und  auf  entsprechendem  \Vege  konnten  die  griechischen  Ma- 
th(Mnatik(T  el)enfalls  mit  geringer  Mühe  die  Aufgabe  in  eine 
Plächenanlegung  vr^rw^andeln.  Wird  dagegen  eine  so  sorgfliltige 
Diskussion  verlangt,  wie  (M-lbrderlich  ist.  wenn  (he  Aufgabe 
weil(Mg(*hend(M-  Untersuchungen  wegen  b(*handelt  wird,  und  soll 
J)ei  di(\ser  Diskussion,  welche  zunächst  den  Zw'eck  haben  mufs 
anzugeben,  wann  man  zu  einer,  zwei  oder  keiner  Autlösung 
gelangt,  Rücksicht  auf  die  verschiedenen  Lagen  genonunen 
werden,  welche  die  geg(.'benen  Punktpaan?  .1,  C  und  B,  1)  haben 
können  (ob  dieselben  sich  gegenseitig  trennen  oder  nicht,  ol) 
die  Punkt(?  desselben  Paares  zusanunenfallen,  oder  ob  der  eine 
sich  bis  ins  Unendliche  entfernt),  so  wird  die  Aufgabe  sofort 
ziemlich  weitläulig:  ihre  Behandlung  führt,  werm  man  auch 
nicht    ausdrücklich    die   Reihe  \on   Punktpaaren   hervorzieht, 

')  \\\<\r,  V.  Hultsch,  s.  f;i-i. 


Apollonius'  Bücher  über  den  bestimmten  Schnitt.  ]\)7 

welche  die  Gleichung  bestimmt,  indem  man  >i  verschiedene 
Werte  beilegt,  mid  deren  Verbindung  jetzt  Involution  genannt 
wird,  doch  faktisch  zu  einer  vollständigen  Theorie  der  In- 
volution. Die  Punkte,  welche  man  erhält,  wenn  >i  die  Grenz- 
werte tür  die  Auflösbarkeit  anninunt,  werden  demnach  die 
Doppelpunkte  der  Involution. 

Nun  sehen  wir  bei  Pappus,  dafs  Apollonius  wirklicfi  eine 
solche  Untersuchung  durchgeführt  hat,  die  zu  jener  Zeit,  wo 
uuui  die  Abschnitte  nicht  mit  Vorzeichen  nahm,  wo  also  ein 
gegebenes  /,  das  dem  -|  X  der  Gegenwart  entsprechen  würde, 
bis  zu  4  Punkten  würde  geben  können,  bedeut(»nd  weitläufiger 
war.  Apollonius  hat  Rücksicht  genommen  auf  den  Fall,  wo 
eins  von  den  beiden  Rechtecken  mit  einem  Quadrat  vertauscht 
ist.  also  wo  z.  B.  A  und  C  zusanmienfallen,  ferncT  auf  den, 
wo  ein  unbekannter  Abschnitt  der  Geraden,  z.  B.  CI\  mit 
einem  gc^gebenen  vertauscht  wird,  was  dem  entsprechen  würde, 
dafs  C  sich  bis  ins  Unendliche  entfernt,  und  besonders  hat  er 
sich  mit  der  Bestinmumg  der  Maxima  und  Minima  beschäftigt, 
also  mit  der  Bestinunung  der  Doppelpunkte  der  Involution. 

Noch  ein  Interesse  knüpft  sich  an  die  g(»stellte  Aufgabe 
selbst,  nämlich  das.  nicht  nur  eine  solche  alg(»braische  Lösung  zu 
tinden.  welche  unmittell)ar  aus  bekannten  (Jperationen  luTVor- 
geht ,  sondern  auch  zu  einer  eleganteren  geometris<:hen  Lösung 
zu  gelangen.  Eine  solche  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der 
Durchschnittspunkte  zwischen  einem  Kreisbüschel  und  einer 
Geraden,  im  besonderen  der  (lentrale  des  Büschels.  Wenn 
man  einen  kleinen  Abschnitt  von  Pappus'  Bericht,  der  von 
llultsch  in  Klanunern  mitgeteilt  ist,  für  echt  halten  darf,  so 
hat  auch  Apollonius  aufser  der  algebraischen  Lösung,  welche 
in  ihrer  g(*ometrisch(»n  Form  auch  zu  seiner  Zeit  am  leichtesten 
juisiindig  zu  machen  war,  eine  l)esonders  sinnreiche  Lösung 
durch  Halbkreise  gegeben,  welche  sich  wahrscheinlich  eben  an 
die  KlgenscIiJiflen  eines  Kreisbüschels  angeschlossen  hat. 

Diese  zuverlässigen  und  vollständigen  Angaben  über  den 
Gesamt inhalt  von  Apollonius'  verlorener  Schrift  werden  im 
allgemeinen     durch    di(^    Hülfssätze    bestätigt,     welche    PapjHis 
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wc'ittThin  im  7teii  Buche  M  iiiilloilt.  Dagegen  ist  es  hier  wie 
überall  nur  zufallig,  wenn  sieh  aus  den  Hülfssatzen  das  eine 
oder  andere  über  Apollonins*  Behandlung  der  Einzelheiten  ab- 
leiten läfst. 

Aus  dem  ersten  Hultssatz-)  kaim  nuui  schliefsen,  dafs 
Apollonins  in  dem  Falle,  wo  /  ---  l,  wo  man  also  P  (der  dann 
das  Clentrum  der  hivolution  wird)  aus  AP.  PC  ^^  BP.  PD  he- 
slinnnen  soll,  die  Relation 

BP  AB.BC 

DP         AI>.DC 

benutzt  habe. 

Für  diese  Relation  führt  Pappus  nandich  mehrere  Beweise. 
Es  ist  also  wahrscheinlich,  dafs  x\pollonius  dieselbe  entweder 
ohne  besonderiMi  Beweis  benutzt  hat,  da  sie  sich,  nachdem 
sie  ausg(\spr(>chen  ist.  leicht  durch  geometrische  Algebra  oder 
durch  die  Proi)ortionslehre  verificieren  lilfst,  oder  dafs  er  nicht 
die  systematische  Rücksicht  auf  Euklids  Elemente  genonnnen 
hat.  tlie  zu  Papims*  Zeit  verlangt  wurde.  Im  übrigen  darf  es 
als  sicher  betrachtet  werden,  dafs  Apollonins  auch  die  nahe- 
liegende geometrische  Lösung  dieser  Aufgabe  mittels  der  Potenz- 
linie der  Kreise,  welche»  durch  .4  und  ('  und  durch  B  und  V 
gehen,  gekannt  habe. 

Man  kann  ferner  aus  mehrenMi  von  den  Hülfssatzen,  z.  B. 
aus  Salz  W)^),  schliefsen.  dafs  Apollonins  wahrscheinlich  nj 
seiner  (irenzbestimnumg  für  die  Lösbarkeit  der  Aufgabe  einen 
r)oj)pe]punkl  FJ  der  durch  die  Punktpaare  A,  C  og  B.  D  gege- 
beneu Involution  durch  die  Relation 

AB.BC:  AD.  DC  ^  B  K"- :  DE^ 

beslinnnt   habe. 

Möglicherweise  lassen  sich  mehrere  ähnliche  Einzelheiten 
betrelTs  der  Form  der  Resultate  in  Apollonins'  verlorener 
Schrill  und  deren  Begründung  ans  Licht  ziehen.  Da  wir  aber 
ben»its    aus    der    Inhaltsangabe    wissen,    wie    weit    er   gelangt 

')  Ausjr.  V.  Hullsch.  S.  70i  fl. 
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war,  und  da  wir  den  Reichtum  an  Mitteln  kennen,  der  bei 
dieser  elementaren  Untersuchung  hat  benutzt  werden  können 
um  so  weit  zu  gelangen,  so  bietet  ein  weiteres  Nachspüren 
nach  diesen  Einzelheiten  kein  sonderliches  Interesse,  wenigstens 
nicht,  so  lange  dasselbe  nicht  direkte  Aufklärungen  über  eine 
V^erbindung  zwischen  dem  Studium  der  Involution  und  der  Bt^ 
stimnmng  i)rojektivischer  Büschel  in  den  Porismen  herbeiführen 
kann. 

Dagegen  würden  positive  Angaben  darüber,  wozu  die 
entwickelte  Lehre  von  der  Involution  benutzt  worden  ist,  von 
grofser  Bedeutung  sein.  Da  wir  indessen  auch  ohne  solche 
annehmen  düifen,  dafs  ein  so  bedeutendes  und,  wie  wir  aus 
der  modernen  Geometrie  wissen,  so  vortreffliches  Werkzeug 
nur  in  der  Hand  desjenigen  entstanden  sein  kann,  der  es  zu 
gebrauchen  verstand,  und  da  die  Griechen  zu  Apollonius'  Zeit 
durch  ihre  Bekanntschaft  mit  dem  Satze,  dafs  der  Ort  zu 
vier  Geraden  ein  Kegelschnitt  ist,  vollständig  im  Besitze  der 
Bedingungen  waren,  um  dasselbe  auf  dem  Gebiete  anzuwenden, 
wo  es  jetzt  mit  dem  gröfsten  Erfolge  benutzt  wird,  so  liegt  alle 
denkbare  Veranlassung  zu  dem  Glauben  vor,  dafs  man  es 
wirklich  auf  diesem  Gebiete  angewandt  habe.  In  dieser  Auf- 
fassung von  der  Bedeutung  der  erwähnten  Schrift  wird  man 
bestärkt  werden,  wenn  man  im  Folgenden  sehen  wird,  dafs 
auch  die  übrigen  kleinen  Schriften  des  Apollonius  Aufgaben 
lösen,  zu  welchen  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
die  natürlichste  Veranlassung  gegeben  haben,  und  welche  ihrer- 
seits diese  Sätze  fruchtbar  machen. 

Am  unmittelbarsten  dürfte  denmach  „der  besthnmte  Schnitt* 
angewandt  sein  um  die  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  mit 
einem  Kegelschnitt,  der  als  Ort  zu  vier  Geraden  oder  durch 
fünf  Punkte  gegeben  ist,  zu  bestinmien.  Ist  das  aber  der  Fall 
gewescni,  so  haben  die  Diorismen  in  der  angeführten  Schrift 
unmittelbar  zu  eben  so  vielen  Sätzen  über  die  Kegelschnitte 
geführt.  Die  Bestinnnung  der  Grenzfalle  für  die  Möglichkeit 
der  Kcmstruktion  oder  die  Bestinnnung  der  Doppelpunkte  der 
Involution  enthielt  die  Bestinnnung  eines  solchen  Orts  zu  vier 
gegel)enen  Geraden   —    oder   ehies   Kegelschnittes   durch   vier 
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Punkte  — ,  der  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt:  die  soeben 
angeführte  Bedingung  dafür,  dafs  ein  Punkt  E  Doppelpunkt 
einer  Involution  ist,  liefs  sich  benutzen  um  an  einen  Ort  yai 
vier  Geraden  oder  an  einen  Kegelschnitt  durch  5  Punkte  in 
einem  ihren  Punkte  eine  Tangente  zu  ziehen  u.  s.  w. 

Die  Anwendungen,  die  man  heute  von  dem  Satz  von 
Desargues  macht,  können  ims  als  Führer  dienen  um  zu 
erkennen,  wie  weit  man  auf  dic^^em  Wege  gelangt  sein  kann: 
denn  in  der  Anwendung  der  Eigenschaft  eines  Kegelschnittes, 
einen  Ort  zu  vier  Geraden  darzustellen,  auf  dessen  Durch- 
schnitlspunkte  mit  omov  geraden  liinie  ist  an  sich  der  ange- 
führte Satz  erhalten.  Doch  mufs  bemerkt  werden,  dafs  die 
Griechen  nicht  auf  di(^sem  Weg(^  die  Hauptsatze  über  Pol  und 
I^olare  gefunden  zu  haben  scheinen,  welche  jetzt  zu  den  wich- 
tigsten Anwendungen  von  Desargues'  Satz  zu  gehören  pflegen. 

Mehr  kium  man  dadurch  erreicht  haben,  dafs  man  die 
Lehre  von  der  hivokition  mit  den  ])rojektivischen  Punktreihen 
der  Porismen,  welche  beide  vielleicht  sogar  von  Anfang  an  in 
Verbindung  mit  einander  aufgetreten  sind,  kombinierte:  aber 
um  dtMi  griechischen  Geometern  nicht  solche  Einzelheiten  zu- 
zuschreiben, welche  sich  doch  durchaus  nicht  kontrolieren 
lassen,  wollen  wir  diese  Versuche  einstellen.  Wenn  w'ir 
hierin  weiter  gingen,  so  würden  wir  wahrscheinlich  nur  unsere 
Leser  zu  der  Frage  veranlassen,  einmal,  wo  nach  unserer 
Meinung  die  Griechen  alle  die  Anwendungen  d(T  Lehre  von 
den  projektivisclH»n  Punktreihen  und  von  der  Involution  haben 
niederlegen  kcHUK^n,  die»  wir  ihnen  beigelegt  haben  und  die 
über  das  hinausgehen,  was  sich  in  der  überlieferten  Lit(»ratur 
tindet.  und  zweitens,  wo  wir  die  Grenzen  für  das  annehmen 
wollen,  was  sie  überhaupt  haben  erreich(Mi  können. 

Die  erste  Frage  wird  im  vierzehnten  Abschnitt  in  weiterem 
Zusammenhange  beantwortet  werden.  Da  wir  übeihaupt  in 
diesem  Abschnitt  dar/ulhun  glauben,  dafs  viele  weitergehende 
Specialuntersuchungen,  wehthe  die  Griechen  ausgeführt  haben, 
vollständig  verloren  gegangen  sein  köimen,  so  wird  es  nament- 
lich b(»treffs  der  Eiir/elheiten  unmöglich  sein  Grenzen  zu 
ziehen,  bis  zu  denen  Apollonius  und  seine  nächsten  Schüler  in 
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der  Anwendung  der  soeben  erwähnten  Hülfsmittel,  welche 
Euklid  und  Apollonius  entwickelt  haben,  gegangen  sehi  können; 
denn  hier  macht  es  sich  geltend,  dafs  man,  je  weiter  man 
kommt,  um  so  mehr  neuen  Fragen  begegnet,  und  um  so  mehr 
Mittel  hat  dieselben  zu  beantworten.  Doch  läfst  sich  eine 
Grenze  von  allgemeinerer  Natur  ziehen.  Mit  Beziehung 
auf  projektivische  Büschel  und  Punktreihen  haben  wir  dieselbe 
bereits  angeführt,  wenn  wir  gesagt  haben,  dafs  die  Alten  die 
verschiedenen  Formen  für  diese  Verbindungen  kannten 
und  sicherlich  auch  anwendeten,  aber  ohne  dieselben  unter  den 
gemeinsamen  Begrift'  Projektivität  zusammenzufassen.  Auch 
die  Involution  sehen  wir  nicht  aufgestellt  als  eine  gemein- 
same Verbindung  für  eine  unendliche^  Reihe  von  Punktpaaren, 
die  sich  wiederum  in  zwei  projektivische  Punktreihen  teilen. 

Hiennit  ist  nicht  gesagt,  dafs  den  Führern,  denen  die 
grofsen  Fortschritte  zu  verdanken  waren,  solche  allgemeine 
Formen  der  Betrachtung  gefehlt  haben  wie  die  sind,  welche  wir 
jetzt  in  den  allgemeinen  Begriflfen  Projektivität  und  Involution 
ausdrücken;  vielmehr  kann  thatsächlich  nur  eine  solche  Betrach- 
tung sie  in  den  Stand  gesetzt  haben  die  zweckmäfsigsten  cmu- 
zelnen  Formen  für  diese»  Verbindungen  zu  wählen,  und  dei* 
^gegenseitige  Zusammenhang  zwischen  diesen  kann  ihnen  so  klar 
vor  Augen  gestandcMi  hab(»n,  dafs  sie  sich  nicht  einmal  ver- 
sucht fühlten  demselben  einen  allgemeinen  Ausdruck  zu  geben. 
Ein  solcher  wai*  auch  keineswegs  erforderlich  um  die  weniger 
bedeutenden  Schüler  und  Nachfolger  dahin  zu  bringen,  die 
einzelnen  ihnen  mitgeteilten  Methoden  auf  die  bestinnnten  Aui- 
;^aben,  die  ihnen  gestellt  wurden,  anzuwenden,  ja  selbstän- 
dig in  den  Einzelheiten  weiter  zu  arbeiten.  Dagegen  ist  das 
ausdrückliche  Aulstelh^n  dov  allgemeinen  Principien  notwendig, 
wenn  auch  die  späteren  Nachfolger  die  Hülfsmittel,  welche  einem 
innerlialb  eines  gewissen  Gc^bietes  zu  Gebote  stehen,  sollen  über- 
s(»hen,  und  dadurch  die  über  das  Gebiet  gewonnene  Herrschaft 
sollen  bewahrcMi  k()imen. 

Selbst  sehr  eingehende  Einzelunlersuchungen  können  ver- 
gessc^n  werden;  falst  man  aber  dieselben  zusannnen  und  macht 
sie  durch  einfache  allgemeine  Betrachtungsarten  zugänglich,  so 
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wird  man  darin  eine  Bedin<rung  für  die  Bewahrung  sowohl 
dieser  Principien  \v\o  ihrer  Anwendungen  haben.  Dafs  diese 
nicht  aufbewahrt  sind,  bezeugt  uns  also,  dafs  auf  dem  Gebiete, 
mit  dem  wir  uns  besehilftigen,  die  Aufstellung  allgemeiner 
Principien  unterblieben  ist. 


Zehnter  Absclmitt. 

über  die  Bestimmung  körperlicher  Orter. 


Wir  haben  im  Vorhergehenden  gesehen  und  es  wird  uns 
auch  von  anderer  Seite  her  bestätigt  werden,  dafs  die  Allen 
eine  grofse  Menge  geometrischer  Orter  für  Punkte  von 
einer  gegebtMien  Kigenschaft  kannten.  Apollonius  hat 
zwei  Bücher,  die  allerdings  verlori'n  gegangen  sind,  über  die 
uns  aber  Pappus^)  berichtet,  über  ebene  Örter  geschrieben, 
d.  h.  über  solche,  die  ausschliefslich  gerade  Linien  oder  Kreise 
werden.  Von  einer  umfangreichen  B(*kanntschaft  mit  solchen 
zeugt  ferner  der  Umstand,  dafs  chw  grofse  Menge  von  Euklids 
Porismen  durch  Lösung  der  darin  (^ithaltenen  Aufgaben  ui 
OrtsI  heoreme  umg(nv(nidelt  werden  würden.  Was  k ö  r  per- 
liehe  Orter  oder  solche,  die  K(»gelschnitte  werden, 
betrifft,  so  enthalten  die  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten viele  derselben,  wenn  sie  auch  bei  Apollonius  als 
Eigenschaften  an  den  Kegelschnitten  ausgesprochen  werden  und 
nicht  umgekehrt  nachgewiesen  wird,  dafs  Punkte  von  einer 
gegebenen  Eigenschaften  notwendig  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen,  und  auf  welche  Weise  dieser  sich  dadurch  bestinnnen 
läfst.  So  werden  alle  die  Sätze,  w(^lche  wir  als  Darstellungen 
des  Keg(^lschnitt(»s  durch   eine  gewisse  Gleichung  oder  als  Er- 
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zeugungsarteii  des  Kegelschnittes  bezeichnet  haben,  in  Wirklich- 
keil mit  Sätzen  über  Orter  zusammenfallen.  Auf  direktere  Art 
scheinen  dagegen  die  Sätze  über  Örter  in  einer  solchen  Schrift, 
wie  Aristäus'  Bücher  über  körperliche  Örter,  entstanden  zu 
sein,  und  wenn  Apollonius  in  der  Vorrede  zu  seinen  Kegel- 
schnitten unter  den  körperlichen  Örtern,  zu  deren  Bestimnmng 
und  Diskussion  die  Sätze  des  dritten  Buchs  nützlich  sein  sollen, 
den  Ort  zu  vier  (ieraden  hervorhebt,  so  darf  man  auch  für 
die  übrigen  als  gültig  annehmen,  was  jedenfalls  für  diesen  gilt, 
dafs  sie  keineswegs  blofse  Umformungen  oder  Umkehrungen  der 
in  diesem  Buch  ausdrücklich  vorkommenden  Sätze  sind. .  Mit 
Beziehung  auf  Euklids  Porismen  haben  wir  die  Annahme  gemacht, 
dafs  ein  grofser  Teil  der  Örter,  welche  Apollonius  im  Auge  hat, 
die  Orter  seien,  welche  unter  verschiedenen  Formen  durch  pro- 
jeklivische  Büschel  hervoi-gebracht  werden. 

Indessen  deuten  Apollonius'  Angaben  über  die  Anwendung 
des  dritten  Buchs  zur  Bestimmung  körperlicher  Örter  kaum 
ausschliefslich  auf  ()rter  hin.  welche  im  voraus  in  der  Ein- 
schränkung bekannt  waren,  die  durch  Apollonius'  Erweiterung 
bekannter  Sätze  auf  zusammengehörende  Hyperbeläste  auf- 
gehoben wurde.  Er  will  sicherlich  zugleich  den  Nutzen  hervor- 
heben, den  sie  gewähren  konnten,  wenn  entweder  die  Aufgabe, 
(h'e  Beschaffenheit  des  geometrischen  Orts  für  Punkte  zu  finden, 
die  einer  gegebenen  Bedingimg  genügen,  gestellt  wurde,  oder 
im  \'erlauf  einer  Untersuchung  von  selbst  sich  darbot. 

Dafs  dies  durchaus  zu  dem  Gebrauche  stimmt,  den  die 
Alten  von  geometrischen  Ortern  machten,  sehen  wir  aus  dem 
Anfang  von  Pappus*  7tem  Buch  *).  Die  älteren  Schriften,  welche 
in  diesem  Buche  besprochen  und  kommentiert  werden,  und  zu 
denen  aufsei*  einigen  mehr  elementaren  Werken  z.  B.  auch 
Apollonius'  Kegelschnitte  und  Euklids  Porismen  gehören,  sollen 
nämlich  nützlich  sein  „für  diejenigen,  welche  sich,  nachdem  sie 
über  die  ersten  Elemente  hinausgelangt  sind,  durch  Kon- 
struktion von  Linien  Fertigkeit  in  der  Lösung  gestellter 
Aufgaben  erwerben  wollen**,  d.  h.  Fertigkeit  in  der  Lösung  von 
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Aut'jrjib(4i  durcli  Bemitzung  geonictrischor  Ortor.  Man  inufste 
al.-o  Ulli  Aufgaben  zu  l(">seu  die  Beschaffenheit  geometrischer, 
(liuih  eine  geonietrisrhe  F]igensehat't  l)estinunter  <Jrter  finden, 
und  zwar  auch  sc)lch(M'  Orter.  die  Kegelschnitte  waren.  Ls 
wurden  also  Aulgaben  gestellt,  welche  die  Bestinnnung 
neuer  körperlicher  Orter  erforderten. 

Kin  Zeugnis  dafür,  dal's  man  sich  bewufst  war.  es  lasse 
sich  eine  unbegrenzte  Anzahl  Aufgaben  über  die  Bestinunung 
geometrischer  Orter  stellen.  hal)en  wir  auch  in  einer  spateren 
Aulserung  von  Pappus.  die  allerdings  unmittelbar  nur  ..ebene 
Orter**  betrilft.  Kr  wirft  nämlich  M  eimg(Mi  neueren  Sclirifl- 
stellein  vor,  dafs  sie  neue  Bestinnnungen  (»bener  (h'ter  zu 
denen  hinzugefügt  hätlen,  deren  ausdrückliche  Aufstellung  die 
Alten  für  richtig  gehalten  haben,  und  bemerkt  dazu,  dafs  es 
unendlich  viele  Ort  er  geben  würde,  wenn  man  alles 
hierher  gehörige^  sammeln  wollte.  Fappus  mufs  dann 
auch  iremeint  haben,  dnfs  in  den  Werken,  welche  er  kom- 
luentierl.  nicht  nur  Sätze  vorgel(»gt  werden,  welche  zu  Beweisen 
für  die  Uichligkeit  dei*  einmal  bekaunten  Sätze  über  (h-ter  be- 
nutz! werd(Mi  können,  sondern  aucb  Uüirsmitlel  zur  Bestimmung 
neuer  OrtiT.  Wir  haben  hier  also  -  wenn  es  dessen  noch 
bedürfte,  nachdi^m  wir  gezeigt  hal)en.  dafs  die  Alten  faktisch 
<()  viele  geometrische  Orter  kannten  -  ein  Zeugnis  dafür,  dafs 
luan  im  Altertum  sich  nicht  nur  mit  den  Sätzen  über  Orter 
beschäftigte,  welche  di(»  theoretischen  lJnt«Tsuchungen  an  sich 
mit  sich  biachten.  sondern  dafs  man  sich  ausdrücklich  mit  den 
l'ntersucliimgen  beschätligtt».  welche  ( Ihasles  in  seiner  Schrift 
über  Kuklids  Porismen  Ortsprobleme-)  nennt.  Für  unsere 
Kennt uis  der  alten  (leometrie  hat  es  grofse  Bedeutung  zu 
prüfen.  wel(-he  llülfs(|uellen  und  Wege  den  Alten  bei  solchen 
Untersuchungen  zu  (Jebote  standen.  Um  dies(»  richtig  zu  wür- 
«ligen.  wird  es  zweckmäfsig  sein,  dieselben  mit  der  Behandlung 
zu  vergleichen,  welche  die  analytische  (leometrie  denselben 
Aufgaben  zu  Teil  werden  läfsl,  und  das  kann  überdies  geschehen 
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oliiie  (lafs  man  nöi\\i  hat  übeniiafsig  weit  von  den  der  alton 
analytischen  Methode  eigentümUehen  Formen  abzuweichen. 

Zunächst  ist  es  selbstverständHcli ,  dal's  jeder  Fortschritt 
in  der  Lehre  von  der  Geraden,  dem  Kreise  oder  dem  Kegel- 
sclmitt  neue  Mittel  zur  Bestinnnung  ebener  oder  körperlicher 
Orten*  für  Punkte,  w(»lche  gegebenen  Bedingungen  genügen,  an 
die  Hand  giebt.  Ganz  besonders  wird  das  für  jeden  neuen 
Satz  ül)er  Orter  gelten,  selbst  wenn  derselbe  in  wenig  voll- 
ständiger F'orm  als  ehi  züttoq  vorgelegt  wird,  dessen  Vervoll- 
ständigung durch  genauere  Beütinmiung  der  Geraden,  des  Kreises 
oder  des  Kegelschnittes  keine  besondere  Erfindungsgabe  be- 
ansprucht. Ein  neuer  Satz  über  Örter  liefert  nämlich  eine 
Form  Uiehr.  von  der  man  erwarten  darf,  dafs  sie  zur  Um- 
fornnmg  und  dadurch  zur  Bestimnumg  der  gesuchten  Ürter 
dienen  könne.  Er  spielt  in  dieser  Hinsicht  dieselbe  Rolle  wie 
in  der  analvtischen  Geometrie  eine  neue  Form,  welche  die 
(Ueichung  der  entsprechenden  Kurve  durch  Beziehung  auf  ein 
juideres  Koordinatensystem  oder  durch  neue  Konstantenbestim- 
nnnigen  erhält. 

Es  ist  nicht  zu  bezweifeln,  dafs  die  vielen  bekannten  Sätze 
wirklirh  diese  Rolle  gespielt  haben,  indem  sie  den,  der  sii» 
kannte,  mit  ehier  Fülle  von  Anknüpfungspunkten  versahen, 
die  man  sicherlich  überall,  wo  es  möglich  war,  für  die  Be- 
handlung von  Ortsproblemen  benutzt  hat.  Dieser  Weg,  der 
allenhngs  der  beste  ist,  wenn  man  selbst  neue  Sätze  über 
Orter  finden  will  um  tmderen  Ortsprobleme  zur  Lösung  auf- 
zuge])en,  kann  auch  oft  zu  der  schnellsten  Lösung  von  diesen 
führen,  aber  er  gewährt  nicht  die  Gewifsheit  immer  und 
sicher  an  dieses  letzte  Ziel  zu  gelangen.  Dies  erreicht  man  in 
der  nnalvtischen  Geometrie  nicht  durch  die  Keimtnis  der  vielen 
Formen  der  Gleichung,  sondern  gerade  durch  das  Festhalten 
an  den  wenigen  Grundtypen  derselben,  der  Gleichung 
ersten  Grad(is  für  die  Gerade,  und  der  zweiten  Grades  für  die 
Kegelschnitte,  in  Verbindung  mit  den  Vereinfachungen,  welche 
sich  crgelxni,  wenn  der  Kegelschnitt  ein  Kreis  oder  eine  Parabel 
wird,  oder  wenn  derselbe  eine  besonders  einfache  Lage  mit 
Uc  Ziehung  auf  das  Koordinatensvstem  hat. 
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Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  hiermit  ver- 
wandten Hülfsquellen  zur  Lösung  von  Ortsproblemen, 
die  den  Griechen  zu  Gebote  standen,  und  daran  wollen 
wir,  soweit  Mittel  vorhanden  sind,  eine  Untersuchung  darüber 
anschliefsen,  wie  weit  sie  wirklich  diese  Hülfsruittel  benutzt 
haben. 

Wenn  eine  Aufgabe  über  die  Bestimmung  eines  Orts  vor- 
gelegt war,  so  konnten  die  Alten,  wie  icli  bereits  im  dritten 
Abschnitt  berührt  habe,  ganz  ebenso  wie  wir  eine  Analysis 
dadurch  vornehmen,  dafs  sie  einen  beliebigen  Punkt  des  Orts 
auf  ein  Koordinatensystem  bezogen,  und  dann  die  verlangte 
Eigenschaft  durcli  eine  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten 
ausdrückten.  Die  Systeme,  welch(^  sie  zu  benutzen  verstanden, 
waren,  wie  wir  gesehen  haben,  teils  Parallelkoordinaten,  teils 
solche,  die  man  sich  leicht  mit  Parallelkoordinaten  vertauscht 
denken  koimte.  Die  in  diesen  anderen  Systemen  ferner  ent- 
haltenen Punkte  und  Linien  gewährten  noch  reichere  Mittel, 
als  uns  in  den  nackten  Parallelkoordinatensystemen  zu  Gebote 
stehen,  um  eine  solche  Wahl  zu  treffen,  bei  der  man  schon 
im  voraus  erkennen  konnte,  dafs  sie  der  Gleichung  eine  ein- 
fachere Form  geben  würde.  Gleichungen,  die  in  den  gegebenen 
konstanten  und  in  den  variablen  Gröfsen  von  höherem  als  dem 
(^rsten  Grade  waren,  nmfsten  auf  die  in  unserem  ersten  Ab- 
schnitt beschriebenen  Arten  aufgestellt  werden,  nämlich  teils 
durch  Vertauschung  unserer  Streckenprodukte  mit  Flächen,  teils 
durch  Vertauschung  mit  Kauminhalten,  teils  endlich  durch  An- 
wendung von  VxThältnissen  zur  Einfülirung  fernerer  Faktoren. 
Doch  war  die  räumliche  Darstellung  und  Einführung  variabler 
Faktoren  durch  Verhältnisse  zu  beschwerlich ,  als  dafs  die  Me- 
thode eine  über  die  Bestimmung  von  Kurven  zweiter  Ordnung 
oder  von  körperlichen  Ortern  hinausgelu^nde  Anwendung  linden 
konnte. 

Insofern  die  gefundene  CJIeichung  unter  eine  schon  bekannte 
Form  gehörte  oder  sich  unmittelbar  in  eine  solche  umwandeln 
liefs,  nmfste  man  durch  Anwendung  der  für  diese  bekannten 
Bestiuunung  den  gesuchten  geometrischen  Ort  vollständig  be- 
stimmt erhalten.     Es  koiimit  hier  also  darauf  an  einen  Über- 
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blick  über  die  einfachsten  bekannten  Formen  zu  gewinnen, 
welche  den  griechischen  Mathematikern,  so  weit  \\\v  direkt 
wissen  oder  mit  Sicherlieil  schliefsen  können,  vxw  unmittelbaren 
Verfügung  standen,  hi  Verbindung  hiermit  wollen  wir  die 
Anwendungen  zur  Bestinnnung  von  Ortern  aufsuchen,  welche 
von  jeder  einzelnen  gemacht  sind. 

1.  Dafs  den  Griechen  bekannt  war,  dafs  der  Ort  eine  Ge- 
rade werden  mufste,  wenn  die  Gleichung  entweder  unter  die 

Formen 

ax  -\-h(j  '\-  C=  0  .       1/  =-  ax  -\-  c 

gehörte,  wo  wir  w'ie  früher  durch  griechische  Buchstaben  Ver- 
hältnisse {unbenannte  Zahlen),  durch  die  kleinen  lateinischen 
Strecken  und  durch  die  grofsen  lateinischen  Flächen  bezeichnen, 
oder  wenn  dieselbe  durch  Vertauschung  des  benutzten  kom- 
plicierteren  Koordinatensystems  mit  einem  Parallelkoordinaten- 
system diese  Form  annahm,  ist  klar.  Eine  solche  Gleichung 
nmfste  nämlich  durch  eine  Verlegung  des  Koordinatensystems, 
die  ihnen  keine  Schwierigkeiten  verursachte  —  z.  B.  an  den 
Durchschnittspunkt  der  Geraden  mit  einer  der  Koordinaten- 
axen  —  die  Form  y  =  ax  annehmen. 

Wir  haben  auch  gesehen,  dafs  Apollonius  bei  der  geo- 
metrischen Darstellung  der  Gleichung  für  einen  Kegelschnitt, 
nämlich  y^^  =  px  -\-  ax'^ ,  p -{- ax  als  Ordinate  einer  geraden 
Hülfslinie  darstellte.  Die  angegebenen  Formen  sind  im  übrigen 
speciell  in  solchen  miteinbegriffen,  welche  in  Euklids  Poris- 
men, namentlich  in  dem  bekannten  ersten  Poi-isma,  geometrisch 
ausgedrückt  sind. 

Ein  direkteres  Zeugnis  für  den  Gebrauch  dieser  Darstellung 
finden  wir  in  Pappus'  Inhaltsangabe  von  Apollonius'  verlorenem 
Werk  über  ebene  Orter').  Unter  den  zum  ersten  Buch 
gehörigen  Sätzen  findet  sich  der  folgende  —  von  dem  wir  nur 
die  besonderen  Aufstellungen  specieller  Fälle  fortlassen  als 
VI  aufgeführt: 

Wenn  man  von  einem  Punkte  an  zwei  der  Lage  nach 
gegebene  Geraden  unter  gegebenen  Winkeln  gerade  Linien  zieht, 
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und  die  Suiiinie  der  einen  von  diesen  und  einer  solchen,  welche 

in  einem  gegebenen  Verhältnis  zu  der  anderen  steht,  gegeben 

ist,    so   wird  der  Punkt  auf  einer  der  Lage   nach  gegebenen 

Geraden  liegen. 

Hierin    ist   die  ausdrückliche  Angabe   enthalten,    dafs   die 

Gleichung 

X  -\-  ay  =--  /> , 

worin  aber  «  und  b  positiv  sind,  eine  gerade  Linie  darstellt. 

Dafs  man  zu  Appollonius'  Zeit  verstand,  solchen  Dai'stel- 
lungen  eine  weitere  Anwendung  zu  geben,  wird  ferner  durcli 
einen  so  allgemeinen  Satz  wie  den  folgenden  (VII)  bezeugt,  der 
ausdrückt,  dafs  der  geometrische  Ort  für  einen  Punkt,  der  so  be- 
stinmit  ist,  dafs  seine  Abstände  von  einer  beliebigen  Anzahl 
der  Lage  nach  gegebener  Geraden  eine  Glei(*hung  ersten  Grades 
befriedigen,  ehie  gerade  Linie  wird.  Doch  ist  derselbe  in  dieser 
Aufstellung  der  Begrenzung  unterw^orfen ,  dafs  die  Gleichung 
als  homogen  in  den  variablen  Abständen  von  den  Linien  vor- 
ausgesetzt wird,  und  dafs  das  Vorzeichen  von  einem  der  Glieder 
dem  aller  übrigen  entgegengesetzt  ist. 

2.    Dafs  die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Koordinaten 

X«  -f  y5  4-  ax  +  01/4-0=0 

einen  Kreis  darstellt,  sieht  man  durch  eine  Verlegung  des 
Koordinatensystems  und  Anwendung  des  pythagoreischen  Lehr- 
satzes; um  das  aber  auf  diesem  Wege  zu  erfahren  mufs  man 
die  Beslinmumg  des  Punktes  kennen,  nach  dem  der  Anfangs- 
punkt verlegt  werden  soll,  nämlich  des  Kreismittelpunktes.  Der 
Kunstgriff,  welcher  l)ei  dieser  Bestinnnung  angewandt  wird, 
besteht  wie  bekannt  nur  in  einer  zweimaligen  Anwendung 
desselben   Kunstgriffes,    der   bei  der  Lösung   von   Gleichungen 

zweiten  Grades    benutzt    wird    (nämlich   der  Addition  von    . 

und     .   .   um  ajr  und  ht/  in  die  quadratischen  Glieder  hinein- 
i* 

zuziehen),  und  damit  waren  die  Griechen,  wie  wir  gesehen 
haben,  schon  vor  Euklids  Zeit  bekannt. 

Mit  Bestinnntheit  läfst  sich  freilich  keine  wirkliche  Benut- 
zung dieser  zweimaligen  Anwendung  eines  bekannten  Verfahrens 
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nachweisen.  Indessen  ist  aus  Apollonius'  ebenen  Ort  er n 
(Tsiclitlich,  dafs  die  Griechen  jedenfalls  dem  Resultat  nach  das- 
selbe erreicht  haben,  wenn  auch  auf  einem  anderen  Wege,  der 
ihnen  von  vornherein  näher  gelegen  haben  mag.  Wir  haben 
nämlich  (besonders  Im  vierten  Abschnitt)  hervorgehoben,  dafs 
die  Gleichungen,  welche  die  Alten  entwickelten,  von  unserer 
algebraischen  Darstellung  derselben  nicht  nur  dadurch  abwi- 
chen, dafs  sie  Flächen  enthielten  statt  unserer  Streckenprodukte, 
sondern  auch  dadurch,  dafs  sie  das  in  einzelnen  Gliedern 
gaben,  was  wir  in  mehreren  ausdrücken.  Wo  dies  nicht  der 
Fall  war.  suchte  man  es  so  bald  wie  möglich  durch  Zusammen- 
zielien  v.u  erreichen.  In  der  obenstehenden  Gleichung  des 
IvnMses  wird  man  dann  sofort  für  x^  -f  !/^  ^^^^  Quadrat  des 
Abstandes  vom  Anfangspunkt  oder  r^  gesetzt  haben,  und 
((.r  --L-  />//  4-  C  wird  zusammengezogen  sein,  z.  B.  in  das  Rechteck 
aus  der  Strecke  a  und  dem  Stück,  welches  auf  einer  Parallelen 
zur  Abscissenaxe  zwischen  dem  Punkte  {x,  //)  und  der  geraden 
Linie  ax  -\-  hfj  4-  C  ^  0  abgeschnitten  wird.  Dies  letzte  Recht- 
eck ist  demjenigen  gleich,  welches  aus  dem  senkrechten  Ab- 
stände des  Punktes  (.r,  //)  von  dieser  geraden  Linie  und  einer 
neuen  konstanten  Strecke  a'  gebildet  wird.  In  dem  recht- 
winkli^^en  Koordinatensystem  mit  demselben  Anfangspunkt, 
dessen  Ordinatenaxe  der  Geraden  nx  -\-  bi/  -\-  C  =  0  parallel 
ist.  wird  der  Kreis  also  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

r^  _j_  ^'  (^  _  ^)  =  0 

dargestellt  werden,  wo  x  =  r  die  neue  Gleichung  für  die  Linie 
((x-\-hii  -{-  C  ^  0  ist,  x  —  c  also  das  Stück,  welches  auf  der 
neuen  Abscissenaxe  zwischen  einem  festen  Punkt  und  dem 
Fufs])unkt  der  Ordinate  des  Kurvenpunktes  (j*,  y)  abgeschnitten 
wird.  Dafs  diese  neue  Gleichung  einen  Kreis  darstellt,  wird 
ausdrücklich  von  Apollonius  in  dem  3ten  der  ebenen  Orter  des 
zweiten  Buches  ausgesprochen,  die  Pappus  anführt*).  Um  die 
Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen  ist  imr  eine  einmalige 
Anwendung    des    früher   erwähnten,    von    der   Auflösung    der 
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Gleichungen  zweiten  Grades  her  bekannten  Kunstgrifls  erfor- 
derlich. 

Durch  eine  weitergehende  Benutzung  des  z\veiten  Buches 
von  xVpollonius'  ebenen  Örtern  w^ird  man,  ebenso  wie  oben 
bei  der  geraden  Linie,  bestätigt  finden,  dafs  die  Alten  in  der 
That  die  angeführten  Hülfsniittel  benutzt  haben.  Der  Satz  V 
in  Pappus'  Bericht  ist  nämlich  von  einer  solchen  Allgemeinheit^ 
dafs  sich  von  vornherein  kein  Koordinatensystem  darbietet,  in 
welchem  die  Gleichung  des  beschriebenen  Orts  eine  einfachere 
Form  annimmt  als  die  Gleichung  eines  vollkommen  beliebigen 
Kreises.  Es  mufs  also  eine  Reduktion  der  soeben  beschriebenen 
Art,  die  allerdings  den  speciellen  Satz  IV  als  Zwischenglied 
enthalten  haben  kann,  vorgenonunen  sein  um  darzuthun,  dafs 
der  Ort  wirklich  ein  Kreis  ist. 

Der  Satz  V  sagt  nämlich  aus,  dafs  der  geometrische  Ort 
für  einen  Punkt,  der  so  bestimmt  wird,  dafs  die  Summe  der 
Flächeninhalte  von  Figuren,  die  gegebenen  Figuren  ähnlich  sind 
und  auf  den  Verbindungslinien  des  Punktes  mit  einer  beliebigen 
Anzahl  gegebener  Punkte  konstruiil  werden,  eine  gegebene 
Gröfse  hat  —  oder,  wie  man  jetzt  sagen  würde,  in  der  Weise, 
dafs  die  Quadrate  der  Verbindungslinien  einer  Gleichung  ersten 
Grades  (mit  positiven  Koefficienten)  genügen  —  ein  Kreis  ist. 
In  Satz  IV  werden  nur  zwei  Punkte  betrachtet. 

Dafs  der  Ort  auch  ein  Kreis  wird,  wenn  in  dieser  Glei- 
chung Glieder  von  der  Form  ax  hinzugefügt  werden,  wo  x  die 
Projektion  vom  Abstände  des  laufenden  Punktes  von  einem 
festen  Punkte  auf  eine  feste  Gerade  bedeutet,  wird  in  etwas 
weniger  allgemeiner  Form  in  VI  ausgedrückt. 

3.     Die  Gleichung 

iß  =  ax'^-i-bx  +  C 

läfst  sich,  wenn  die  dadurch  dargestellte  Kurve  die  Linie  y  =  0 
schneidet,  auf  die  wohlbekannte  Form  //-  =  px-\-  ax-  bringen. 
Jedenfalls  aber  kann  man  durch  eine  einmalige  Anwendung  des 
für  die  Auflösung  ([uadratischer  Gleichungen  benutzten  Kunstgriffs 
zu  der  Form 
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^'elan^jfeii.  Atif  eine  geometrische  Einkleidung  dieser  Form  trafen 
wir  in  Apollonius'  erstem  Buche  [41];  dieselbe  war  also  auch 
bekannt. 

Für  die  Anwendung  der  Gleichungsform  3  teilt  Pappus 
tinige  Beispiele  mit,  deren  gegenseitiger  Zusanunenhang  Aufklä- 
rungen giebt,  die  auch  in  anderen  Beziehungen  von  Wichtigkeit 
sind. 

In  dem  ersten  Beispiel^ )  wird  der  geometrische  Ort  für 
den   Eckpunkt  B   eines  Dreiecks   ABC,    dessen   F]ckpunkte  A 


Fig.  87. 

und  C  festliegen,  bestimmt  (Fig.  37),  wenn  z  6' =  2  z  ^4. 
Fällt  man  die  Senkrechte  BD  und  macht  DE  =  CD,  so  wird 
offenbar  AE  ==  BE.    Nun  ergiebt  sich  die  Gleichung 

BD^  ==  AE'^  —  DE^, 

die,  wenn  BD  als  die  Ordinate  y  betrachtet  und  die  Abscisse  x 
des  Punktes  D  von  einem  beliebigen  Punkt  der  Linie  AC  an 
gerechnet  wird,  offenbar  die  verlangte  Form  hat.  Doch  werden 
in  Folge  der  Behandlungsart  der  Alten  die  beiden  Glieder  der 
rechten  Seite  nicht  zu  einer  dreigliedrigen  Gröfse  entwickelt, 
sondern  im  Gegenteil  nach  der  bekannten  Regel  für  die  Ver- 
wandlung der  Differenz  von  Quadraten  in  ein  Glied  zusammen- 
gezogen.    Ist  EZ  =^  DE,  so  erhält  man 

BD^  -^  AD,AZ, 

Sun  ist  CD  =  \CZ.  Bestinmit  man  dann  //  so,  dafs  CH  =-- 
\CA,  so  wird  die  Diff'erenz  CH—CD  =  DH  =  }^ZA.  Da- 
durch wird  die  GU^ichung  aber 

BD^  =  3 AD,  HD, 
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und  diese  drückt  aus,  dafs  B  auf  einer  Hyperbel  mit  den 
Scheitelpunkten  A  und  II  liegt.  Der  zu  dieser  Axe  gehörende 
Parameter  ist  SAH.  Ist  umgekehrt  eine  Hyperbel,  deren  Para- 
meter dreimal  so  grofs  wie  die  Hauptaxe  ist,  mit  der  Axe  AH 
gegeben,  so  läfst  sich  der  Punkt  C  dadurch  bestimmen,  dafs 
man  HC  =  ^AH  abträgt. 

Man  sieht,  dafs  die  genauere  Bestimmung  des  geometrischen 
Orts  hier  aus  der  gegebenen  Eig(?nschaft  mit  derselben  Sicher- 
heit und  -  -  wenn  man  nur  stets  seine  Afmerksamkeit  auf  die 
Figur  richtet  —  etwa  mit  derselben  Leichtigkeit  abgeleitet  wird 
wie  durch  die  analytische  Geometrie. 

Pappus  fügt  eine  andere  Bestinuimng  desselben  Orts 
hinzu,  welche  „einige"   benutzt  haben.    Beschreibt   man  einen 


Fig.  38. 

Kreis  um  das  Dreieck  ABC  (Fig.  38,  wo  die  Buchstaben  die- 
selbe Bedeutung  haben  wie  in  Fig.  37),  und  steht  FG  senkrecht 
auf  der   Mitte    von    AC,    so    ist     z  FfV/  _-=   ^A  -=  i  Z  C. 

Folglich  ist 

AF  __  AG  __  AC 

FD  ""  GB  "  CB' 

woraus,  da  AF  ^=^  i-4C\  folgt,  dafs 

BD-  4-  CD'^ 
CB^='2FIJ     oder     -'-p^^^--     =4.  (a) 

Aus  d(T  letzten  Gleichung,  welche  offenbar  die  hier  behandelte 
Form  hat,  schliefst  PapjRis  unmittelbar,  dafs  der  Ort  eine 
Hyperl)(4  ist  ^). 

Dafs   ben^ts  Fuklid   in    einem    anderen   Falle   denselben 


M  Wenn  Pappus  sagt,  «lafs  die  Kurve  eine  Hyperhel  wini,  sobaM 
(las  letzjrenannte  Verhältnis  konstant  ist.  so  iiat  er  offenbar  nur  ver- 
gessen anzuCuliren,  daCs  «lieser  konstante  Wert  dann  grofser  als  1 
sein  inuls. 
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Schiurs  gemacht  hat,  geht  hervor  aus  Pappus'  zweitem  Hült's- 
satz  zu  Euklids  überflächenörtem  (totzoi  npoq  iTzc^auela)  ^).  Wenn 
Pappus  dort  nämlich  einen  vollständigen  Beweis  dafür  aufstellt 
und  durchführt,  dafs  der  geometrische  Ort  für  die  Punkte,  deren 
Abstände  von  einem  gegebenen  Punkt  und  einer  gegebenen 
(leraden  in  einem  gegebenen  Verhältnis  stehen  (wie  in  Fig.  38 
die  Abstände  des  Punktes  B  von  C  und  der  Geraden  FG)^ 
eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  das  Ver- 
hältnis ^1.  so  mufs  Euklid  diesen  Satz  in  der  angeführten 
Schrift  benutzt  haben,  und  das  Bedürfnis  nach  einem  Hülfssatze 
mufs  dadurch  entstanden  sein,  dafs  er  itm  nicht  bewiesen  hat. 
Er  nmfs  ihn  also  entweder  als  einleuchtend  oder  als  bekannt 
betrachtet  haben.  That  er  das  erstere,  so  mufs  es  deswegen 
geschehen  sein,  weil  die  Gleichung  die  Form  erhielt,  mit  der 
wir  uns  hier  beschäftigen,  und  man  dann  leicht  die  Bedin- 
gungen dafür,  dafs  die  Kurve  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel wurde,  verificieren  konnte;  der  Umstand  indessen,  dafs 
Pappus  diese  Bedingungen  mit  anführt,  macht  die  Annahme 
wahrscheinlicher,  dafs  Euklid  einen  Satz  benutzt  hat,  der  schon 
im  voraus  bekannt  war,  und  diese  Annahme  stinmit  auch 
damit  überein,  dafs  derselbe  Satz,  ohne  selbst  bewiesen  zu 
werden,  Anwendung  an  den  beiden  verschiedenen  Stellen  gefun- 
den liat,  welche  wir  hier  angeführt  haben. 

Ist  diese  Annahme,  dafs  die  Bezieliung  eines  Kegelschnittes 
auf  Bremipunkt  und  Leitlinie  wohl  bekannt  war,  richtig,  so 
darf  man  F^nppus'  unmittelbare  Anwendung  der  Gleichung  (a) 
nicht  als  Beispiel  für  eine  allgemeine  Kenntnis  der  Gleichungs- 
form //*^  =^  ax^  -\-  bx  -{-  ('  benutzen.  Dafür  haben  wir  dann 
aber  eine  neue  speciellere  Form  erhalten,  und  es  kann  sich 
als  vorteilhaft  erwiesen  haben  auf  diese  auch  andere  von  den 
(fleicliungen  zu  reducieren,  welche  unter  dieselbe  allgemeine 
Form  gtiliören.  Ferner  wird  Pappus'  Beweis  der  vorausgesetzten 
Sätze  neue  und  sehr  lehrreiche  Beispiele  für  die  Kunstgrift'e 
liefern,  welche  bei  der  wirklichen  Behandlung  von  Gleichungen 
der  hier  b(»sprochenen  Form  angewandt  wurden.     Wir  werden 

')  Aiisjr.  V.  Hultsfh,  S.  1004  ff.    Vergl.  unseren  neunzehnten  Abschnitt. 
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darum  diesen  Beweis  hier  kurz  \viedei*geben ,  wobei  wir  wie 
gewönlich  die  —  nach  unserer  Auffassung  —  leitenden  Gedanken 
besonders  hervorheben. 

Ist  (Fig.  39,   in  der  wir  die  Buchstaben  der  Gleichung  (a) 
beibehalten  haben) 

(1) 


Fjys 


=^^  ;. 


gegeben,  so  wird  (\s,  um  auch  hier  die  Glieder  zusanmienziehen 

zu  können,  bequem  sein  auf  der  Linie  FC  den  Punkt  /  so  zu 

bestimmen,  dais 

CI)'^ 

Wenn  dann  zuglckh  ein  I'unkf  /'  dadurch  bestimmt  wird,  dafs 
DI'  =  II),  so  erhält  man 


/  = 


BD*4-ÜIP 


F  fr- 


CD ' 
DP 


BD^     _ 
FIP—  DP 


BD* 


FI .  Fl' 


m 


Nun  zeigt  die  Bestimmung  der  Punkte  /  und  /',  dafs   die   be- 
weglichen  Punkte  Z>,   /  und  I'    ähnliche  Punktreihen    bilden. 


A 


B 

\ 


\ 


\ 


H  i     D    V     C 


Fij?.  39. 

deren  Ahnlichkeitspunkt  der  feste  Punkt  C  ist.     Ist  nun  //  der 
Punkt,  auf  den  I)  fällt,  w-enn  /  auf  den  gegebenen  Punkt  F 

fällt,  so   wird  einmal   II  bestimmt    (durch    ^^j^  =  VX  )    und 


Fl 


zweitens   das  Verhältnis    ^^-^j  bekannt 


HF 
FC 


l  =  Y/Y , )  •     Ist  yl    der 
Punkt,  auf  den  1)  fällt,   wenn  I'  auf  /'  fiillt,  so  wird  A  be- 
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/  CA        -\  Fr 

>liiuiiit     iUutIi    ,",  -=  \0.]  und  d»as  Verhältnis  --.^    bekannt 
\  AF  )  AD 

FC\  BD^ 

-^    ..,  ].    Aus  (13)  folj^t  nun,  dafs   >-, >,  -  .-,.-  einen  bekannten 
vIC  /  Ml  u  .  AD 

Wert   (^-hiilt.     B    wird   also    auf  einen)   Kegelschnitt   mit    den 

Scheitelpunkten  //  und  ^1  liegen.     Ob   dieser  eine  Ellipse  oder 

eine  Hyperbel  (wie  in  Fig.  39)   wird,  hängt  davon  ab,   ob  l> 

auf  All  oder  auf  die  Verlängerung  von   AH  fällt,    und    dies 

bei'ulit  wieder  darauf,  ob  C  auf  //'  oder  auf  die  Verlängerung 

von  //'  fällt,   also  davon,  ob  X^\, 

Der  Fall,  wo  /l  ==  1  ist  und  die  Kurve  eine  Parabel  wird, 
wird  ganz  auf  dieselbe  Weise  behandelt,  ist  aber  einfacher. 

Die  Cbereinstinnnung  zwischen  dieser  Behandlungsart  und 
derjenigen,  welche  Pappus  bei  der  von  den  Brenn punktseigen- 
schaflen  unabhängigen  Bestinnnung  des  ersten  geometrischen 
Orts  anwandte,  zeigt,  dafs  man  nicht  nur  die  algebraischen 
Schwierigkeiten  bei  der  näheren  Bestinuiumg  eines  durch  die 
(ileichung  //'-  =-  ax'^  A-  bx  -\'  C  gegebenen  Orts  zu  überwinden 
verstanii ,  sondern  dafs  man  sogar  eine  elegante  Durchführung 
(lit'ser  Bestimnnmg  entwickelt  hatte.  Doch  läfst  sich  diese 
Methode  nur  dann  unmittelbar  anwenden,  wenn  di(»  r-Axe  die 
Kurve  schneidet.  Ebenso  wie  die  unter  einander  verschiedenen 
Bestiimnungen  von  Ortern,  auf  welche  wir  dieselbe  bei  Pappus 
angt^wandl  sehen,  stannnt  sie  selbst  gewifs  auch  aus  den 
best  (Ml  Tagen  der  griechischen  Mathematik.  Ja  es  steht  dem 
nichts  im  Wege,  dafs  sie  bereits  in  Aristäus'  körperlichen 
Ort  er  n  benutzt  worden  sein  kann,  und  dafs  der  Beweis  des 
lluifssatzes  zu  Euklids  Oberflächenörtern  eine  mehr  oder  weniger 
freie  WiedtM'gabe  von  Beweisen  für  dieselben  Sätze  in  jener 
Schrift  ist. 

4.     Wenn  man  für  einen  geometrischen  Ort  eine  Gleichung 

von  (irr  Form 

py  =  j-2  +  ax  +  B 

gefunden  hat.  so  wird  die  Umfornumg  in 


'{"  -  ^-'v  *)  -  {' -^  D 


/  B  \ 

(y—  -)  =  •r(x+«) 
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nur  eine  einmalige  Anwendung  des  bei  der  Auflösung  der 
quadratischen  Gleichung  benutzten  Kunstgriffs  erfordern.  Da- 
durch findet  man  sofort,  dafs  die  dargestellte  Kurve  eine  Parabel 
ist.  Dafs  die  Gleichung,  welche  durch  die  bei  den  Alten  übliche 
Zusammenziehung  von  Flächen  eher  noch  die  Form 

B 

P 

annehmen  würde,  eine  Parabel  darstellt,  welche  sich  leicht 
bestinnnen  lilfst,  das  wird  im  übrigen  jedem  klar  gewesen  sein, 
der  sich  der  Umformungen  der  Gleichung  der  Parabel  eriimert. 
welche  Archimedes  in  der  Schrift  über  die  Quadratur  der 
Parabel  vorninnnt,  und  die  wir  im  zweiten  Abschnitt  erwähnt 
haben.  Die  diesen  entsprechende  umgekehrte  Umfornumg  in 
die  gewöhnliche  Form  der  Gleichung  der  Parabel  würde  sich 
als  ein  Beispiel  für  die  hier  angegebene  Bestimmung  einer 
Parabel  durch  die  aufgestellte  Gleichungsform  auflfassen  lassen. 
Eine  Anwendung  derselben  zur  wirklichen  Bestinunung  eines 
vorher  unbekannten  geometrischen  Orts  wird  man  schwieriger 
finden,  da  der  Durchmesser,  welcher  die  der  Abscissenaxe 
parallelen  Sehnen  halbiert,  hi  der  Regel  so  leicht  zu  bestimmen 
sein  wird,  dafs  man  ihn  unmittelbar  zur  Axe  des  Koordinaten- 
systems nehmen  kann;  dadurch  wird  dann  eine  Reduktion 
der  Gleichung  überflüssig. 

o.     Die  Vereinigung  von  Gliedern  in  der  Gleichung 

xt/  -\-  a  X  -^-  h  y  -f-  C  ==  0  , 

welche  zeigt,  dafs  das  Produkt  der  Abstände  des  Punktes 
(wT,  //)  von  zwei  geraden  Linien  konstant  ist,. fallt  unmittelbar 
in  die  Augen.  Wenn  eine  solche  Gleichung  vorgekonunen  ist, 
wird  man  also  gleich  gewufst  hab(*n,  dafs  dieselbe  eine  Hyperbel 
mit  diesen  Linien  als  Asymptoten  darstellt. 

Obgleich  eine  Hyperbel,  bezogen  auf  ihre  Asymptoten, 
allerdings  der  am  häufigsten  vorkommende  Ort  in  den  uns 
aufbewahrten  Lösungen  „körperlicher  Aufgaben"  ist.  so  wird 
es  dennoch  einige  Schwierigkeiten  haben  direkte  Beispiele  für 
die  hier  erwähnte  Vereinigung  von  Gliedern  zu  finden,  eben 
weil  die  Asymptoten  so  leicht  in  die  Augen  fallen,  dafs  man 
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die  Untersuchung  damit  begonnen  haben  wird,  den  Ort  auf 
diese  zu  beziehen.  Doch  kann  es  vielleicht  erlaubt  sein  ein  Bei- 
spiel hierfür  in  Diokles'  Darstellung  einer  Hyperbel  zu  sehen, 
die  er  bei  einer  Kugelteilung  benutzt,  welche  wir  später,  im 
Uten  Abschnitt,  als  Beispiel  für  die  Lösung  einer  körperlichen 
Aufgabe  mitteilen  werden.  Die  Hyperbel  ist  nämlich  dadurch 
bestimmt,  dafs  man  in  einem  beweglichen  Punkte  einer  Strecke 
ilr,  welcher  diese  Strecke  in  die  Abschnitte  h  und  h'  teilt,  eine 
Ordinate  //  errichtet,  die  durch  die  Proportion 

h  a 

h'   ^    y 

bestimmt  wird;  betrachtet  man  h  als  Abscisse  j-,  so  giebt  die 
Proportion  die  Gleichung 

xy  =--  a  [^Ir  —  x). 

(*).     Im  vierten  Abschnitt  haben  wir  gesehen,  sowohl   dafs 

die  Gleichung 

ax^'-^ßxy  +  ry"^  ==  I) 

ein  ziemlich  unmittelbarer  Ausdruck  für  den  Flächensatz  ist, 
als  auch  wie  der  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellte 
Kegelschnitt  sich  näher  bestimmen  läfst. 

Diese  Form  erhält  z.  B.  die  Gleichung  für  den  (Jrt  eines 
Punktes,  der  unveränderlich  auf  einer  unveränderlichen  Strecke, 
deren  Endpunkte  auf  geraden  Linien  gleiten,  belegen  ist,  sofern 
man  diese  Linien  zu  Koordinatenaxen  nimmt.  Im  Altertum 
hat  man  wenigstens  einige  Veranlassung  gehabt  diesen  Ort  zu 
untersuchen,  da  man,  wie  aus  einigen  von  Proklus  mitgeteilten  M 
Betrachtungen  des  Geminus  hervorgeht,  den  Ort  in  dem  spe- 
(•i(»ilen  Falle  kannte,  wo  die  beiden  festen  Geraden  einen 
rechten  Winkel  bilden.  Dieser  Specialfall  läfst  sich  jedoch  hier 
nicht  als  Beispiel  benutzen,  da  bei  demselben  die  Ellipse  sofort 
durch  ihre  Axengleichung  bestimmt  wird. 

Der  Flächensatz  ist  ein  Hülfsnu'ttel  gewesen,  das  sich 
inuner  zur  Bestimmung  körperlicher  Örter  benutzen  liefs,  deren 
Mittelpunkt   ein   im  voraus  bekannter  oder  ein  im  voraus  be- 

' )  Aus^'.  von  Friedlein,  S.  106. 
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sthiinibarer  Punkt  war.  In  solchen  Fallen  hat  der  Flächensatz 
sich  auch  anwenden  lassen,  bevor  derselbe  durch  Benutzung 
des  zweiten  Hyperbelastes  und  der  konjugierten  Hyperbel  seine 
volle  Ausdehnung  erhielt,  da  man  innner  solche  Koordinaten- 
axen  wählen  konnte,  welche  st^lbst  den  geometrischen  Ort 
schnitten.  Deshalb  ist  er  besonders  wertvoll  vor  Apollonius' 
Zeit  gewesen,  wo  man  das  noch  umfassendere  Hüllsmittel,  die 
Bestinmiung  des  Orts  zu  vier  Geraden,  nicht  in  seiner  vollen 
Ausdehnung  besafs. 

In  Verbindung  hiermit  wollen  wir  an  die  Rolle  erimiern, 
welche  der  Flächensatz  bei  der  Bestiimuung  des  letztgenannten 
Ortes  selbst  gespielt  hat,  wenn  wir  auch  annehmen,  dafs  diese 
Anwendung  den  Potenzsatz  als  Zwischenglied  enthalten  habe. 

7.  Wir  wollen  mm  zu  der  allgemeinen  Bestimnumg  solcher 
körperlicher  Orter  übergehen,  welche  nicht  mit  gegebenen 
Linien  und  Punkten  in  solcher  Verbindung  stehen,  dafs  durch 
Bezit^hung  auf  diese  ihre  Darstellung  eine  der  vorher  erwälmten 
einfacheren  Formen  erhält.  Xinnnt  man  dann  einige  von  den 
Linien  der  Figm*  zu  Koordinatenaxen.  so  wird  die  Gleichung 
nur  vom  zweiten  Grade  werden. 

Kine  kleine  Vereinfachung  dieser  Gleichung  wird  man 
indessen  immer  dadurch  erreichen  können,  dafs  man  einen 
Punkt  des  gesuchten  Ortes  selbst  zun]  Anfangspunkt  nimmt. 
Dadurch  wird  die  Gleichung: 

uJ-"-  +  ßxy  +  ;'//-  -r  il x  4-  eij  -=  0. 

Naheliegende?  Vereinigungen  von  Gliedern  führen  dann  sofort  zu 

.r  (a.r  +  ßy  -\- d)  =-    -  tj  {y  ij  +  e)  , 

oder  zur  Darstellung  als  Ort  zu  vi(»r  Geraden,  von  denen  zwei 
parallel  sind.  Dits  ist  der  Ort,  dessen  nähere  Bestimmung  wir 
im  Siebenteln  Abschnitt  kennen  gelernt  haben. 

Die  Beziehung  auf  eim»  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
in  Parallt^lkoordinaten,  in  der  dann  Zusammenziehungen  vor- 
geiionunen  wurden,  stellt  hier  einen  Weg  dar,  den  wir  wegen 
«ier  Vergleichung  mit  der  analytischen  Geometrie  angeführt 
haben,  und  auf  dem  kein  Schritt  vorg(Miommen  wird,   welcher 
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den  Griechen  unbekannt  war;  aber  ihre  Behandlung  der  Sach(^ 
hat  sicherlich  von  der  unsrigen  dadurch  sich  unterschieden, 
dafs  sie.  während  sie  die  Aufgabe  auf  eine  Gleichung  brachten, 
gleichzeitig  mit  dem  Zusammenziehen 'begannen ,  und  dafs  sie 
dadurch  rascher  zu  dem  erwähnten  Ort  zu  vier  Geraden  ge- 
langten. Dafs  sie  nicht  blofs  gelegentlich  die  Zurückfühi'ung 
auf  diese  Form  benutzt  haben,  sondern  dafs  sie  sich  aucli 
bewufst  waren,  dafs  dieselbe  sich  in  allen  Fällen  ausführen 
läfst,  in  denen  es  möglich  ist  eine  Gleichung  ersten  Grades 
zwischen  Rechtecken  aufzustellen,  die  aus  den  Abstän- 
den des  beweglichen  Punktes  von  geraden  Linien, 
zu  je  zweien  genommen,  gebildet  werden,  sowie  aus 
diesen  in  Verbindung  mit  gegebenen  Strecken:  das 
wird  wahrscheinlich .  w^enn  man  beachtet ,  dafs  einige  der 
ebenen  Örier,  welche  A[)olIonius  sogar  ausdrücklich  aufge- 
stellt hat,  einen  entsprechenden  Grad  von  Allgemeinheit  besitzen. 

Die  Darstellung  als  Ort  zu  vier  Geraden,  von 
denen  zwei  gegenüberliegende  parallel  sind,  war  also 
eine  Darstellungsform  für  Kegelschnitte,  welche  im 
Altertum  denselben  Nutzen  gewährte  wie  die  Dar- 
stellung durch  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  in  der  Gegenwart.  Die  genauere  Bestimmung 
di'^  erwähnten  Orts  erhielt  dadurch  für  die  Griechen 
eine  ähnliche  Bedeutung  wie  sie  die  Bestimmung 
eines  Kegelschnittes  durch  eine  Gleichung  ZAveiten 
Grades  für  uns  hat. 

Daduich  erklärt  sich  das  Gewicht,  welches  Apollonius 
gerade  auf  die  Anwendbarkeit  .seines  dritten  Buches  zur  Be- 
stinunung  des  Orts  zu  vi(T  Geraden  legte,  und  dadurch  ver- 
steht man  besser,  dafs  er  sich  so,  wie  er  es  gethan,  über  die 
Verbesserungen  der  Bestimmung  des  Ortes  zu  vier  Geraden 
aussprechen  konnte,  die  doch  unmittelbar  nur  Rücksicht  auf 
den  Fall  nc^hmen,  wo  die  gegenüberliegenden  Seiten  parallel 
sind. 

Das  beste  Beispiel,  welches  wir  für  die  Anwendung  des 
hier  beschriebenen,  vollkommen  allgemeinen  Hülfsmittels  an- 
fuhren  kchmen,   ist   dieselbe   Beziehung  des  allgemeinen   Ortes 
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!<-.^c  rrii  rhersioht  wegen  Wj  neiiiien;  au.s  der  Figur 

iüiilViliiiMig  dieser  Ausdrücke  in  (I)  erlialt  man: 

A  ih-^clil  man  nun  den  zweigliedrigen  Faktor  zusammenzuziehen, 

I)*'  M*' 

Ml  kinin  man  zimäehst  aus  der  Figur  für  z  den  Wert  — /,^y-  . // 

jl»l«'ih'n   und   darauf  dem  zweiten  Gliede  den   gleichen  Nenner 

iljidiu'ch  v(Tscha[!en,  dafs  man  auf  der  Linie  A  E  einen  Punkt  G 

diirrh  die  Gleichung 

.  D'E  __   D"G 

^AE   ~    CE  ^'^' 

bcstinunt.     Dieser  Punkt   ist,    was  hidessen  nicht   unmittelbar 

benutzt  wird,  ein  Punkt  des  geometrischen  Ortes.     Man  findt^t 

dann 

,  J)'E       __   D"M"     _]J"G  GM'* 

^'  ^AE'^~~'CE'^~CE'^'~  CE  '^"~^"''  ^* 
worin  ^J  de\i  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Linie  CG, 
parallel  d(»r  BC  gerechnet,  bedeutet.  Dadurch  ist  die  Gleichung 
tios  Ortes  umgeformt  in 

und    dadurch    ist  derselbe    als  Ort    zu  vier  Geraden    auf  das 
Trapez  AßCG  bezogen. 

Di(/se  Analysis,  welche  wie  man  sieht  genau  der  im  achten 
Abschnitt  vorgenonn neuen  Umformung,  der  wir  nur  von  vorn- 
herein eine  etwas  allgemeinere  Form  gaben,  entspricht,  benutzt, 
abgeselien  von  den  Bezeichnungen,  neben  solchen  Mitteln, 
welche  die  Alten  beherrschten,  nur  nocti  die  Verallgemeinerung 
durch  Vorzeichen.  Diese  letztere  hat  uns  den  Vorteil  gebracht. 
fia(s  wir  das  vereinigt  haben  darstellen  können,  was  die  Alten 
liaben  zerstückeln  nulssen,  bringt  aber  im  übrigen  keine  Ver- 
änderungen hervor.  Gehen  wir  etwas  weiter  in  der  Benutzung 
moderner  Bezeichnungen,  bringen  (2)  imd  (3)  auf  die  Fonn 

//  ===  ax  -f-  //  —  h  , 
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und  stellen  z  auf  dieselbe  Weise  dar,  so  ist  ersichtlich,  dafs 
(h'e  vorgenommene  Umformung,  analytisch-geometrisch  aufgefafst, 
die  Umformung  der  Gleichung 

in  xlx  -\-  {j-  —  }.  a)  y  —  a]  ---  ä  .  y  {ij  —  h) 

darstellt,  also  genau  in  dieselbe  Gleichung,  durch  welche*  wir 
ausgedrückt  haben,  dafs  die  Zurückführung  eines  körperlichen 
Ortes  auf  einen  Ort  zu  den  Seiten  eines  Trapezes  sich  im  all- 
gemeinen bewerkstelligen  läfst. 

Der  im  achten  Abschnitt  vorgenonnnene  allgemeinere  Über- 
gang von  einem  einbesclu-iebenen  Viereck  ABCD  zu  einem 
anderen  ABCF,  diis  nicht  notwendig  ein  Trapez  zu  sein 
braucht,  stimmt  in  ähnlicher  Weise  genau  überein  mit  der 
allgemeinen  analytisch-geometrischen  Umformung  der  Gleichung 

xz  =  /  .  yu 
in  X  {z  —  Xay)  =  X  .  y  {n  —  ax)  ,  (8) 

wo  X,  //,  z,  H  gewöhnliche  abgekürzte  Ausdrücke  für  die  linken 
Seiten  der  Gleichungen  von  geraden  Linien  sind,  und  wo  sich 
ähnliche  Ausdrücke  für  z — kay  und  //  —  ax  einführen  lassen. 

Die  hier  gegebene  Zusannnenstellung  von  antiken  Methoden 
zur  Bestimnmng  von  Ortern  mit  den  wohlbekannten  Gleichungs- 
formen der  analytischen  Geometrie  darf  nur  nicht  in  der  Weise 
mifsverstanden  werden,  als  ob  die  Mathematiker  jener  Zeit  mit 
Konsequenz  und  innner  gerade  die  bestinnnten  Wege  verfolgt 
haben  sollten,  welche  wir  hier  im  engen  Anschlufs  an  die 
analytische  (leometrie  zusannnengestellt  haben.  Die  vei^schie- 
denen  Arten  des  Verfahrens  laufen  einander  nicht  derartig 
parallel,  dafs  die  Darstellung  des  einen  sich  in  ein  Schema 
hineinpassen  liefse,  welches  dem  anderen  angehört.  Das,  was 
wir  durch  die  Zusammenstellung  beabsichtigten,  ist  ein  Über- 
blick von  einem  jetzt  bekannten  Gesichtspunkte  aus  über  das- 
jenige, was  man  im  ganzen  mit  Bezug  auf  die  Bestimmung  von 
Ortern  durch  die  Mittel  erreichen  konnte,  welche  den  Grie- 
chen zu  Gebote  standen,  und  wir  haben  ge»sehen,  dafs  dies 
solchen  Ort eni  gegenüber,  deren  Ordnung  2  nicht  überschreitet, 
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dieselbe  Vollstäiidigkeil  war,  welche  die  analytische  Geometrie 
<j:ewährt.  Dal's  die  (jdechen  wirklich  auch  diese  Mittel  ge- 
l)raiichteiu  ist  teils  durch  Beispiele  gezeigt,  teils  folgt  es  daraus, 
dafs  Mittel  dieser  Art  nur  in  der  Hand  desjenigen  entstehen, 
der  sie  benutzt. 

Was  nun  die  Leichtigkeit  betrifft,  mit  der  diese  Hülfs- 
mittel  sich  benutzen^  liefsen,  so  darf  man  annehmen,  dafs  man 
die  hier  betrachteten  bestinunten  Darstellungsformen  für  Kegel- 
schnitte nicht  hl  demCJrade  zur  augenblicklichen  Verfügung  hatte, 
wie  es  bei  demjenigen,  der  sich  der  analytischen  G(^ometrie 
bedient,  mit  den  entsprechenden  Formeln  der  Fall  sein  mufs; 
aber  dafür  leistete  der  gröfsere  Reichtum  an  Hülfsmitteln, 
(iie  man  benutzte,  Ersatz.  Es  erforderte  gröfsere  Übung  sieh 
Fertigkeit  im  (lebrauche  dieser  Hülfsmittel  zu  erwerben,  und 
man  hatte  deshalb  keinen  so  bestinunten,  auch  dem  Anfanger 
otrenstehenden  K()nigsweg  —  um  einen  Ausdruck  zu  gebrau- 
chen, der  Euklid  in  den  Mund  gelegt  wird  .  wie  ihn  die 
analytische  Geometrie  gerade  für  die  Lösung  bestimmt  for- 
mulierter Ortsprobleme  gebahnt  hat;  aber  für  den  geübten 
(leometer  waren  wesentliche  Schwierigk<'iten  nicht  vorhan- 
den, und  gerade  der  Mangel  einer  Heerstrafse  hat  ihm  mehr 
(Jelegenheit  geboten  sich  auf  dem  Wege  umzusehen,  die  ein- 
zelnen Verbindungen  des  untersuchten  Ortes  mit  der  vor- 
gelegten Figur  zu  bemerken,  zu  sehen,  durch  welche  Punkte 
«ler  Figur  derselbe  geht  u.  s.  w.  Man  betrachtete  es  nicht  als 
feststehende  Regel,  die  Figur,  welche  untersucht  werden  sollte, 
jedesmal  und  gleich  auf  ein  reines  System  von  Parallelkoordi- 
naten zurückzuführen,  sondern  man  gebrauchte  verwandte  Dar- 
stellungsformen mit  einer  gewissen  Freiheit.  Deshalb  wurde  man 
zwar  weniger  vertraut  mit  den  bestinuulen  Kennzeichen,  welche 
mit  Parallelkoordinaten  verbunden  sind:  aber  indem  man  sich 
gleicliwohl  praktische  Fertigkeit  in  der  Benutzung  der  Vorteile 
erwarb,  welche  Parallelkoordinaten  darbieten,  verband  man 
damit  gleichzeitig  Übung  und  Fertigkeit  in  der  Benutzung  der 
k()mi)hcierteren  Formen,  unter  denen  die  Koordinatensysteme 
auftreten,  um  jede  einzelne  Frage,  welche  behandelt  wurde, 
zu  vereinfachen. 
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In  (lieser  Beziehung  «glichen  die  Methoden  der  Alten  viel- 
leicht mehr  der  erweiterten  analytischen  Geometrie  unseres 
Jahrhunderts  als  der  analytischen  Geometrie  von  Descartes. 
Namentlich  dürfte  bei  der  Zusannnenziehung  mehrerer  Glieder 
in  ein  einziges,  welche  die  Untersuchungen  der  Alten  auf  diesem 
Gebiete  besonders  charakterisiert,  die  Vertauschung  eines  Aus- 
drucks, der  linear  aus  den  in  gegebenen  Richtungen  gerech- 
neten Abständen  eines  Punktes  von  gegebenen  Linien  zusammen- 
gesetzt wird,  mit  dem  Abstände  von  einer  neu  eingeführten 
festen  Linie  in  ihren  analytischen  Anwendungen  genau  dasselbe 
sein  wie  die  Einführung  abgekürzter  Ausdrücke  in  der 
modernen  analytischen  (leometrie. 

Das  wichtigste  Beispiel  hicTfür  ist  die  Reduktion  eines 
beliebigen  körperlichen  Ortes  auf  einen  Ort  zu  vier  Geraden, 
wenn  andei*s  die  Bedeutung,  welche  ich  oben  diesem  Ort  als 
allgemeinem  Hülfsmittel  beigelegt  habe,  richtig  ist.  Neben 
diesem  verdient  auch  der  von  den  Alten  benutzte  Ort  zu 
drei  (Jeraden  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  wenn 
derselbe  auch  nur  ein  specieller  Fall  des  vorhergehenden  ist. 
Die  Dai-stellung  eines  Kegels('hnittes  als  Ortes  zu  drei  Geraden 
fällt  nämlich  ganz  zusanmien  mit  der  Darstellung  desselben 
durch  die  moderne  analytische  Geometrie  in  Dreieckskoordinaten 
mittels  der  Gleichung 

deren  Brauchbarkeit  bei  der  Untersuchung  niannigfacher  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  bekannt  genug  ist.  Die  Darstellung 
eines  vorgelegten  Ortes  unter  dies(?r  Form  wird  auch  da,  wo 
sie  sich  bewerkstelligen  läfst,  ein  rascheres  Mittel  zur  Bestim- 
mung desselben  s(Mn,  als  wenn  man  ihn  als  Ort  zu  vier  Ge- 
raden darstellen  wollte.  Auf  diesen]  Wege  würde  man  z.  B. 
zur  Bestinunung  d(*s  am  Schlüsse  von  Apollonius'  drittem  Buche 
aufgestellten  Ortes  gelangen,  wenn  das  Ortsproblem  vor- 
geh^gt  wäre,  den  Ort  für  den  Schnittpunkt  M  (Fig.  27)  der 
Geraden  AM  und  CM  zu  finden,  welche  durch  zwei  feste 
Punkte  A  und  C  gehen  und  auf  fest(Mi,  durch  C  und  A  gehenden 
Geraden  die  Stücke  CF  und  AQ  abschneiden,  welche  ein 
Rechteck   von  gegebenem  hihalt  bilden.     Die  zu  einer  solchen 


Freiere  Bildung  der  Koordinatensysteme.  225 

Be.stiiHiiiuiig  des  Ortes  dienende  Analysis  erhält  man,  wenn 
niiin  Apollonius'  synthetischen  Beweis  für  das  aufgestellte  Orts- 
theoreni  umkehrt. 

iXocli  ein  Beispiel  will  ich  dafür  anführen,  wie  man  die 
Freiheit  benutzte,  die  man  sich  dadurch  bewahrte,  dafs  man 
nicht  sofort  eine  ganze  Untersuchung  an  ein  bestimmtes  System 
von  Parallelkoordinaten  anknüpfte:  man  konnte  jeden  einzelnen 
der  Kegelschnitte,  welche  bei  einer  und  derselben  Aufgabe 
angewandt  werden  sollten,  auf  ein  besonderes  Koordinaten- 
system beziehen.  Auf  diese  Weise  gelangt  Diokles,  wie  wir 
im  Uten  Abschnitt  genauer  sehen  werden,  bei  seiner  bereits 
erwähnten  Kugelteilung  zu  einfacheren  Darstellungen  einer  Ellipse 
sowohl  wie  einer  Hyperbel  als  diejenigen  sind,  die  er  durch  Be- 
ziehung auf  (Mn  einziges  Koordinatensystem  erlangt  haben  würde. 

Im  Verhältnis  zu  dem  Gewicht,  welches  die  Alten  auf  die 
Ik'stinnnung  körperlicher  Örter  legten,  und  zu  dem  Umfange 
der  Mittel,  welche  sie,  wie  wir  nachgewiesen  zu  haben  glauben, 
für  die  Bestimmung  dieser  Örter  besafsen,  bietet  uns  die  über- 
lieferte Literatur  nicht  viele  Angaben  über  bestimmte  körperliche 
( )rter,  welche  die  Alten  untersucht  haben.  Diesem  Mangel  würde 
sicherlich  in  nicht  unwesentlichem  Grade  begegnet  sein,  wenn  uns 
Pappus  nur  ebensolche  Mitteilungen  über  Aristäus'  körper- 
liche Orter  wie  über  Apollonius'  ebene  Örter  gemacht  hätte. 

Wahrscheinlich  würde  man  in  diesen  solche  verschiedenen 
Formen  für  die  Erzeugung  eines  Kegelschnittes  durch  projek- 
tivische  Büschel  finden,  wie  die  im  achten  Abschnitt  erwähnten 
sind.  Es  würde  daim  von  hiteresse  sehi  zu  sehen,  teils  in  wie 
weit  man  auf  solche  specielle  Fälle  aufmerksam  war,  die 
einen  besonderen  Grad  von  Einfachheit  darboten,  teils  wie 
weit  man  umgekehrt  in  der  ausdrücklichen  Aufstellung  allge- 
meiner Formen  für  die  Bedingungen,  dafs  ein  Ort  körperlicli 
wird,  gelangt  war. 

Eine  Schrift,    die    uns   vielleicht,    wenn   sie    uns    erhalten 
wäre,    einige    Beispiele   für   antike  Bestimnmngen    von   Örtern 
eliefert  haben   würde,  ist  die  von  Pappus  erwähnte*)  Schrift 
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dfs  Eratosthenes  über  Mittelgröfgen.  Eis  werden  nämUch. 
al«  darin  behandelt,  gewisse  «zu  Mittelgröfsen  gehörige  Kurven- 
erwähnt'), unter  denen  wenigstens  einige  körperiich  gewesen 
zu  sein  scheinen.  Ich  werde  später  im  14ten  Abschnitt  einen 
Versuch  aasteilen  aus  den  voriiegenden  Angaben  herauszubringen, 
was  dies  für  Kurven  gewesen  sein  können,  und  was  die 
erwähnte  Schrift  im  ganzen  enthalten  haben  kann.  Dabei 
werde  ich  Gelegenheit  haben  durch  einige  Beispiele  die  Be- 
schaffenheit der  Mittel  zur  Bestimmung  von  Örtem.  welche  ich 
hier  den  Alten  beigelegt  habe,  genauer  ans  Licht  zu  stellen. 


Elfter  Abschnitt. 

„Körperliche  Aufgaben". 


Xach  einem  Citat  aus  Pappus'  7tem  Buch,  das  wir  zu 
Bf»ginn  des  vorhergehenden  Abschnittes  (S.  203)  benutzten, 
erhielten  geometrische  Orter  ihre  Bedeutung  dadurch,  dafs  sie 
sich  bei  der  Lösung  von  Aufgaben  anwenden  liefsen.  Das 
geschah  ebenso  wie  jetzt  dadurch,  dafs  Punkte,  auf  deren  Be- 
stimnmng  die  Lösung  einer  Aufgabe  beruht,  als  Durchschnitts- 
punkte  zwiscfien  zwei  geometrischen  ()rtem  gefunden  werden. 
Bestehen  diese  nur  aus  „ebenen  (Jilern"  {zoTtot  iTzinedoi)^  d.  h. 
aus  Geraden  oder  Kreisen,  so  heifst  die  Aufgabe,  die  immer, 
wo  es  überhaui)t  möglich  ist,  auf  diesem  Wege  gelöst  werden 
inuls,  selbst  eine  „ebene  Aufgabe"  {izpoßkr^tia  iTTtTzedov),  Mufs 
man  dagegen  seine  Zuflucht  zu  „körperlichen  Örtem"  {zonoc 
azepEoi)  nehmen  und  erwxMsen  sich  diese  als  ausreichend,  so 
heifst  die  Aufgabe  eine  „körperliche  Aufgabe"  (zpoßAr^jua  azs- 
/>er;v).  Wenn  endlich  für  die  Lösung  die  Benutzung  anderer 
Kurven  verlangt  wird,  welche  unter  dem  einen  Namen  „lineare 

*)  Pappus,  hei'auH(rcj|^el)en  v.  Hultsch,  S.  ihH  und  ß<ii. 
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Örter"  (zoTrot  ^pafj/uxoi)  zusanimengefafst  werden,  so  heifst  die 
Aufgabe  auch  linear  (7rpoßÄr^/ia  ypafjLuixov), 

Diese  Erklärungen,  welche  Pappus  sowohl  im  3ten  wie  im 
4ten  Buch^)  giebt,  bringen  die  sogenannten  körperlichen  Auf- 
gaben in  Verbindung  mit  körperlichen  Örtem  oder  Kegelschnitten, 
und  deswegen  müssen  wir  uns  auch  hier  mit  den  körperlichen 
Aufgaben  beschäftigen.  Dazu  ist  um  so  mehr  Grund  vorhanden, 
als  gerade  körperliche  Aufgaben,  namentlich  die  Verdoppelung 
des  Würfels,  ursprünglich  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
bei  den  Griechen  herv^orgerufen  haben  sollen,  eine  Annahme, 
welche  mit  Pappus'  Aufsenmg  über  den  Gebrauch  geometrischer 
Orter  bei  der  Lösung  von  Aufgaben  vollkommen  übereinstimmt. 

Was  den  Ursprung  der  artgeführten  Benennungen  betrifft, 
so  sagt  Pappus  ausdi'ücklich  an  den  eben  angeführten  Stellen, 
dafs  die  Aufgaben  eben,  körperlich  oder  lineai*  heifsen,  well  für 
ihre  Lösung  die  Benutzung  der  geometrischen  Örter,  welche 
die  entsprechenden  Namen  haben,  erforderlich  ist.  Hierzu 
scheint  es  auch  zu  stimmen,  dafs  ,körperliche  Öiler*  und  ,ebene 
Orter*  schon  in  besonderen  Schriften  von  Aristäus  und  ApoUonius 
behandelt  sind,  dafs  dagegen  aber  die  Namen  ,ebene  und  kör- 
perliche Aufgaben'  —  so  viel  mir  bekannt  ist  —  nicht  bei  so 
alten  Schriftstellern  vorkommen.  Eine  Veranlassung  zur  Be- 
nutzung dieser  letzten  Benennungen  hätte  ApoUonius  allerdings 
iu  der  Vorrede  zum  vierten  Buch  haben  können,  da  die  hier 
erwähnten  Aufgaben  genau  dieselben  sind,  welche  Pappus 
körperlich  nennt.  Dies  deutet  zwai*  zunächst  darauf  hin,  dafs 
die  Benennung  der  Aufgaben  damals  noch  nicht  in  Gebrauch 
gekonniien  war  und  also  jünger  ist  als  die  Namen  der  Örter. 
Doch  läfst  sich  der  Umstand,  dafs  ApoUonius  an  der  angeführten 
Stelle  die  Benennung  .körperliche  Aufgaben*  nicht  braucht,  aucli 
dann  erklären,  wenn  diese,  wie  sich  aus  einigen  Gründen  als 
wahrscheinlich  ergeben  wird,  zu  seiner  Zeit  eine  etwas  engere 
Bedeutung  hatte  als  die  ist,  welche  Pappus  angiebt,  und  des- 
halb auch  nicht  auf  alle  Aufgaben  anwendbar  war,  welche 
ApoUonius    im  Auge   hatte.     Dies   ist   aber  denkbar,    da   der 
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Name  ,kürperliche  Aufgaben'  recht  wohl  zu,  und  namentlich  vor 
ApoUonius'  Zeit  gebraucht  sein  kann,  ohne  dafs  derselbe  sich 
in  einer  von  den  alten  Schriften  findet,  welche  noch  Pappus 
kennt,  oder  doch  ohne  dafs  Pappus  Gelegenheit  gefunden  hat 
zu  bemerken,  dafs  derselbe  nur  auf  eine  etwas  enger  begrenzte 
Klasse  von  Aufgaben  angewandt  wurde.  Es  liegt  deshalb 
nichts  unzutreffendes  in  der  Annalmie,  dafs  Pappus'  Erklärung 
von  dem  Ursprünge  der  verschiedenen  Benennungen  nur  aus 
einer  ziemlich  naheliegenden  Vermutung  heiTorgegangen  sei, 
welche  in  der  Zwischenzeit  entstanden  ist. 

Da  nun  diese  Frage  nach  dem  Ursprung,  wie  wir  sehen 
werden,  in  einer  gewissen  Verbhidung  mit  einer  wichtigeren 
historischen  Frage  steht,  so  wallen  wir  genau  prüfen,  ob  mehr 
Grund  ist  bei  Pappus'  Erklärung  stehen  zu  bleiben,  oder  ob 
eine  andere  vorzuziehen  ist,  die  darauf  hinauslaufen  würde, 
dafs  ebenso  wie  die  körperlichen  Örter  erst  als  Mittel  zur 
Lösung  der  körperlichen  Aufgaben  entstanden  sind,  so  auch 
die  aufgestellte  Einteilung  der  Aufgaben  in  ebene,  kör- 
perliche und  lineare  die  ursprüngliche  ist. 

Hält  man  sich  an  Pappus'  Erklärung,  dafs  zuerst  die 
Örter  die  erwähnten  Namen  erhalten  haben,  so  würde  man 
auch  annehmen  müssen,  dafs  unter  diesen  die  körperlichen 
Orter  zuerst  so  benannt  wurden,  und  dafs  dies  dai^um 
geschah,  weil  die  Kegelschnitte  ursprünglich  als  Schnitte  an 
Kegeln  erzeugt  sind,  und  weil  diese  Erzeugungsart  defini- 
tionsmäfsig  zum  Ausgangspunkt  für  die  Untersuchung  ihrer 
Eigenschaften  genommen  wurde.  Die  angewandte  Benennung 
würde  näher  liegen,  wenn  man  annehnien  dürfte,  dafs  man, 
nachdem  sich  gezeigt  hatte,  dafs  ein  geometrischer  Ort,  der  für 
die  Lösung  einer  Aufgabe  gebraucht  werden  sollte,  keine  gerade 
Linie  oder  kein  Kreis  war,  demnächst  stereometrischer 
Betrachtungsarten  sich  bediente  um  zu  prüfen,  ob  der  Ort 
ein  Kegelschnitt  sein  könne.  Derjenige,  welcher  Pappus'  Erklä- 
rung für  den  Ursprung  der  Benennimg  ,körperliche  Örter  fest- 
hält, köimte  sich  deshalb  leicht  verleiten  lassen  aus  dieser 
zu  schliefsen,  dafs  man  wirklich  bei  der  Bestimmung  geome- 
trischer Örter  so  verfahren  sei.    Einem   solchen  Schlüsse  fehlt 
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indessen,  wie  wir  im  zweiten  und  siebenten  Abschnitt  gesehen 
haben,  jede  anderweitige  historische  Stütze,  da  keine  Spur 
darauf  deutet,  dafs  Aristäus  in  seiner  Schrift  über  körperliche 
Orter  im  Gegensatz  zu  allem,  was  uns  von  der  griechischen 
lA'hre  von  den  Kegelschnitten  aufbewahrt  ist,  diese  sollte 
stereometrisch  behandelt  haben,  und  da  ApoUonius'  drittes 
Buch,  welches  für  die  Bestimmung  körperlicher  Örter  besonders 
nützlich  sein  sollte,  rein  planimetrisch  ist  und  vor  allem  auf 
planimetrisch(*  AiiAvendungen  hinweist. 

Pappus'  Erklärung  des  Ursprunges  der  Benennung  ,körper- 
liche  Orter*  ist  also  allein  auf  die  stereometrische  Definition 
d(T  Kegelschnitte  aufgebaut,  und  die  Benennung  ,ebene  Orter' 
würde  sich  dann  nur  im  Gegensatz  zu  jener  gebildet  haben. 
Das  stinunt  auch  dazu,  dafs  Pappus  sagt,  diö  ebenen  Auf- 
gaben würden  mit  Recht  so  genannt,  weil  die  Linien,  mit  deren 
Hülfe  sie  gelöst  würden,  ihren  Ursprung  in  der  Ebene  hätten. 
Hat  nun  auch  dieses  Unterscheidungsmerkmal  den  körperlichen 
Orteni  und  Aufgaben  gegenüber  eine  formale  Berechtigung, 
wenn  man  einseitig  den  Gedanken  an  den  Ursprung  oder  die 
Definition  der  Kegelschnitte  festhält,  so  wird  dasselbe  doch 
von  dem  Augenblicke  an  logisch  unhaltbar,  wo  man  anfiingt 
sich  auch  linc^arer  Örter  zu  bedienen.  Auf  der  einen  Seite  ist 
es  nämlich  Pappus  und  seinen  Vorgängern  gelungen  einigen 
von  diesen,  z.  B.  der  Quadratrix,  eine  räumliche  Erzeugung  zu 
geben,  welche  den  Namen  ,köiperliche  Örter'  für  die  Kegel- 
schnitte weniger  bezeichnend  macht;  auf  der  anderen  Seite 
gehören  die  meisten  linearen  Örter,  wie  die  Konchoide,  voll- 
ständig, sowohl  ihrer  Delinition  (Entstehung)  als  ihrer  Behand- 
huig  nach,  der  Ebene  an.  Wenn  man  also  keine  natürlichere 
Erklärung  für  die  Entstehung  der  Einteilung  und  Benennung 
(U'r  geometrischer  Örter  und  Aufgaben  finden  kann  als  die  von 
Pajjpus  gegebene,  so  mufs  man  annehmen,  dafs  die  Benen- 
nungen  ,lineare  Orter  und  Aufgaben'  erst  entstanden  sind,  als 
die  Namen  .ebene  und  körperliche  Orter'  und  deren  Bedeutungen 
in  dem  Grade  fest  standen,  dafs  man  nicht  mehr  an  ihren  Ur- 
sjM'ung  dachte. 
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Gegenüber  dieser  Erklärung,  welche  ihre  beste  Stütze  in 
Pappus'  Autorität  hat  und  allerdings  nicht  unmöglich,  aber 
doch  zu  künstlich  ist,  als  dafs  sie  sonderliche  Befriedigung 
gewähren  könnte,  wollen  wir  versuchen  die  aufzustellen,  dafs 
die  Namen  ,eben'  und  ,körperlich*  ursprünglich  gewissen  Auf- 
gaben angehört  haben,  und  dafs  sie  nach  diesen  erst  später 
auf  die  geometrischen  Örter  übertragen  worden  sind,  welche 
bei  der  Lösung  dieser  Aufgaben  benutzt  wurden  ^).  Wenn  also 
Aufgaben,  welche  mit  Zirkel  und  Lineal  gelöst  werden,  eben 
genannt  wurden,  so  bei-uht  das  nicht  auf  irgendwelcher  be- 
sonderen Eigenschaft  der  Geraden  oder  des  Kreises,  sondern 
darauf,  dafs  diese  Aufgaben  dieselben  sind,  welche  algebraisch 
von  Gleichungen  von  höchstens  dem  zweiten  Grade  abhängen 
würden.  Wenn  man  nämlich  bedenkt,  wie  die  Griechen  in 
ihren  Flächenanlegungen  diese  Gleichungen  (auch  die  vom 
ersten  Grade,  welche  pai*abolische  Flächenanlegungen  geben) 
als  Forderungen  in  Bezug  auf  Flächen  ebener  Figuren  aus- 
drückten, und  wie  sie  dieselben  durch  Umlegungen  und  Ver- 
wandlungen solcher  Flächen  lösten,  so  ist  ersichtlich,  dafs  die 
angeführte  Benennung  auf  diese  Aufgaben  gut  pafst,  und  dafs 
es  natürlich  war  dieselbe  von  dem  Augenblick  an  zu  benutzen, 
wo  man  auf  andere  Aufgaben  stiefs,  die  im  Gegensatz  zu  diesen 
als  körperliche  bezeichnet  werden  konnten. 

Dies  mufste  geschehen,  sobald  man  die  Operationen,  durch 
welche  Aufgaben  auf  Flächenanlegung  zurückgefühii  werden, 
und  die  genau  der  algebraischen  Operation,  eine  Aufgabe  auf 
eine  Gleichung  zu  bringen,  entsprechen,  auf  solche  Aufgaben 
anzuwenden   versuchte,    welche   von   Gleichungen   dritten 


*)  Als  ich  einstmals  mündlich  diese  AufTassung  dem  verstorbenen  Pro- 
fessor Oppermann  gegenüber  berührte,  antwortete  er,  dafs  ganz 
dieselbe  sich  ilim  aufgedrängt  habe,  als  er  vor  vielen  Jahren  die  grie- 
chischen Geometer  studierte.  Damals  sprach  ich  nicht  weiter  mit  ihm 
über  diese  Sache  und  weifs  durchaus  nicht,  ob  er  die  erwähnte  An- 
schauung so  wie  ich  motivieren,  oder  weiter  anwenden  würde;  aber 
während  ich  später  dieses  Thema  weiter  verfolgte,  hat  schon  das  Be- 
wufstsein,  mit  einem  so  gründlichen  Kenner  der  antiken  Geometrie 
übereinzustimmen,  wenigstens  anregend  auf  mich  gewirkt. 
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Grades  abhängen,  und  dabei  den  Versuch  machte  diese  Auf- 
gaben in  eine  Form  umzuwandeln,  die  der  entsprach,  welche 
die  ebenen  Aufgaben  als  Flächenanlegungen  erhalten  hatten. 
Eine  solche  Form  erhält  man  durch  Anwendung  von  Gebilden 
mit  drei  Dimensionen,  und  wir  haben  schon  berührt,  dafs  die 
Griechen  dieselben  benutzten,  sowohl  um  Zahlen,  die  durch 
wirkliche  Multiplikation  gebildet  waren,  wie  auch  um  Gröfsen 
darzustellen,  welche  in  der  modernen  algebraischen  Sprache  durch 
Produkte  von  drei  anderen  dargestellt  würden.  Die  kubische 
Gleichung  o-^  -f  ax'  +  Bx  -t-  r  -==  0  wird  nämlich,  w^enn  man 
—  wie  wir  durch  die  Bezeichnungen  angedeutet  haben  — 
X  und  a  durch  Strecken,  B  durch  eine  Fläche  (Rechteck), 
r  durch  ein  Volumen  (Parallelepipedon)  darstellt,  zu  einer 
einfachen  Relation  zwischen  Rauminhalten.  Aufgaben,  welche 
sich  auf  diese  geometrische  Form,  unter  welcher  die  kubische 
Gleichung  bei  den  Arabern,  ja  noch  bei  Vieta  auftritt, 
reducieren  lassen,  werden  ganz  natürlich  im  Gegensatz  zu  den 
vorher  genannten  ebenen  Aufgaben  als  körperliche  Aufgaben 
bezeiclmc^t.  Der  Ursprung  der  Bezeichnungen  würde  dann  der- 
selbe sein,  welcher  jedenfalls  den  entsprechenden,  jetzt  ge- 
bräuchlichen Ausdrücken  ,quadratische  und  kubische  Gleichungen* 
zukommt.  Diese  Übereinstimmung  würde  ganz  vollständig  sein, 
wenn  man  annehmen  könnte,  dafs  eine  Aufgabe  erst  den 
Namen  .eben'  oder  .körperlich'  erhalten  habe,  nachdem  sie 
in  Flächenanlegungen  oder  in  die  entsprechenden  stereometri- 
schen Aufgaben  umgeformt  worden  sei. 

Indem  man  aber  dasselbe  Verfahren  auf  mehr  und  mehr 
Aufgaben  anzuwenden  versuchte,  mufste  man  auch  auf  solche 
treffen,  die  algebraisch  von  Gleichungen  höherer  Grade  ab- 
hängen würden,  die  sich  also  nicht  durch  eine  Relation  ersten 
Grades  zwischen  Strecken,  Flächen  und  Rauminhalten  darstellen 
liefsen,  und  die  man  also  garnicht  oder  jedenfalls  nur  auf  Um- 
wegen durch  eine  Gleichung  darstellen  konnte.  Diese  wurden 
lineare  Aufgaben  genannt,  vielleicht  weil  man  bei  ihrer  Be- 
handlung direkt  und  ohne  irgendwelche  Gleichung  als  Zwischen- 
glied auf  die  hierzu  dienenden,  neuen  krummen  Linien  hinge- 
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wiesen  wurde;  aber  es  ist  auch  möglich,  dafs  dieser  Name 
erst  in  einer  Zeit  entstanden  ist,  wo  die  von  uns  vermutete 
ursprüngliche  Veranlassung  zu  den  Namen  ,ebene  und  körper- 
liche Aufgaben'  vergessen  war. 

Der  Einteilung  der  Aufgaben  in  ebene,  körperliche  —  und, 
als  Ergänzung  hierzu,  lineare  —  würde  also  das  Bestreben  zu 
Grunde  liegen  dieselben  dadurch  zu  lösen,  dafs  man  sie  in 
der  angegebenen  Weise  auf  eine  Gleichung  zu  bringen  ver- 
suchte. Unsere  Annahme  wird  daher  ihre  beste  Stütze  in  dem 
Nachweise  finden,  dafs  dieses  Verfahren  so  verbreitet  gewesen 
ist,  dafs  eine  solche  Einteilung  in  der  Thal  einige  Verwendung 
finden  konnte. 

Dafs  dies  nun  mit  Rücksicht  auf  die  ebenen  Aufgaben 
vollständig  der  Fall  gewesen  ist,  sieht  man  aus  der  in  den 
vorhergehenden  Abschnitten  nachgewiesenen  häufigen  Anwen- 
dung der  geometrischen  Algebra,  bei  der  die  Flächenanlegung 
eine  Hauptrolle  spielt.  Hiervon  wird  man  noch  fester  über- 
zeugt werden,  wenn  man  im  Folgenden  sieht,  dafs  der  Haupt- 
gegenstand der  uns  erhaltenen  Schrift  des  Apollonius  über  den 
Verhältnisschnitt  der  war,  eine  gewisse  geometrische  Aufgabe 
auf  Flächenanlegung  zurückzuführen  und  diese  bei  Lösung  und 
Diskussion  derselben  zu  verwenden,  und  dafs  die  verlorene 
Schrift  über  den  Flächenschnitt  einen  ähnlichen  Gegenstand 
gehabt  hat,  was  wir  im  Vorhergehenden  auch  von  der  Schrift 
über  den  beslinmiten  Schnitt  angenommen  haben. 

Dafs  man  auch  die  naheliegende  Erweiterung  desselben 
Verfahrens  auf  solche  Aufgaben  versucht  habe,  welche  alge- 
braisch von  Gleichungen  dritten  Grades  abhängen  würden,  dafür 
hat  man  vor  allem  einen  Beweis  in  der  grofsen  Bedeutung, 
welche  man  der  Aufgabe  von  der  Verdoppelung  des  Würfels 
oder  allgemeiner  von  der  Multiplikation  des  Würfels  mit  einem 
gegebenen  Verhältnis  beilegte.  Diese  Bedeutung  hat  die  Auf- 
gabe sicherlich  nicht  durch  einen  Orakelspruch  erhalten,  viel- 
mehr ist  der  Orakelspruch  von  dem  geometrischen  Interesse 
inspiriert  gewesen,  welches  die  erwälmte  Aufgabe  schon  vorher 
in  Anspnich  nahm;  aber  diese  Bedeutung  rührt  dalier,  dafs 
die   Frage    nach    der   Multiplikation    des   Würfels    die   stereo- 
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metrische  Form  für  die  reine  kubische  Gleichung  ist,  und  dafs 
also  alle  geometrischen  Aufgaben,  welche  von  dem  Ausziehen 
von  Kubikwurzeln  abhängig  gemacht  werden  konnten,  sich  auf 
diese  Form  zurückführen  liefsen.  Hat  man  z.  B.  die  Gleichung 
j-3  =  brd,  so  wird  man,  wenn  man  a  als  mittlere  Propor- 
tionale  zu   c   und   d   bestimmt,    diese   umformen    können   in 

x'^  ^r=  (i'^b  =-=  (i^ ,  -     ,  also  in  die  Multiplikation  des  Würfels  a'^ 

mit  einem  linearen  Verhältnis,  zu  dessen  Nenner  man  immer 
die  Kante  des  Würfels  machen  kann.  Nun  findet  man  aller- 
dings bei  den  grofsen  mathematischen  Schriftstellern  keine  Auf- 
gaben, welche  direkt  auf  die  Forderung,  einen  Würfel  mit 
einem  Verhältnis  zu  multiplicieren,  zurückgeführt  sind;  aber  in 
Wirklichkeit  erreicht  man  dasselbe  durch  eine  Zurückführung 
auf  die  Konstruktion  von  zwei  mittleren  Proportionalen  x  und  y 
zwisch(*n  a  und  />,  bestimmt  durch  die  Gleichungi^n 

u  :x  =  x'.ij  =  1/  :b, 
Dafs  diese  Konstruktion  zusammenfiUlt  nüt  der  Bestimnmng 
(Un-  Seite  x  des  multiplicierten  Würfels  a'^h,  wai*  nämlich  hn 
Altertum  eine  wohlbekannte  Sache.  Wenn  man  sagte,  dafs 
eine  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  von  zwei  mittleren  Propor- 
tionalen zmückgeführt  sei,  so  i'wl  dies  ebenso  genau  mit  einer 
Zurückführung  auf  die  Multiplikation  eines  Würfels  zusanmien, 
wie  eine  Zurückfüiu*ung  auf  die  Konstruktion  einer  mittleren 
Proportional»  mit  der  Verwandlung  eines  Rechtecks  in  ein 
Qnadrat. 

Als  Beispiele  für  die  Reduktion  von  Aufgaben  auf  die  Kon- 
slruklion  von  zwei  mittleren  Proportionalen,  die  dann  als  bekannt 
vorausgesetzt  wird,  können  wir  bei  Archimedes  die  Sätze  1 
und  5  des  zweiten  Buchs  über  die  Kugel  und  den  Cylinder 
anführ(»n,  wo  diese  Konstruktion  zur  Bestinnnung  einer  Kugel, 
<lie  (»inem  gegebenen  Kegel  oder  Cylinder  gleich  ist,  und  eines 
Kugelabschnittes,  der  einem  gegebenen  Abschnitt  gleich  und 
einem  zweiten  ähnlich  ist,  benutzt  wird,  und  bei  Apollonius' 
Satz  o-l  des  5ten  Budies  über  die  Kegelschnitte.  Die  zuerst 
t'rwälinte  Anwendung  macht  es  wahrscheinlich,  dafs  man  vorher 
dieselbe   Konstruktion  zur  Bestimmung  eines  Würfels   benutzt 


i 
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habe,  der  z.  B.  einem  gegebenen  Prisma  oder  einer  gegebenen 
Pyramide  gleich  ist.  Auf  solche  Aufgaben,  die  also  zu  den 
ersten  gehören,  welche  auf  die  Verdoppelimg  des  Würfels 
zurückgeführt  sind,  würde  sich  der  Name  ,körperlich'  sogar  auch 
anwenden  lassen,  ohne  dafs  irgendwelche  Zurückführung  auf 
eine  Relation  zwischen  Würfeln  und  Parallelepipeden  erforder- 
lich wäre. 

Es  könnte  scheinen,  als  ob  dadurch,  dafs  man  die  Multi- 
plikation des  Würfels  in  die  Bestinunung  von  zwei  mitt- 
leren Proportionalen  umformte,  diese  Multiplikation  den  ste- 
reometrischen Charakter  verloren  habe,  der  nach  unserer 
Meinung  den  Namen  „köi-perliche  Aufgaben"  verursacht  hat. 
Durch  Betrachtung  der  ältesten  bekannten  Bestimmung  dieser 
mittleren  Proportionalen,  nämlich  derjenigen,  welche  wir  Ar- 
chytas^)  verdanken,  wird  man  mdessen  erkeimen,  dafs  die 
Sache  in  der  ersten  Zeit  nicht  so  aufgefafst  wurde.  Wie  künst- 
lich die  Ausführung  der  Konstruktion,  welche  Archytas  giebt, 
auch  sein  mag,  so  ist  der  Gedankengang  derselben  doch  recht 
natürlich,  wenn  er  sich  ausdrücklich  vorgenommen  hat  da- 
durch zur  Konstruktion  zu  gelangen,  dafs  er  djis  Verfahren, 
welches  für  die  planimetrische  Bestimmung  von  einer  mittleren 
Proportionale  benutzt  wird,  auf  den  Raum  erweitert.  Eine 
natüi'liche  Veranlassung  zu  einem  solchen  Versuch  kann  die 
Betrachtung  gegeben  haben,  dafs  die  Bestimmung  von  zwei 
mittleren  Proportionalen  der  Multiplikation  des  Würfels  gegen- 
über dieselbe  Rolle  spielt,  wie  die  Bestimmung  von  einer 
gegenüber  der  entsprechenden  ebenen  Aufgabe.  Da  dieser 
Versuch  gelang,  und  da  man  bei  der  gefundenen  Konstruktion 
in  der  That  nui*  durch  Benutzung  der  drei  Dimensionen  des 
Ramnes  Platz  erhalten  hatte  um  die  beiden  ebenen  Figuren, 
welche  x  als  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und  y,  //  als 
solche  zwischen  x  und  b  geben,  in  die  richtige  Verbindung  zu 
bringen,  so  nmfste  man  dadurch  noch  mehr  in  der  Auffassung 


' )  Archytas'  Losung,  welche  in  den  meisten  Darstellungen  der  Geschichte 
der  Mathematik  mitgeteilt  wird,  findet  sich  in  Eutokius'  Kommentar 
zu  Archimedes  (vei*gl.  Heihergs  Ausgabe  von  Archimedes,  III.  S.  98tT.). 
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bestärkt  werden,  dafs  die  Stereometrie  das  natürliche  Mittel 
zur  Behandlung  dieser  Art  von  Aufgaben  sei.  Die  übrigens 
unbekannten  Kurven,  welche  von  Eudoxus  hierfür  angewandt 
wurden,  scheinen  auch^)  mit  der  Stereometrie  in  Verbindung 
gestanden  zu  haben.  Da  Menächmus  später  dieselbe  Auf- 
gabe durch  Kegelschnitte  Kiste  ^),  indem  er  x  und  y  als  Koor- 
dinaten eines  Durchschnittspunktes  zwischen  den  Parabeln 

X-  =  ay     und     y*  =  hx 
oder  zwischen  einer  von  diesen  und  der  Hyperbel 

x\j  =.  (ih 

bestimmte,  so  kann  man  recht  wohl  eine  unbestinnnte  Ver- 
mutung darüber  gehabt  haben,  dafs  die  stereometrische  Defini- 
tion der  Kegelschnitte  in  irgendwelcher  Verbindung  mit  der 
Anwendbarkeit  derselben  auf  die  Lösung  körperlicher  Aufgaben 
gestanden  habe.  Eine  solche  Vennutung  kann,  selbst  wenn 
meine  Annahme  richtig  ist,  dafs  die  Aufgaben  zuerst  den  Namen 
,kürperlicli'  erhalten  haben  und  dafs  der  entsprechende  Name 
der  Kegelscluiitte  im  wesentlichen  ihrer  Anwendbarkeit  für  die 
Lr)suiig  dieser  Aufgaben  zuzuschreiben  sei,  zur  Bildung  di(»ses 
letzten  Namens  mitgewirkt  haben. 

Die  Verdoppelung  d(»s  Würfels  ist  nicht  das  einzige  Beispiel 
dafür,  dafs  man  im  Altertum  Aufgaben,  deren  Lösung  von 
kubischen  Gleichungen  abhängt,  auf  Gleichungen  brachte  und 
diese  stereometrisch  ausdrückte.  Noch  ein  wichtiges  Beispiel 
hierfür  findet  sich  im  zweiten  Buche  von  Archimedes'  Schrift 
über  die  Kugel  und  den  Cylinder.  In  Satz  4^)  daselbst  be- 
hand(^lt  i»r  die  Aufgabe,  durch  eine  Ebene  eine  Kugel  in  zw(.m 
SegnuMite  zu  teilen,  deren  Inhalte  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnis st(4ien.  Diese  Aufgabe  wird  durch  eine  Proportion 
ausgedrückt,  welche  mit  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade 
identisch  ist,  und  die  Lösung  dieser  wird  zum  Schlüsse  ver- 
sprochen. Doch  fehlt  dieselbe  in  dem  uns  überlieferten  Text 
und  hat  schon  früh  gefehlt.     Archimedes'  Kommentator,  Eu- 


')  (Genaueres  hierüber  folgt  im  21«'«'»  Abschnitt. 
')  Aichiiiiedes,  Ausg.  v.  Heiberg,  III,  S.  9^2. 
^)  .Satz  .")  in  F^eyrard.s  französischer  Ausgabe. 
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tokius,  meint  indessen  in  einem  alten  Manuskript,  das  ebenso 
wie  Archimedes'  authentische  Arbeiten  im  dorischen  Dialekt 
geschrieben  war,  und  in  welchem  die  Kegelschnitte  auf  dieselbe 
altertümliche  Weise  wie  von  Archimedes  benannt  werden,  eine 
allerdings  fehlerhafte  Kopie  von  Ar<jhimedes'  eigener  Lösung 
und  Diskussion  gefunden  zu  haben.  Da  nun  die  Historiker  im 
Ganzen  nicht  abgeneigt  sind  Eutokius'  Vermutung  für  richtig^) 
zu  halten  und  zu  glauben,  dafs  seine  berichtigte  Ausgabe 
des  erwähnten  Manuskriptes  im  wesentlichen  das  wiedergiebt, 
was  Archimedes  selbst  über  diese  Sache  gegeben  hatte,  so  will 
ich  hier  auf  diese  Annahme  vertrauen,  indem  ich  mich  vor- 
läufig an  die  angeführten  äufseren  Gründe  halte. 

Mit  Rücksicht  auf  die  ganze  Behandlung  der  erwähnten 
geometrischen  Aufgabe  wollen  wir  zunächst  bemerken,  dafs 
Archimedes,  welcher  den  bihalt  eines  Segments  nicht  auf  die- 
selbe Weise  wie  wir  ausdi'ückte,  nicht  so  umnittelbar  die  Auf- 
gabe durch  die  Gleichung 

m  -f-  fi 
darstellen  konnte,  wo  h  die  Höhe  des  einen  Segments,  r  den 

Kugelradius  und  das  gegebene  Verhältnis  bedeutet.  Er  ge- 
langt zuerst  zu  einer  hiermit  gleichbedeutenden  Proportion 
durch  eine  Reihe  von  Operationen,  welche  mit  unseren  Elimi- 
nationen gleichbedeutend  sind,  und  bei  denen  er  direkt  der 
Bildung  einer  Gleichung  oder  Proportion  mit  einer  ein- 
zigen Unbekannten,  oder  richtiger  mit  emem  einzigen  unbe- 
kannten Punkt  zustrebt. 

Die  Bestinnnung  des  Volumens  eines  Kugelsegments  ADC 
(vergl.  Fig.  40,  welche  einen  ebenen  Schnitt  durch  die  Sym- 
metrieaxe  darstellt),  von  der  er  ausgeht,  ist  die,  dafs  das  Seg- 
ment einem  Kegel  über  derselben  Grundfläche  AC  gleich  ist, 
dessen  Höhe  LX  durch  die  Proportion 


*)  So  auch  Hei  her  ja:,  der  letzte  Herausgeber  von  Archimedes;  man 
vergl.  unter  anderem  seine  Ausgabe  I,  S.  :215.  Die  betreffende  Stelle 
bei  Eutokius  findet  sich  in  derselben  Ausgabe,  III,  S.  152  ff. 
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R^ 


Fig.  40. 

KB  +  XB 
XB 


LX 
DX 


bestimmt  wird,  wo  K  den  Mittelpunkt  der  Kugel  bezeichnet. 

Um  den  Plan  deutlich  zu  machen,  dem  Archimedes  bei 
seinen  Umformungen  folgt,  wollen  wir  lieber  in  dieser  Propor- 
tion die  Bezeichnung  h  für  die  Höhe  des  Segments,  r  für  den 
Radius  der  Kugel  und  k  für  die  Höhe  des  Kegels  einführen; 
dadurch  setzen  wir  nämlich  nur  die  Anschauungsmittel,  an  die 
wir  uns  bei  Operationen  mit  ebendenselben  Sätzen  über  Pro- 
portionen gewöhnt  haben,  an  Stelle  derjenigen,  welche  die 
Griechen  besafsen,  indem  sie  den  Punkten  in  der  Figur  folgten. 
Dann  erhält  man 

3  /•  —  //         A' 

Tr—li  ^  T'  ^^' 

Drückt  man  nun  auf  dieselbe  Weise  das  andere  Kugelsegment 
ABC  mit  der  H()he  //'  durch  einen  Kegel  mit  der  Höhe  k*  aus, 
so  ergiebt  sich  ferner 


3r  — //' 


'2r-^h' 


k^ 


sowie  2r  =  h  -\-  h' , 

und  nach  der  Forderung  der  Aufgabe 


(2) 


k 
k* 


m 
n 


(4) 


238  Elfter  Abschnitt. 

Es  kommt  also  darauf  an,  aus  diesen  Gleichungen  Ar,  k* 
und  A'  zu  elimineren ;  Archimedes  erreicht  dasselbe  durch  Fort- 
schaffen der  unbekannten  Punkte  L  und  R  aus  den  Propor- 
tionen (1),  (2)  und  (4),  die  man  sich  auf  die  von  ihm  benutzte 
Art,  durch  welche  unsere  Gleichung  (3)  durch  die  Figur  selbst 
überflüssig  gemacht  wird,  dargestellt  denken  mufs.  Die  Elimi- 
nation wird  dadurch  ausgeführt,  dafs  man  zuerst  mit  Hülfe 
von  (3)  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  die  Formen 

h    k  —  h   r  k  —  Ä  +  r  ^. 

bringt.     Die  Gleichheit   des  zweiten  und  vierten  Verhältnisses 

giebt 

k  —  h  +  r  _      k  +  k' 

k  —  h       "^  k  —  ii  -f~r 

oder  (A-  —  li-\-yY  =  {k  —  h)  {k  +  t) , 

mithin 

wo  man  die  letzten  Umformungen  aus  der  Gleichheit  der  beiden 
ersten  Verhältnisse  in  (5)  erhält.    Nun  giebt  (4) 

in  +  //         k  +  k'         k  +  k*    k  —  h 


m  k  k  —  h         k 

r 


_  /2r\«      r 
—  \  h  )    r  4-  A' 


i)  .-^  » 


=  (t) 


3r  — A  ' 


wo    wiederum    die   Umformung   des   letzten   Faktors   auf  der 
Gleichheit  der  beiden  ersten  Verhältnisse  in  (5)  beruht. 

hl  dem  letzten  Ausdruck  für  — ^t_   haben   wir    also   die 

m 

kubische  Gleichung  gefunden,    welche  zur  Bestimmung  von  A 

dient.    Um  diese  auszudrücken   hat  Archimedes  in   die  Figur 

einen  Punkt  Z  eingeführt,  der  so  bestimmt  ist,  dafs  BZ  =  r, 

wodurch  3r  — A  ==  XZ,  und  einen  Punkt  T,  der  so  bestimmt 

ist,  dafs  TZ  =-  — ; —  .  r.    Dann  erhält  er  die  Proportion 

DX^   ~~    TZ  '  ^^ 
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in  der  alle  Punkte  mit  Ausnahme  von  X  bekannt  sind.  Die 
Aufgabe  besteht  dann  darin,  die  bekannte  Strecke  DZ  durch 
einen  Punkt  A^  so  zu  teilen,  dafe  diese  Proportion  stattfindet. 

Die  Aufgabe  ist  hier  nicht  auf  eine  in  stereometrischer 
Form  dai*gestellle  kubische  Gleichung  zurückgeführt,  sondern 
—  entsprechend  der  Darstellung  der  Multiplikation  des  Würfels 
als  einer  Bestimmung  von  zwei  mittleren  Proportionalen  — 
auf  eine  mit  einer  solchen  kubischen  Gleichung  gieichbedeutende 
Proportion.  In  der  von  Eutokius  mitgeteilten  weiteren  Be- 
handlung und  Diskussion  wird  dagegen  die  stereometrische 
Darstellungsform  eingeführt:  Teilung  einer  Strecke  in  zwei 
solche  Abschnitte,  dafs  das  aus  dem  einen  Abschnitt 
und  dem  Quadrate  des  anderen  gebildete  Parallele- 
pipedon  ein  gegebenes  Volumen  erhält,  und  diese  wird 
gleichzeitig  mit  der  Darstellung  durch  die  Proportion  (7)  be- 
nutzt. Die  Einführung  dieses  Volumens  ist  nicht  ohne  Bedeu- 
tung für  die  allgemeine  Diskussion  der  Bestimmung  von  X 
durch  die  Proportion  (7).  In  der  hierzu  gehörigen  Grenzbedin- 
giing  sind  nämlich  die  gegebenen  Werte  von  DB  und  TZ, 
jeder  für  sich  genommen,  gleichgültig;  es  kommt  nur  darauf 
iui,  dafs  (las  aus  diesen  bestimmte  Parallelepipedon  DIP.TZ 
kleiner  wird  als  der  Maximalwert,  den  DX^.XZ  für  die  ver- 
schiedenen Lagen  des  Punktes  A"  auf  der  bekannten  Linie  DZ 
annehmen  kann.  Da  nun  auch  Archimedes  in  seinem  eigenen 
Text  auf  diese  Diskussion  hindeutet,  indem  er  sagt,  dafs  die 
in  Proportion  (7)  gegebene  Aufgabe  einen  Diorisnms  (Abgren- 
zung) vcH'langt,  wenn  dieselbe  allgemein  gestellt  wird,  aber 
nicht  in  der  vorliegenden  speciellen  Anwendung,  in  der  die 
Gn^nzbedingungen  von  selbst  erfüllt  sind,  so  ist  kein  Grund  zu 
der  Annahme  vorhanden,  dafs  die  Einführung  der  stereo- 
metrischen Darstellung  Eutokius'  Verbesserung  des  vorliegenden 
mangelhatten  Manuskripts  zu  verdanken  sei.  Jedenfalls  mufste 
eine  solche  Darstellung  dem  Archimedes  ebenso  nahe  liegen 
wie  (lern  Eutokius. 

Was  nun  die  Form  betrififl,  w^elche  unsere  Gleichung  dritten 
Grades  hi(ir  erhalten  hat,  so  ist  es  beachtenswert,  dafs  dieselbe 
vollkonnnen  mit  der  Form  übereinstimmt,  in  der  die  Anwen- 


i 
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dung  der  Firichenanlegungen  oder  der  quadratischen  Gleichungen 
am  häufigsten  bei  den  griechischen  Schriftstellern  auftritt.  Eine 
Aufgabe,  welche  auf  diesem  letzteren  Wege  gelöst  werden 
soll,  wird  nämlich  im  allgemeinen  darauf  zurückgeführt  „auf 
einer  gegebenen  Strecke  oder  deren  Verlängerung  einen  Punkt 
zu  bestinmien,  dessen  Abstände  von  den  Endpunkten  der 
Strecke  ein  Rechteck  von  gegebener  Fläche  bilden",  und  diese 
Fläche  wird,  wie  hier  das  gegebene  Volumen,  durch  die  Ab- 
stände der  Endpunkte  der  Strecke  von  zwei  gegebenen  Punkten 
der  Linie  ])estinmit  ^).  Diese  Übereinstinnnung  verdient  um  so 
mehr  beachtet  zu  w^erden,  als  man  dadurch,  dafs  man  der 
Darstellung  der  kubischen  Gleichung  dieselbe  Ausdehnung  giebt 
wie  derjenig(»n  der  quadratischen,  dieselbe  auf  jede  Gleichung 
von  der  Form 

a'»-fr<.r2+  r==  0  (8) 

anwendbar  machen  kann.  Die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und 
zwar  sowohl  die  positiven  wie  die  negativen,  die  ja  positive 
Wurzeln  in  (»iner  anderen  Gleichung  von  derselben  Form 
sind  und  also  auch  für  die  Alten  Lösungen  anderer  Aufgaben 
derselben  Art  dai'stellen  konnten,  w(?rd(»n  sich  nämlich  immer 
dadurch  bestiimnen  lassen ,  dafs  man  auf  einer  Strecke  (^  a) 
oder  ihrer  Verlängerung  einen  solchen  Punkt  bestimmt,  dafs 
das  Quadrat  seines  Abstandes  (r)  von  dem  einen  Endpunkt 
und  sein  Abstand  von  dem  anderen  Endpunkt  ein  Parallel- 
epipedon  von  gegebenem  Volumen  (-^-  F)  bilden. 

Nnnmehi*  wollen  wir  anführen,  wie  nach  den  Mitteilungen 
von  Eutokius  die  kubische  Gleichung,  auf  welche  die 
Teilung  der  Kugel  zurückgeführt  ist,  durch  Kegelschnitte 
gelöst  wird.  Diese  Lösung  schliefst  sich  möglichst  eng  an 
die  Proportion  (7)  an,  durch  welche  die  Aufgabe  dargestellt 
wird.     Setzt  man  nämlich 

')  Das  sieht  man  naineiitlich  aus  Apollonius' Schrin  ul»er  den  Verhaltnis- 
schiiitt:  ein  Referat  nl)er  diese  Schrill  wenlen  wir  im  ir)ten  Abschnitt 
t,'eben. 


Lösung  kubischer  Gleichungen  durch  Kegelschnitte.  241 

wo  e  eine  Strecke  bedeutet  (die  beliebig  sein  kann,  die  aber 
in  der  von  Eutokius  mitgeteilten  Lösung  gleich  der  Strecke 
DZ  {==  3r)  ist,  die  geteilt  werden  soll),  so  zeigt  die  Pi'opor- 
tion  (7),  dafs  auch 

Läfst  man  nun  X  die  Linie  DZ  durchlaufen,  und  ist  y  eine 
in  X  errichtete  Ordinate,  so  stellt  (9)  eine  Parabel  mit  dem 
Scheitel  in  D  und  mit  DZ  als  Tangente  dar,  und  (10)  eine 
Hyperbel  mit  DZ  und  der  in  Z  darauf  errichteten  Senkrechten 
als  Asymptoten.  X  wird  dann  die  Projektion  eines  Schnitt- 
punktes dieser  Kurven  auf  DZ,  oder,  wie  wir  es  algebraisch 
ausdrücken  würden,  h  wird  die  Abscisse  eines  solchen  Schnitt- 
punktes. 

Auch  hier  wollen  wir  bemerken,  dafs  nicht  nur  jede  Glei- 
chung von  der  Form  (8)  sich  unmittelbar  auf  dieselbe  Weise 
lösen,  sondern  dafs  diese  Lösung  sich  sogar  auf  jede  Gleichung 
dritten  Grades  anwenden  läfst.    Schreibt  man  diese: 

x^+ax^  +  Bx  ==  Cd, 

so    lassen    ihre   Wurzeln    sich   bestimmen    als   Abscissen    der 

Durchschnittspunkte  zwischen  der  Hyperbel    y  =  —  und  der 

Parabel   di/  =  x^  -\-  a  x  4-  B. 

Noch  bleibt  uns  übrig  von  dem  Diorismus  zu  sprechen, 
von  dem  Archimedes,  wie  schon  bemerkt,  in  der  Schrift  über 
die  Kugel  und  den  Cylinder  sagt,  dafs  er  nötig  sei  bei  einer 
Proportion  von  der  Form  (7),  in  der  X  ein  Punkt  der  gege- 
benen Strecke  DZ  selbst  sein  soll,   oder  bei  einer  Gleichung 

von  der  Form 

x^a  —  x)  =  6V,  (11) 

wo  a  eine  gegebene  Strecke  bedeutet  und  b^c  ein  in  einer 
für  die  Lösung  bequemen  Form  dargestelltes  Volumen.  Da  es 
sich  um  eine  Teilung  von  a  handelt,  so  wird  hier  nur  nach 
solchen  Wurzeln  gefragt,  welche  den  Bedingungen  0<j'<a 
genügen,  und  das  thun  in  Wirklichkeit  alle  positiven  Wurzeln. 
Die  Mciglichkeit  solcher  ist  davon  abhängig,  ob  das  gegebene 
Volumen  b'^  r  gröfser,  gleich  oder  kleiner  ist  als  der  Maximal- 

16 
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wert  von  X'{a  —  x).  In  dem  von  Eutokius  mitgeteilten 
Manuskript  wird  gesagt,  dafs  dieser  Maximalwert  stattfinde, 
wenn  x  =  |«.  Hat  nämlich  b^c  den  hierzu  gehörenden  Wert 
./y  a^,  so  berühren  sich  die  für  die  Konstruktion  benutzten  Kurven 
(9)  und  (10)  oder 


/>2 
X'  ^=        .  ji    und    Iß  {a  —  x) 


ce. 


Denn   erstens  bestimmt   die  Abscrsse  x  =  \a   einen   gemein- 
schaftlichen Punkt  P  (Fig. 41)  der  beiden  Kurven;   weiter  wird 

die  in  P  an  die  Parabel  gezogene  Tan- 
gente   auf  der   Tangente    des   Scheitel- 


Fi^'.  41. 


X 

Punktes  das  Stück  -^-  abschneiden,   also 

durch  die  Mitte  S  der  Abscisse  DQ 
gehen.  Da  hierdurch  SQ  •-=  QZ  wird, 
so  ist  ersichtlich,  dafs  P  die  Mitte  des 
Stückes  wird,  welches  die  Asymptoten 
der  Hyperbel  von  der  an  die  Parabel 
gezogenen  Tangente  abschneiden.  Diese 
berührt  also  die  Hyperbel  in  demselben 
Punkte. 

Dal's  X'  {a  —  x)  nun  wirklich  einen  Maxi  m  a  1  w  e  r  t  an- 
ninnnt,  wenn  x  ^=^  ^a  ist  oder  wenn  X  auf  den  Punkt  Q  der 
Figur  ITdlt,  wird  ferner  dadurch  gezeigt,  dafs  man  X  andere 
Lagen  entweder  auf  DQ  oder  auf  QZ  einnehmen  läfst.  Läfst 
man  gleichzeitig  c  und  f\  und  dadurch  auch  die  Hyperbel, 
unveränderlich  sc^in,  so  nuifs  die  Parabel,  deren  Schnittpunkt 
mit  d(T  Hyperbel  den  Punkt  A'  bestinunen  soll,  durch  einen 
von  P  verschiedenen  Punkt  der  Hyperbel  gehen,  also  innerhalb 

der  Parabel  PI)  lallen.    Ihr  Paramel(*r         wird  mithin  kleiner, 

e 

folglich  auch  das  diesem  entsprechende  Volumen  h^  (\ 

Diese  Diskussion  sowohl   wie  die   Figur    lassen    erkennen, 

dafs,  wenn  h'^  c  <^  ,,\  d'^,   zwei  Lö."^ungen  (Eitstehen,  von  denen 

die  eine  kleiner,  die  andere  gröfser  als  ^a  ist,  oder  dafs  durch 

die  Proportion  (7)  zwei  Punkte  A'  bt\stiimnt  werden,  von  denen 

der  eine  auf  J)Q  fiillt,  der  andere  auf  QZ. 
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Soll  nun  die  hier  diskutierte  Gleichung  (11)  oder  die 
Proportion  (7)  im  besonderen  auf  die  Teilung  der  Kugel  ange- 
wendet werden,  so  ist  (Fig.  40)  a==2>Z=3r,  />  =  Z)jK  =  2r, 

c  =  TZ  =.  -- ''  —  .  r ,  mithin 

m  +  // 

h'^-c  =  4— '-^r«; 
m  -(-  n 

da  4  —  - — r'^   kleiner  als  4r^  oder  als  A^'^  ist,    so  ist  die 


Teilung  möglich,  und  da  der  gesuchte  Punkt  X  auf  den  Durch- 
messer DB  der  Kugel  fallen  mufs,  so  nmfs  X  kleiner  als  DB 
oder  als  |rt  sein.  Man  kann  folglich  nur  die  eine  von  den 
beiden  Lösungen  der  Gleichung  gebrauchen.  Die  gestellte  Auf- 
gabe erhält  also  immer  eine  und  nur  eine  Auflösung  und 
giebt,  wie  Archimedes  sagt,  keine  Veranlassung  zu  einem  Dio- 
risnms. 

Es  ist  klar,  dafs  jede  Gleichung  dritten  Grades,  in  der  das 
Glied  vom  ersten  Grade  fehlt,  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise 
diskutieren  lassen  mufs,  wie  es  hier  mit  der  specielleren  Form 
geschehen  ist.  Ferner  lassen  sich  auch  wenigstens  die  Bedin- 
gungen dafüi-,  dafs  ein  gegebener  Wert  von  x  zweimal  Wurzel 
einer  allgemeinen  Gleichung  dritten  Grades  wird,  leicht  ableiten 
aus  der  angedeuteten  Lösung  mittels  einer  Parabel  und  einer 
Hyperbel.  Es  kommt  nur  darauf  an ,  dafs  diese  Kurven  sich 
in  einem  Punkte  mit  der  gegebenen  Abscisse  berühren. 

Fassen  wir  das  alles  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dals  Ar- 
chimedes eine  gewisse  Aufgabe,  die  nicht  unmittel- 
bar als  kubische  Gleichung  hervortrat,  auf  eine  solche 
Gleichung  zurückgeführt  hat;  dafs  er  graphisch  durch 
die  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  diese  Glei- 
chung, welche  unter  die  Form  x'^  —  ax^'\-h'^c  ==  0  ge- 
hörte, gelöst  hat,  und  dafs  er  seine  Lösung  zur  Be- 
stimmung der  positiven  Wurzeln  in  jeder  solchen 
Gleichung,  in  der  a  und  c  positiv  sind,  angewandt 
und  die  Bedingungen  dafür  untersucht  hat,  dafs 
zwischen  0  und  a  sich  0,  1  oder  2. Wurzeln  ergeben. 

Es  zeigte  sich  femer,  dafs  Lösung  und  Diskussion 
sich    unmittelbar    auf    alle   solchen    kubischen    Glei- 
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chungen,  in  denen  das  Glied  vom  ersten  Grade  fehlt, 
anwenden  und  sich  ziemlich  leicht  auf  jede  kubische  Glei- 
chung ausdehnen  lassen. 

Hierbei  haben  wir  nun  allerdings  vorausgesetzt,  dafs  Eu- 
tokius'  Vermutung,  das  von  ihm  gefundene  Manuskript  ent- 
halte wirklich  Archimedes'  eigene  weitere  Behandlung  der 
Aufgabe,  richtig  sei.  Diese  Vermutung  wird  in  hohem  Grade 
bestärkt  durch  die  Übereinstimmung  zwischen  diesem  Manu- 
skript und  Archimedes'  eigener  Äufserung,  dafs  der  Diorismus 
erst  Anwendung  auf  die  durch  die  Gleichung  ausgedrückte 
allgemeinere  Aufgabe  finde,  und  durch  die  unmittelbare  An- 
knüpfung der  Lösung  an  die  Proportion,  in  der  Archimedes 
die  Aufgabe  ausdrückt. 

Hierzu  kommt,  dafs  die  mitgeteilte  Lösung  eine  unmittel- 
bai-e  Erweiterung  von  Menächmus'  Lösung  der  reinen  kubi- 
schen Gleichung  ist,  so  dafs  sie,  wenn  man  das  Problem  erst 
auf  Archimedes'  trinomische  Gleichung  reducieil  hatte,  die 
nächstliegende  sein  mufste.  Aus  diesen  Gründen,  denen  wir 
bald  noch  einen  hinzufügen  werden,  würden  wir  auch,  selbst 
wenn  Eutokius'  Manuskript  nur  als  eine  Vermutung  über  Archi- 
medes' Lösung  entstanden  sein  sollte,  diese  Vermutung  für  die 
beste  halten,  die  möglich  ist.  Seinerseits  ist  dieses  Manuskript, 
das  aus  einer  viel  älteren  Zeit  als  der  des  Eutokius  stanunen 
mufs,  ein  sicheres  Zeugnis  dafür,  dafs  dasjenige,  was  hier 
dem  Archimedes  zugeschrieben  wird,  jedenfalls  innerhalb  der 
alten  griechischen  Mathematik  erreicht  worden  ist.  Der  Dio- 
rismus fällt  übrigens,  wie  wir  im  13ten  Abschnitt  sehen  werden, 
in  seinen  Hauptzügen  mit  dem  zusammen,  den  Apoll onius 
in  seinem  fünften  Buche  auf  eine  andere  Aufgabe  anwendet. 

Was  nun  Archimedes  selbst  betrifft,  so  würde,  selbst 
wenn  man  von  dem  Manuskripte  und  den  obenstehenden  Fol- 
gerungen absehen  und  sieh  unmittelbar  an  seine  authentischen 
Werke  halten  wollte,  aus  diesen  letzteren  mit  Bestimmtheit 
hervorgehen,  dafs  er  eine  Lösung  der  erwähnten  trinomi- 
schen  Gleichung  besafs;  denn  er  kann  sich  unmöglich  damit 
begnügt  haben  eine  Aufgabe,  die  er  nach  seiner  eigenen  An- 
gabe vollständig   behandelt,   auf  eine   andere   zurückzuführen, 
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die  er  nicht  lösen  konnte.  Dafs  er  auch  den  Diorismus 
kannte,  geht  aus  seinen  Äufseiningen  unmittelbar  hervor,  und 
auch  dieser  Umstand  ist  ein  Zeugnis  dafür,  dafs  er  wirklich 
mit  einer  Methode  diese  Aufgabe  zu  lösen  bekannt  war. 

Aus  einer  Äufserung  an  einer  anderen  Stelle  bei  Archi- 
medes kann  man  ferner  sehen,  dafs  diese  Auflösungsmethode, 
selbst  wenn  sie  von  derjenigen,  die  wir  ihm  nach  Eutokius 
beigelegt  haben,  [verschieden  sein  sollte,  dennoch  ebenso  wie 
diese  auf  alle  Gleichungen  dritten  Grades  anwendbai-  war, 
in  denen  das  Glied  vom  ersten  Grade  fehlte.  Am  Schlüsse 
der  Vorrede  zu  dem  Werke  über  Konoide  und  Sphäroide  sagt 
er  nämlich*),  dafs  die  in  dieser  Schrift  gefundenen  Resultate 
anwendbar  seien,  um  viele  Sätze  zu  finden  und  viele  Aufgaben 
zu  lösen,  und  als  Beispiel  für  diese  nennt  er  folgende:  durch 
eine  Ebene,  welche  einer  gegebenen  parallel  ist,  von  einem 
gegebenen  Sphäroid  oder  Konoid  ein  Segment  abzuschneiden, 
welches  einem  gegebenen  Kegel,  Cylinder  oder  ein(^r  gegebenen 
Kugel  gleich  wird. 

Für  die  rechtwinkligen  Konoide,  d.  h.  Umdrehungspara- 
boloide,  wird  diese  Aufgabe  ,,eben"  und  geht  uns  also  hier 
nichts  an. 

Für  die  Sphäroide,  d.  h.  Umdrehungsrllipsoidc*,  wird  die 
Aufgabe  nach  Archimerl(*s'  Bestinuuung  der  Volumina  von 
Sphär()ids(L»gmentf*n  nicht  wissentlich  verschieden  von  derjenigen, 
wo  das  S^*giiH*nt  ein  Kugelsf*gment  ist.  Da  überdi«*s  im  letz- 
teren Falle  (Uls  Verliältnis  zwisclien  dem  Volumen  d(^s  ver- 
langten Sf*gmr*ntes  und  dem  der  Kugel,  von  d<*r  djts  S<»gment 
abgeschnitten  w^'nU^n  sr>ll,  leicht  zu  beslinmien  ist,  so  ist  es 
wohl  keinem  Zw^if«,*!  unterworfen,  dafs  Arcliimedes  die  genannte 
Aufgabe  auf  dieselbe  Gleichung  ofler  Fro[K>rlion  (7),  zu  der  er 
in  der  Schrift  über  die  Kugel  und  den  Cylinder  gelangt,  zurück- 
geführt habe,  doch  mit  der  Verallgemeinerung,  dafs  die  gege- 
bene Gröfse  TZ  nicht  sclion  durch  die  Form  der  Fnig<»stellung 
einer  B^-grenzung  unterworfen  war.  Darum  ist  cler  Diorismus 
nun  nicljt  melir  überflüssig,   wenn  aueh  win  H«*sultat  nur  das 
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selbstverständliche  wird,  dafs  das  Segment  kleiner  als  das 
Sphäroid  sein  mufs.  Die  Anwendung  der  Gleichung  der  El- 
lipse kann  möglicherweise  hier  eine  einfachere  Reduktion  auf 
die  Proportion  (7)  ergeben  haben,  als  diejenige  ist,  welche  wir 
in  der  Schrift  über  die  Kugel  und  den  Cylinder  fanden. 

Was  endlich  die  stumpfwinkligen  Konoide,  d.  h.  die  hyper- 
bolischen Umdrehungshyperboloide  betrifft ,  so  bestinnnt  Ar- 
chimedes  das  Volumen  ihrer  Segmente  in  der  Weise,  dafs  die 
Forderung  der  Aufgabe  für  ihn  g(^nau  mit  der  Gleichung 

zusanunenfiillt,  w^orin  2w  die  Länge  desjenigen  Durchmessers 
des  Hyperboloids  bedeutet,  welcher  durch  den  Mittelpunkt  des 
begrenzenden  ebenen  Schnittes  geht,  x  das  Stück,  welches  auf 
diesem  Durchmesser  zwischen  der  Fläche  und  der  Ebene  ab- 
geschnitten wird,  y  den  Abstand  vom  Mittelpunkt  des  Schnittes 
bis  zu  einem  von  den  Punkten  der  Schnittkurve,  w^elche 
zugleich  in  einer  festen,  durch  den  Durchmesser  gehenden 
Ebene  liegen,  und  F  ein  als  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon 
dargestelltes  Volumen.  Nach  der  Gleichung  des  in  der  Dia- 
metralebene liegenden  hyperbolischen  Sclmittes  steht  y*  in 
einem  konstanten  Verhältnis  zu  x{ila  -\-  x);  die  aufgestellte 
Gleichung  verwandelt  sich  also  in 

wo  b'C  ein  neues  bekanntes  rechtwinkliges  Parallelepipedon, 
das    auf  eine    für    die   Lösung   betjueme   Form   gebracht    ist, 

bedeutet,  oder  in  die  Proportion     ,  = -,  die  mit  der 

x^  c 

bei  der  früheren  Aufgabe  aufgestellten  Proportion  (7)  zusam- 
menfällt, wenn  man  x  =  DX  einen  Punkt  auf  der  Ver- 
längerung der  gegebenen  Strecke  DZ  (^=  8a)  über  D  hinaus 
bestimmen  läfst.  Die  Aufgabe  Killt  also  nach  Archimedes' 
eigener  Volumenbestimmung  zusammen  mit  einer  derjenigen 
Formen  für  di(^  kubische  Gleichung  ohne  das  Glied  vom  ersten 
Grade,  welche  bei  Aufgaben,  die  das  Kugelsegment  betrafen, 
ni(!ht  benutzt  wurden.     Man    darf  also    annehmen,    dafs  Ar- 


Andere  Anweiulungeii  d.  kul».  Oleicli.  hol  AivIuiiumIos.  iJV7 

chimedes  auch  in  diesem  Fall  die  Gleichunpr  gelöst  habe»  und 
dann  liegt  durchaus  kein  (Irund  vor  zu  glauben,  dals  di(»se 
ihni  irgend  welche  Schwierigkeit  hi  d(Mu  Falle  daiyebolen 
haben  würde,  wo  der  gesuchte  Punkt  auf  dtn*  Verlängerung 
über  Z  hinaus  liegen  soll,  oder  wo  die  Gleichung  die  Form 
x^  —  ax'^  —  t^r  =  0  hat.  Wie  Archimedes'  Lösung  eim»r 
solchen  Gleichung  auch  beschalTen  gew(\s(Mi  ist:  wir  si^Ihmi 
schon  aus  seinen  eigenen  Schriften,  dafs  er  di(\selbe  in  voller 
Allgemeinheit  gelöst  hat  (doch  so,  dafs  die  Hestinunung  der 
positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  und  derselben  Gleichung 
für  ihn  verschiedene  Aufgaben  darbot).  Wir  haben  ihm 
deshalb  nicht  zu  viel  beigelegt,  wenn  wir  annc^hmen,  dafs 
die  von  Eutokius  gefundene  Lösung  diejenige  war,  welche  er 
benutzte.  Im  übrigen  ist  der  Umstand,  dafs  diese  Lösung 
eben  das  leistet,  was  Archimedes  nach  seinen  eigenen  Anfse- 
rungen  vermochte,  noch  ein  (irnnd  mehr  für  die  Annahme, 
dafs  er  gerade  sie  gebraucht  hat. 

Hiermit  ist  indessen  nicht  entschieden,  dafs  die  Lösung 
solcher  kubischen  Gleichungen  zuerst  von  Arehimedes  gefim- 
den  worden  ist.  Im  (Gegenteil:  die  V^oHständigkeit  kV^v  nehnrid- 
lung  und  der  Umstand,  dafs  ebendir-se  (ijeiehungen  ich  in 
einfachen  geometrischrTi,  mit  dr-r  l)arslellung  fjuafhalischer  Glei- 
chungen übereinstimmenden  Knnfieu  dar-^lejjen  Xw^Ai'U,  /r-igen, 
dafs  (üeselben  recht  wohl  als  srrlbslänrjige  Aufj^aben  ;iunre|en 
konnten.  Das  vr^n  ^JJ^okirJs  gefundene  .VIafHiskri|il .  sau  de/n 
sich  nieht  ents^hejrii.fi  |;if-l.  ob  en  {\\i'  Anvvendrm^  auf  rlje  be- 
sonder*- Auf:;/ab'-  von  ^V-r  Kugel  enthalfen  hat'),  karm  dann 
ein  F^ruchstüek  von  <irier  •e|brt^nidij^<'fi  l/ehandlung  rler  erwähn- 
ten trinonil-eh^n  Gl*iehrjrig/fi  •<  jr, .  Hie  ;^luekliehervvei.e  gerade 
d»n  F'all  ^'  rib^-^rreiff .  wo  di*-  '-Iben  V'^-ranla-'^ung  geben,  l/<din- 
dunu'en  \^v:  die  M^'//i;ehkei»  iV-v  \A*\\\\'4  aufziKt/'Ueri.  Vau*- 
>ol«  h**  B*  fi'j/idiiifi'/  *.AUi\  älter  ■^•jn  ;il>  Afhimede^.  und  der 
Gnind.  \\'i"X.A\\t  f-r  -i^:h  'l;jfriit  \f*-yni'r/i  di<'  Ku/elt/ilung  unf  die 
(i\f'\f-r.  ,::'j   /,.,r  >  jiZ'>f  ;hr''r».    fn<)y    ^l^ttm    der      'jfi.    d;!^    er    /h' 
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Lösung  dei-selben  als  bekannt  betrachtet,  wenigstens  für  seine 
Leser  in  Alexandria,  wohin  er  die  Schrift  sandte.  In  solchem 
Falle  wu'd  das  Versprechen,  am  Schlüsse  einen  Dlorismus  und 
eine  Lösung  zu  geben,  welches  Dlokles  nicht  kennt  oder  nicht 
beachtet,  wahrscheinlich  ein  Versuch*)  sein,  der  später  einge- 
schobenen ist,  um  zu  erklären,  weshalb  für  den  Augenblick 
keine  Lösung  gegeben  wird.  Oder  Archimedes  kann  selbst 
eine  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  gefunden,  und  sich  dann, 
gerade  weil  er  die  weiter  reichende  Anwendbarkeit  der  in  der 
Gleichung  ausgedrückten  allgemeineren  Aufgabe  kannte  oder 
vorhersah,  vorgenommen  haben  dieselbe  hinterher  besonders 
zu  behandeln,  und  so  wirklich  selbst  das  Versprechen  gegeben 
haben,  das  der  Text  enthält.  Das  von  Eutokius  gefundene 
Manuskript  kann  also  entweder  davon  herrühren,  dafs  Ar- 
chimedes wirklich  seinen  Vorsatz  ausgeführt  hat,  oder  es  kann 
die  Tradition  darüber  enthalten,  wie  er  verfahren  ist.  Diese 
beiden  Erklärungen  sind  natürlicher  als  die,  dafs  die  Lösung 
bereits  zu  Diokles'  und  Dionysodorus'  Zeiten  aus  allen  Ab- 
schriften der  Bücher  über  die  Kugel  und  den  Cylinder  ver- 
schwunden gewesen  sein  sollte,  nachdem  sie  einmal  in  dieser 
Schrift  gestanden  hatte. 

Durch  das  Gesagte  haben  wir  auch  einen  Beitrag  erhalten 
für  die  Beantwortung  der  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  erho- 
benen Frage,  ob  der  Name  ,körperliche  Aufgaben'  sich  nicht 
auf  die  Darstellung  solcher  Aufgaben  durch  kubische  Gleichun- 
gen beziehen  könne.  Hat  man  diese  Gleichungen  wirklich  selb- 
ständig behandelt,  so  war  es  ja  auch  ganz  natürlich,  dafs  man 
ihnen  selbst  oder  den  Aufgaben,  welche  sich  durch  sie  aus- 
drücken liefsen.  einen  besonderen  Namen  gab.  Von  gröfserer 
Bedeutung  ist  indessen  die  umgekehrte  Betrachtung,  und  diese 
ist  es,  welche  der  Frage  nach  dem  Ursprünge  der  Benennung 
.körperliche  Aufgaben'  ihr  gröfstes  Interesse  verleiht.  Hat  der 
Name  ,körperliche  Aufgaben'  wirklich  ursprünglich  die  von  uns 

*)  Diese  Annahme  ist  um  so  mehr  zulässig,  als  in  dem  üherlieterten 
Text  der  Beweis  dieses  Satzes  unzweifelhafte  Einschiehsel  enthält,  die 
zum  Teil  hereits  zu  Eutokius'  Zeit  vorhanden  waren  (vergl.  Archimedes, 
herausg.  v.  Heiherg,  I,  S.  "IVX  Anm.  12). 
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vermutete,  an  und  für  sich  natürlichste  Bedeutung  gehabt,  so 
ist  dieser  Name  ein  Zeugnis  für  das  Gewicht,  welches  man 
auf  die  Zurückführbarkeit  der  Aufgaben  auf  kul)ische  Glei- 
chungen legte,  also  auch  für  die  grofse  Bedeutung,  woU^he  man 
der  Lösung  dieser  Gleichungen  zuerkannte.  Da  Archimedes, 
wie  wir  gesehen  haben,  die  Lösung  von  wenigstens  einer  wich- 
tigen Klasse  dieser  Gleichungen,  auf  welche  sich  die  ül)rig(»n 
sogar  ziemlich  leicht  zurückführen  lassen,  gekaimt  hat,  so  nuifs 
man  jedenfalls  mehr  den  Griechen  als  den  Arabern 
das  Verdienst  der  graphischen  Behandlung  kubischer 
Gleichungen  durch  Kegelschnitte  zuerkennen;  aber 
haben  wir  Recht  mit  unserer  Annahme  über  den  Nann^n  .knr- 
perliche Aufgaben',  so  können  wir  hierbcji  nicht  stehen  bleiben: 
das  Verdienst  diese  Gleichungen,  deren  algebraische  Lösung 
später  die  Wiedergeburt  der  theoretischen  Mathematik  in  Ku- 
ropa einleiten  sollte,  begriffsmäfsig  aufgestellt  zu  hab(»n 
würde  dann  auch  bereits  ilen  Gri«echen  angehören. 

Indes  müssen  wir  uns  hier  beeilen  hinzuzufügr^n ,  dafs 
selbst  die  Kenntnis  der  kubischen  Gleichungen  und  ihrer  Be- 
handlung, die  wir  mit  voller  Bestimmtheit  Archimedes  hab<*n 
beilegen  können,  sich  nichtsdestoweniger  ziemlich  ra.sc:h  vf?r- 
loren  hat.  So  sehen  wir,  dafs  bereite  Diokhjs,  der  nach 
Cantor  spätestens  etwa  UH)  v.  Chr.  gelebt  haben  mufs,  mit  der 
Bedeutung  einer  kubischr?n  Gleichung  nicht  bekann!  ist.  Kr 
sagt  nämlich  von  Archimedes'  Kugelteilung*),  dafs  di<'s<-  die 
Frage  auf  «eine  andere  Aufgabe,  wfiche  er  nicht  im  Buche 
über  die  Kugel  und  den  Cylinder  löst- ,  zurückführe.  I)i<' 
Lösung  der  ursprünglichen  Aufgabe,  die  er  darauf  .-^Ibsl  anführt 
und  die  wir  am  Schlüsse  di<'ses  Abschnittes  mitt^'ilen  wcnU'ii, 
ist  nun  allerdings  von  der  Art,  dafs  sie  auf  Grund  einer  Ver- 
allgemeinerung, die  er  '-inführt.  ein^r  Gl''ichung  dritten  Gnideri 
mit  allen  vif-r  Glir-^lem  ent.spricht ,  aber  e.s  ist  üb''rhaupt  k^-in^- 
Rede  davon  rliesellx*  in  «-iner  einzelnen  Gh'ichung  o<ler  Projxn- 
tion  aa-zudrückf-n.  Kr  verfahrt  innofem  "l^'^ant^T.  al.--  er  die 
Bestimmung  der  K<-gel-^hnitt<'.  durch  wHch'»  rlie  Aufgab'-  g^'J/Wt 
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wird,  direkt  an  diese  anschliefst;  aber  gerade  dadurch  wird 
seine  Behandlung  nicht  zu  einer  Lösung  der  kubischen  Glei- 
chung. Etwas  anders  verhält  es  sich  wohl  mit  der  Kugelteilung, 
die  dem  (nach  C4antor)  etwas  jüngeren  Dionysodorus  ver- 
dankt wird,  da  dieser^)  wirklich  die  Gleichung 

x^  {et  —  x)  =  h^  e  ,, 

ausgedrückt  durch  dieselbe  Proportion  wie  bei  Archimedes, 
löst;  aber  nichts  deutet  darauf  hin,  dafs  er  in  der  Zurück- 
führung  auf  die  genannte  Gleichung  oder^  Proportion ,  welche 
er  von  Archimedes  entlehnt,  irgendwelche  umfassendere  Me- 
thode erblickt.  Es  ist  nämlich  weder ^  von  einer  durch  die 
Gleichung  bestinmiten  allgemeineren  Aufgabe  noch  von  einem 
Diorismus  die  Rede.  Indessen  giebt  er  faktisch  eine  neue 
Lösung  derselben  kubischen  Gleichung  —  die  sich  auch  als 
eine  Verallgemeinerung  von  Menächnms'  Lösung  der  reinen 
kubischen  Gleichung  betrachten  läfst  —  nämlich  durch  die 
Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte 

y*^  =  c{a  —  x)     und     xy  =  hc. 

Es  wird  nun  von  Interesse  sein  auch  die  nächsten  Nach- 
folger von  Archimedes  zu  betrachten,  und  besonders  zu  unter- 
suchen, ob  es  wahrscheinHch  ist,  dafs  Apoll onius  kubische 
Gleichungen  in  ihren  erwähnten  antiken  Formen  als  b(KSondere 
Aufgal)en  gekannt  habe. 

Aus  Apollonius'  Vorreden  *^)  geht  unzweifelhaft  herVor, 
sowohl  dafs  man  vor  seiner  Zeit  nicht  nur  viele  Aufgaben 
mittels  der  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  gelöst,  sondern 
auch  Mittel  gekannt  hat,  um  die  Anzahl  der  Lösungen  solcher 
Aufgaben  zu  bestinnnen,  als  auch  dafs  er  selbst,  im  dritten 
Buch  durch  die  Vervollständigung  der  Grundlage  für  die  Lehre 
von  den  körperlichen  Örtern,  und  im  vierten  Buch  durch  eine 
vollständigere  und  besser  begründete  Bestimmung  der  höchsten 
Anzahl  von  Schnittpunkten  zwischen  zwei  Kegelschnitten  die 
Mittel  für  solche  Auflösungen  und  Diskussionen  wesentlich  ent- 
wickelt und  verbessert  hat. 


')  Archimedes.  heiausg.  v.  Heiberg,  III,  S.  180. 
*j  Vergrl.  Anhang  1. 
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Alles,  was  sich  in  diesen  Büchern  findet,  weist  indessen 
mehr  auf  eine  direkt  geometrische  Behandlmig  aller  Aufgaben 
hin,  welche  sich  auf  dem  angegebenen  Wege  lösen  lassen,  als 
auf  eine  Behandlung  der  Gleichungen  dritten  Grades,  auf  welche 
ein  Teil  dieser 'Aufgaben  sich  zurückfuhren  läfst.  Namentlich 
nmfs  es,  wenn  man  an  die  Lösung  der  kubischen  Gleichungen 
denkt,  die  wir  dem  Archimedes  zugeschrieben  haben,  auffallend 
erscheinen,  dafs  im  vierten  Buch  nichts  besonderes  über  die 
Anzahl  von  Schnittpunkten  zwischen  einer  Hyperbel  und  einer 
Parabel,  deren  Axe  einer  Asymptote  parallel  ist,  gesagt  wird. 
Dafs  man  aber  —  wie  wir  schon  im  neunten  Abschnitt  berührt 
haben  —  diesem  Umstände  keine  zu  grofse  Bedeutung  bei- 
legen darf,  sieht  man,  wenn'man  zu  ApoUonius'  fünftem  Buche 
übei-geht,  in  dem  sich  zeigt,  dafs  er  bei  seinen  eigenen  Unter- 
suchungen in  51,  58  und  62  gerade  die  Schnittpunkte  von 
zwei  solchen  Km^ven  benutzt  und,  ohne  nähere  Begi*ündung, 
die  richtige  Anzahl  von  Schnittpunkten  angiebt.  Es  sieht 
also  vielmehr  so  aus,  als  ob  ApoUonius,  der  im  vierten  Buch 
allein  das  Maximum  von  Schnittpunkten  vor  Augen  hat,  den 
Einflufs  des  erwähnten  Parallelismus  als  bekannt  oder  ein- 
leuchtend betrachtet  hat  —  ebensowohl  wie  den  Einflufs 
gleicher  Asymptotenrichtung  für  zwei  Hyperbeln.  MögUcher- 
weise  kcmnen  solche  Fälle  in  Konons  früherer  Behandlung 
desselben  Gegenstandes,  die  ApoUonius  erwähnt,  untersucht 
worden  sein.  Ja  wir  können  sagen,  dafs  dies  entweder  der 
Fall  gewesen  sein  mufs,  oder  auch  dafs  Konon  den  Einflufs 
eines  solchen  ParaUelismus  gleichfalls  als  einleuchtend  be- 
trachtet haben  mufs,  wenn  anders  seine  Untei-suchungen  die 
von  ApoUonius  hervorgehobene  Bedeutung  für  den  Diorismus 
von  Aufgaben,  die  durch  Kegelschnitte  gelöst  werden,  gehabt 
haben  sollen;  denn  bei  den  einfachsten  von  diesen  Aufgaben, 
die  man  wohl  aller  WahrscheinUchkeit  nach  zu  Konons  Zeit 
gekannt  hat,  geben  eine  Hyperbel  und  eine  Parabel  in  der  ange- 
^^(ibeneii  Lage  zu  einander  die  nächstliegenden  Lösungen.  Solche 
Kurven  wurden  dann  auch  —  aufser  bei  der  hier  besprochenen 
Lösung  kubischer  Gleichungen  —  in  der  einen  der  von  Menäch- 
nuis   gegebenen   Bestimmungen   der  beiden   mittleren  Propor- 
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tionalen  benutzt,  die  im  übrigen  selbst  keine  Veranlassung  zur 
Untersuchung  der  Anzahl  der  Auflösungen  gegeben  hat. 

Man  darf  also  aus  dem,  was  sich  bei  Apollonius  findet, 
keine  Schlüsse  gegen  eine  frühere  selbständige  Behandlung 
der  kubischen  Gleichungen  ziehen  wollen.  Vielmehr  wird  die 
Art  und  Weise,  wie  er  Konon  erwähnt,  in  Verbindung  mit 
dem,  was  wir  sonst  über  ältere  Anwendungen  körperlicher 
Örter  wissen,  ein  neuer  Grund  für  die  Annahme  einer  solchen 
Behandlung  sein.  Man  sieht  nämlich  hieraus,  dafs  die  Anzahl  der 
Aufgaben,  welche  mittels  der  Schnittpunkte  von  Kegelschnitten 
behandelt  worden  sind,  nicht  gut  auf  die  wenigen  beschränkt 
gewesen  sein  kann,  welche  uns  aufbewahrt  sind,  von  denen 
mehrere  sogar  durchaus  keine  Veranlassung  zu  einem  Diorismus 
geben.  Man  kann  aus  dem  von  Apollonius  erwälmten  Wider- 
spruch von  Nikoteles'  Seite  schliefsen,  dafs  bereits  Konon  aus- 
drücklich das  Ziel  verfolgte,  Mittel  anzugeben,  um  die  Anzahl 
von  Lösungen  für  die  Aufgaben,  welche  durch  Kegelschnitte 
gelöst  werden,  zu  bestimmen;  aber  das  Bedürfnis  nach  diesen 
Mitteln  deutet  darauf  hin,  dafs  Klassen  von  diesen  Aufgaben 
existierten,  für  deren  Lösung  man  eingehendere  Regeln  besafs, 
und  dann  ist  der  Gedanke  an  keine  andere  Klasse  so  nahe- 
liegend, wie  der  an  die  geometrischen  Formen  der  kubischen 
Gleichung. 

Aus  dem,  was  hier  über  Apollonius  und  Diokles 
gesagt  ist,  läfst  sich  eine  Erklärung  dafür  entnehmen,  wie  es 
hat  geschehen  köimen,  dafs  die  Lösung  der  kubischen  Glei- 
chungen durch  Kegelschnitte  zu  den  Zeiten  des  letztgenannten 
vergessen  war,  nachdem  Archimedes  dieselbe  ganz  oder 
teilweise  gekannt  hatte.  Diese  Erklärung  wird  sich  am  besten 
an  eine  zusammenfassende  Darstellung  der  Art  und  Weise 
anschliefsen  lassen,  wie  die  in  diesem  Abschnitt  behandelten 
Untersuchungen  und  Theorien  in  Übereinstinmiung  mit  den 
von  uns  mitgeteilten  That.sachen  sich  entwickelt  haben  können. 
Wenn  wir  nun  diese  von  uns  vermutete  Entwicklungsgeschichte 
als  ein  wahrscheinliches  Resultat  unserer  Mitteilungen  hervor- 
treten lassen,  so  müssen  wir  doch  zugleich  bemerken,  dafs  sie 
wohl  kaum  die  einzige  mögliche  Erklärung  der  besprochenen 
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Thatsaehen  abgeben  wird,  dafs  man  vielmohr  dieso  That- 
Sachen  und  nicht  ihren  ge?ihichtliehen  Zusammenhang  ak 
sichere  Ausbeute  unserer  Untersuchung  zu  betrachten  hat. 
Unsere  Vermutung  läfst  sich  folgendennafsen  darstellen: 

ÄJs  man  sah.  mit  wie  grofsem  Erfolge  sich  Operationen 
mit  ebenen  Figuren  anwenden  liefsen.  um  die  lA>sung  geome- 
trischer Aufgaben  zu  finden,  und  als  man  auf  diesem  Wegi^ 
die  Aufgaben,  die  wir  quadratische  Gleichungen  nennen,  gelost 
und  zugleich  gc^sehen  hatte,  wie  viele  verschiedenartige  andere 
Aufgaben  sich  auf  diese  zurückführen  liefsen,  so  war  der  Ver- 
such nahe  gelegt,  etwas  ähnliches,  aber  weitergehendes  dadurch 
zu  erreichen,  dafs  man  auf  entsprechende  Weise  mit  Würfeln 
und  Parallelt'pipeden  verfuhr.  Besonders  nalieliegend  war  i\^ 
—  wie  in  den  meisten  der  betrachteten  Beispiele  —  die  Auf- 
gaben, welche  andere  Volumina  betrafen,  auf  Relationen  zwi- 
schen den  genannten  beiden  Körpern  zurückzuführen.  Die 
Analogie  inufste  dieHoffnimg  erwecken,  dafs  zweierlei  gelingen 
würde:  erstens  die  reine  kubische  Gleichung  zu  lösen  oder  die 
Multipliktitioii  des  Würfels  auszuführen,  und  zweitens  au(*h  allgt^ 
meinere  kubische  Gleichungen  durch  Umstellung  und  Umfonnung 
der  Farallelepipeda,  welche  in  der  stereometrischen  Dai*slellung 
derselben  vorkamen,  auf  jene  einfachen^  Gleichung  oder  auf 
die  mit  ihr  identische  Bestimnmng  von  zwei  mittleren  Propor- 
tionalen zurückzuführen.  Dies  letztere  Bestreben,  dessen  Ver- 
wirklichung eine  Lösung  der  allgemeinen  kubischen  (tleichung  in 
d(Mn  Siime,  wie  sie  erst  von  den  Italienern  zur  Zeit  der  Henais- 
sance  erreicht  wurde,  gewesen  sein  würde,  hatte  keinen  Krfolg 
und  hat  keine  anderen  Spuren  hinterlassen  als  eben  den  Namen 
.körperliche  Aufgaben*. 

Dagc^gen  gelang  es  die  beiden  mittleren  Proportionalen  zu 
bestiiiun(^ii  oder  den  Würfel  zu  multiplici(»ren,  und  man  nanntt» 
dann  wegen  ihrer  Verwendbarkeit  für  diese  Zweckt»  die  von 
Archytas,  Eudoxus  und  Menächmus  gefundenen  Kurven,  von 
denen  ülx^rdies  die  ersteren  Raumkurven  wanni  und  di(»  letz- 
tenMi,  die  Kegelschnitte,  auf  stereometris(!hem  Wege  (»rz(»ugt 
wurden,  ,k(')rperliche  Örter'.  Dafs  man  diesen  Namen,  der,  als 
man  nach  und  nach  sich  auf  die  Benutzung  von  Kegelschnitten 
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beschränkte,  nur  auf  diese  angewendet  wurde,  allein  mit  der 
Multiplikation  des  Würfels  verband,  war  nichts  widersinniges 
zu  einer  Zeit,  w^o  man  noch  hoffte  alle  körperlichen  Aufgaben 
auf  diese  Bestimmung  zurückführen  zu  können ;  aber  der  Name 
.körperliche  Orter'  kann  auch  entstanden  sein,  nachdem  Archi- 
medes.  oder  ein  früherer  Mathematiker  gefunden  hatte,  dafs 
auch  andere  kubische  Gleichungen  sich  mit  Hülfe  von  Kegel- 
schnitten lösen  liefsen. 

Durch  diese  letzte  Entdeckung  mufste  es  den  Anscheui 
gewinnen,  als  ob  man  dasselbe  erreicht  hätt(%  was  man  durch 
stereometrische  Operationen  erstrebt  hatte.  Selbst  wenn  es 
nämlich  jetzt  gelingen  sollte  durch  diese  Operationen  Aufgaben 
auf  reine  kubische?  Gleichungen  zurückzuführen,  so  erforderte 
die  Lösung  dieser  die  Benutzung  von  Kegelschnitten,  mit  deren 
Hülfe  man  sie  nun  auch  ohne  diese  Reduktion  lösen  konnte. 
Die  stereometrischen  Operationen  mufsten  dann  forfallen.  Wir 
linden  dieselben  nicht  mehr  bei  Archimedes,  wenn  er  —  oder 
der  Verfasser  des  von  Eutokius  gefundenen  Manuskriptes  — 
auch  fortfahrt  die  stereometrische  Dai'stellung  der  Gleichung 
selbst  zu  benutzen. 

Indessen  behielten  die  kubischen  Gleichungen  —  in  ihrer 
stereometrischen  Form  oder  in  der  Form  von  Proportionen  — 
immer  noch  ihre  Bedeutung  als  einfache  Aufgaben,  deren 
Lösung  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  konnte,  und  auf 
die  sich  mannigfache  andere  Aufgaben  zurückführen  liefsen. 
Da  man  aber  keine  andere  Lcisung  als  die  graphische  durch 
Kegelschnitte  kannte,  so  mufste  auch  diese  Bedeutung  sich 
verlieren,  weil  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  namentlich 
durch  Apollonius,  sich  derartig  entwickelte,  dafs  man  reichere 
Mittel  erhielt  direkt  die  Kurven  zu  bestimmen,  durch  welche 
voi-gelegte  Aufgaben  gelöst  werden  konnten,  ja  dafs  man  in 
den  Stand  gesetzt  wurde  dies  ebenso  leicht  zu  erreiche^  wie 
die  Umformung  in  eine  kubische  Gleichung.  Diese  Umfornmng 
war  nämlich  durch  die  damals  existien^nden  Mittel  nicht  immer 
leicht  durchführbar.  Man  war  auch  schon  vor  Apollonius' 
Zeit  auf  Aufgaben  gestofsen,  die  sich  durch  die  Kegel- 
schnitte lösen  liefsen,   die  man  aber  nicht  auf  kubische  Glei- 
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chunj^en  zurückzuführen  vermochte,  nämlich  mehrere  solche, 
(len^n  nächstliegende  al^^ebraische  Darstellung  eine  Gleichung 
vierten  Grades  ist.  Da  nun  überdies  Apollonius,  bei  dem 
man  bald  gewohnheitsmäfsig  alle  Aufklärungen  über  Kegel- 
schnitte suchte,  nichts  über  deren  besondere  Anwendung  auf 
kubische  Gleichungen  mitteilte,  so  wird  es  verständlich,  dafs 
diese  und  ihre  Lösungen  dem  Vergessen  anheimfielen  zu  einer 
Zeit,  wo  die  Auflösbarkeit  durch  Kegelschnitte  als  eine  gemein- 
same Eigenschaft  einer  umfassenderen  Klasse  von  Aufgaben, 
als  die  altern  körperlichen  Aufgaben  waren,  tiervortrat.  Dann 
wurde  es  !iatürli(!h,  wie  bei  Pappus  geschehen  ist,  auf  diese 
unifcussendere  Klasse  die  Benennung  ,köi'perliche  Aufgaben'  zu 
Übertragern.  Diese  haben  denmach  ihrerseits  diesen  Namen  von 
<len  zu  ihrer  LiKsung  dienenden  körperlichen  Ortern  erhalten, 
die  wied(n*um  —  nach  der  hier  aufgestellten  Vermutung  — 
(leji  kc')ri)erlichen  Aufgaben  im  älteren  und  engeren  Sinne  ihren 
\amen  verdanken. 

\'()n  di(»sen  letzteren  haben  wir  ausschliefslich  in  diesem 
Abschnitt  gc^sprochen.  Es  bleibt  uns  also  übrig  die  körper- 
liclK^ri  Aufgab(Mi  im  umfif^senderen  Sinne  zu  betrachten,  näm- 
licli  alle  solche^  Aufgaben,  welche  die  Griechen  mittels  zweier 
sich  durchsclinridender  Kegelschnitte  gelöst  haben  ohne  sie 
erst  auf  kubische  Gleichungen  zurückzuführen,  sowohl  die- 
jeiiijzcn,  bei  welchen  sie  eine  solche  Reduktion  hätten  benutzen 
k (Ml  neu,  als  auch  diejenigen,  welche  in  der  zunächstliegenden 
alj^^cbraisclien  Darstellung  durch  (une  (ileichung  vierten  (irades 
au>|i;e(h'ückt  werden.  Dafs  sie  diese  letzten  Aufgaben  auf 
ii'geiid  eine  Weise,  die  unserer  Lösung  der  Gleichungen  vierten 
(Jrades  entspricht,  methodisch  auf  Gleichungen  dritten  Grades 
/ju*ückgefülirt  halxMi  sollten,  davon  iindet  sich  keine  Spur.  Es 
genügte  ihnen,  sie  alle  mit  Hülfe  von  Kegelschnitten  zu  be- 
liaiiilehi. 

Mit  diesen  keu-perlicrhen  Aufgaben  in  dem  weiteren  Sinm», 
in  (lern  Pappus  das  Wort  ninnnt,  werden  wir  uns  in  den 
i)ei(len  fol^'enden  Ab.schnitten  beschäftigen;  aber  bereits  hier 
\v(M(leii  wir  ein  IJeispiel  dafür  erhalten,  wenn  wir  zu  den  in 
»liesem    Abschnitt    behandelten    Kugelteilungen    nun    diejenige 
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hinzufügen,  welche  von  Diokles  herrührt,  die  interessant  ist 
durch  die  Freiheit,  mit  der  die  Kegelschnitte  benutzt  werden. 
Es  ist  nämlich  bei  dieser,  wie  schon  erwähnt,  keine  Rede  von 
der  Zurückführung  auf  eine  kubische  Gleichung. 

Diokles  benutzt^)  Archimedes'  Analysis  bis  zur  Bil- 
dung der  ersten  Gleichungen  (5)  [S.  238  und  Fig.  40] ,    die  er 

aber  etwas  verallgemeinert,  indem 
er  sagt,  dafs  es  darauf  ankomme 
eine  gegebene  Strecke  DB  (Fig.  42) 
so  in  einem  Punkte  X  zu  teilen, 
dafs  wenn  man  an  den  beiden 
Enden  von  DB  die  unbekannten 
Strecken  LD  und  BR  hinzugefügt, 

LX 

das  Verhältnis  ^-^  einen  gegebenen 

XK 

Wert   erhält   und   die  Verhältnisse 

fr^  und  -^^  gleich  den  Verhält- 

nissen  zwischen  einer  gegebenen  Strecke  und  beziehungsweise 
XB  und  DX  werden.  Wenn  wir  nun  die  zuletztgenannte 
gegebene  Strecke  mit  a  bezeichnen,  die  bei  der  Anwendung 
auf  die  Kugelteilung  der  Radius  r  (==  ^DB)  der  Kugel  ist, 
und  im  übrigen  dieselben  Bezeichnungen  wie  früher  benutzen 
(LX  =  Ar,  XR  ^k\  DX  =  Ä,  XB  ^  Ä'),  so  werden  diese 
Bestimmungen  der  gesuchten  Punkte  L,  X,  R  in  der  modernen 
Zeichensprache  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen 

**  '''         h  +  h'  =  2r,  (1) 


Fig.  i± 


k* 

k^h_ 
h 


m 
n 


a 


Ä"  —  W 


a 


—  (2) 

in  denen  A,  h\  k  und  k*  unbekannt  sind.     Die  letzten  Glei- 
chungen ergeben 

//         k  —  h  a  k  h  -\-  (t 


{^) 


')  Archimedes.  herausg.  v.  Heibei'g,  III,  S.  188  flf. 
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Statt  hieraus  nun,  wie  Archimedes  thut,  durch  Elimination 
eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  zu  bilden,  befolgt 
Diokles  die  Regel,  welche  Plücker  innerhalb  der  modernen 
analytischen  Geometrie  aufgestellt  hat,  nämlich  die  gegebenen 
Bedingungen  (Gleichungen)  so  weit  möglich  du-ekt  zu  benutzen 
und  denselben  nicht  durch  eine  Elimination  ein  verwickelteres 

Aussehen  zu  geben. 

k 
Aus  den  Ausdrücken  (1)  und  (3)  für  j-  und  k,k*  wird 

f^"  -  ^(A  +  a)(A'  +  a)  (4) 

abgeleitet,  und  aufserdem  hat  man  in  (3) 

(t  —  h')h  =  a,h\  (5) 

Da  h'  =  2/-  —  Ä,  so  drückt  die  letzte  Gleichung  aus,  dafs 
1/  ==  k'  —  h'  die  im  Punkte  X  errichtete  Ordinate  einer  Hy- 
perbel ist,  die  sich  leicht  näher  bestimmen  läfst.  Da  femer 
//  4"  ^^  und  h'  +  ^^  die  Entfernungen  des  Punktes  X  von  den 
Punkten  A  und  C  angeben,  die  dadurch  bestimmt  sind,  dafs 
AD  =  BC  =  (i  auf  den  Verlängerungen  von  DB  abgetragen 
wurden,  so  würde  Gleichung  (4)  ausdrücken,  dafs  k'  die  durch 
X  gehende  Ordinate  einer  Ellipse  mit  der  Axe  AC  ist. 

Die  Ordinalen  y  und  k'  =  y  -{-h'  haben  indessen  hier 
verschiedene  Bedeutungen.  Die  Ordinate  k*  darf  deshalb  nicht 
von  der  gegebenen  geraden  Linie  selbst  aus  gerechnet  werden, 
sondern  von  der,  deren  Ordinate  in  dem  beweglichen  Punkte  X 
den  Wert  —k  hat,  d.  h.  von  der  Linie  BA^  aus,  die  in  B 
mit  der  gegebenen  einen  Winkel  von  45°  bildet.  Wird  die 
Ordinate  A',  welche  in  X  senkrecht  auf  AC  steht,  von  der 
Linie  A^B  aus  als  X^  M  gerechnet,  so  wird  der  Ort  für  ihren 
Endpunkt  M  eine  Ellipse  mit  dem  Durchmesser  -4,(7, ,  dessen 
Verhältnis  zu  dem,  den  Ordinalen  parallelen,  konjugierten  Durch- 
messer gleich  1/2  —  wird. 

t        n 

Die  Ordinate  des  Schnittpunktes  dieser  Ellipse  und  der 
oben  erwähnten  Hyperbel  trifft  die  gegebene  gerade  Linie  in 
dein  gesuchten  Teil ungsp unkte  X 
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Körperliche  Aufgaben  (Fortsetzung);   Einschiebungen  {veuaecg)» 


Nachdem  Pappus  im  vierten  Buche  die  Einteilung  der 
Aufgaben  in  ebene,  körperliche  und  lineare  angeführt  hat,  verleiht 
er  dieser  Einteilung  Nachdruck,  indem  er  hinzufügt  ^),  dafs  man 
es  für  einen  nicht  geringen  Fehler  ansehen  müsse,  eine  ebene 
Aufgabe  durch  Kegelschnitte  und  andere  Kurven,  und  über- 
haupt eine  Aufgabe  mit  den  Hülfsmitteln  einer  fremden  Gattung 
zu  lösen.  Dafs  die  erste  hierin  ausgesprochene  Forderung 
schon  zu  Euklids  Zeit  anerkannt  war,  sieht  man  aus  seinen 
Elementen,  in  denen  die  Gerade  und  der  Kreis  die  einzigen 
untersuchten  Linien  und  die  einzigen  erlaubten  Konstruktions- 
mittel sind,  und  wo  Satz  2  des  ersten  Buches  zeigt,  dafs 
auch  eine  solche  unmittelbare  Verlegung  einer  Strecke  mit 
Hülfe  des  Zirkels  nicht  gestattet  wird,  bei  der  beide  Zirkelfüfse 
ihren  Platz  verändern.  Abgesehen  von  den  Konstruktionen 
in  Apollonius'  zweitem  Buch,  die  namentlich  zeigen,  wie  der 


')  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  270.  Mit  Rücksicht  auf  weitere  Anwendungen 
will  ich  diese  Stelle,  270,28  —  272,4,  hier  vollständig  anführen:  „Die 
Geometer  scheinen  aher  einen  nicht  geringen  Fehler  zu  begehen,  wenn 
die  Lösung  einer  ebenen  Aufgabe  durch  Kegelschnitte  oder  höhere 
Kurven  von  jemand  gefunden  wird,  und  überhaupt  wenn  sie  mit  den 
Hülfsmitteln  einer  fremden  Gattung  gelöst  wird,  wofür  Beispiele  sind 
die  Aufgabe  über  die  Parabel  im  fünften  Buche  von  Apollonius  Kegel- 
schnitten und  die  im  Buche  über  die  Spirale  von  Archimedes  vor- 
genommene körperliche  usutng  mit  Bezug  auf  einen  Kreis;  denn  auch 
ohne  einen  körperlichen  Ort  zu  Hülfe  zu  nehmen  ist  es  möglich,  den 
von  ihm  aufgestellten  Satz  zu  finden  ....**  (über  die  Polarsubtangentc 
einer  Archimedischen  Spirale;  Satz  18).  Ich  habe  mit  Heiberg  (Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.,  bist.  htt.  Abt.,  XXHI,  4,  S.  117)  das  arepeä  mh^l  xuxXoo 
der  Handschriften  dem  arepeoO  und  xuxXo>  von  Hultsch  vorgezogen. 
Noch  verständlicher  würde  mir  die  Mehrzahl  al  Aa/ußa^ofieuat  (rrepeal 
i^euasig,  die  mit  einigen  Handschriften  teilweise  übereinstimmt,  gewesen 
sein.  Die  gegen  Archimedes  und  Apollonius  erhobenen  Beschuldi- 
gungen werde  ich  ihm  Verlauf  dieses  und  des  folgenden  Abschnittes 
genauer  untersuchen. 
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gezeichnete  Kegelschnitt  sich  bei  der  Bestimmung  zu  ihm 
gehöriger  Linien  benutzen  läfst  (S.  111),  habe  ich  auch  bei 
Archimedes  und  Apollonius  keine  andere  Abweichung 
von  dieser  Regel  gefunden  als  die  von  Pappus  im  oten  Buche 
von  Apollonius'  Kegelschnitten  angedeutete,  die  später  erklärt 
werden  soll.  Die  hinzugefügte  allgemeine  Forderung  mufs  unter 
anderem  den  Sinn  haben,  dafs  man  bei  der  Lösung  von  Auf- 
gaben, die  sich  durch  Kegelschnitte  lösen  lassen,  keine  anderen 
Kurven  als  diese  nebst  der  Geraden  und  dem  Kreise  benutzen 
darf.  Hierdurch  will  Pappus  den  Lösungen  dieser  Aufgaben  durch 
mechanische  Hülfsmittel  die  Bedeutung  keineswegs  absprechen 
—  er  sieht  dieselben  im  Gegenteil  für  praktisch  nützlich  an, 
weil  die  Kegelschnitte  schwierig  in  der  Ebene  zu  konstruieren 
sind^),  und  er  erdenkt  selbst  solche  Lösungen  — ;  aber  er 
betrachtet  eine  Lösung  nicht  eher  als  theoretisch  vollständig, 
bevor  dieselbe  allein  durch  Kegelschnitte  bewerkstelligt  ist. 

Einige  der  überlieferten  mechanischen  Konstruktionen  schei- 
nen denn  auch  aus  den  durch  die  Kegelschnitte  erhaltenen 
Lösungen  abgeleitet  zu  sein.  Das  gilt  namentlich  von  der  Kon- 
struktion zweier  mittlerer  Proportionalen,  welche  nach  Euto- 
kius'*^)  von  Apollonius  herrührt,  und  die  wahrscheinlich  die- 
selbe ist,  von  der  Pappus^)  sagt,  er  habe  sie  durch  Kegel- 
schnitte gefunden.  Dies  erklärt  nämlich  P.  Tannery^)  mit 
gutem  Grunde  durch  die  Annahme,  dafs  Apollonius  die  beiden 
Parabeln  x'^  =  ay  und  ij^  =  bx  des  Menächmus  mit  dem  Kreise 

-^^  +  y^  —  bx  —  ay  =  0 

verlauscht  und  die  mittleren  Proportionalen  x  und  y  als  die 
Koordinaten  des  Punktes  bestimmt  habe,  in  dem  dieser  die 
Hyperbel  xy  =  ab  aufser  in  dem  Punkte  (a,  b)  schneidet. 
Die  zwischen  diesen  beiden  Punkten  abgeschnittene  Sehne  mufs 
dann  dieselbe  Mitte  haben,  wie  das  durch  die  Asymptoten 
der   Hyperbel    abgeschnittene   Stück   derselben   geraden   Linie. 


')  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  54. 

^)  Archimedes,  herausg.  v.  Heiberg,  III,  S.  76. 

')  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  56. 

*)  Bulletin  des  Sciences  math^matiques,  2«e  serie,  T.  VIII,  1884,  S.3!23. 
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Die  Schnittpunkte  dieser  Linie  und  der  Asymptoten  erhalten 
also  denselben  Abstand  vom  Mittelpunkt  des  Kreises.  Auf 
diese  Weise  gelangt  man  zu  der  von  Eutokius  mitgeteilten 
Konstruktion,  welche  darin  besteht,  dafs  man  ein  Lineal  sich 
um  den  Punkt  (a,  h)  drehen  läfst,  bis  die  Durchschnittspunkte 
zwischen  dem  Lineal   und  den  Asymptoten  gleichen  Abstand 

vom  Kreismittelpunkte  l^^  -^\  bekommen. 

Genau  dieselbe  Konstruktion  teilen  Pappus  und  Eutokius 
unter  Herons  Namen  mit*),  und  Eutokius  führt  unter  dem 
Namen  Philons  eine  an  ^),  die  von  jener  nur  dadurch  abweicht, 
dafs  die  gerade  Linie  so  durch  den  Punkt  (a,  6)  gelegt  wird, 
dafs  die  zwischen  dem  Kreise  und  den  Asymptoten  abgeschnit- 
tenen Stücke  gleich  grofs  werden. 

Wo  dagegen  die  Lösung  einer  Aufgabe,  die  sich  durch 
Kegelschnitte  lösen  läfst,  von  der  aber  keine  Lösung  durch 
Kegelschnitte  vorher  bekannt  war,  von  alten  Schriftstellern  auf 
eine  mechanische  Operation  zurückgeführt  wird,  da  nimmt  Pappus 
an,  dafs  der  Hauptzweck  dieser  Zurückführung  eine  solche  An- 
wendung von  Kegelschnitten  gewesen  ist,  welche  die  mecha- 
nische Operation  ersetzen  konnte.  Ob  er  hierin  immer  Recht 
hat,  dürfte  jedoch  einigem  Zweifel  unterworfen  sein.  Die  For- 
derung, dafs  körperliche  Aufgaben  —  und  diesen  Namen  nehmen 
wir  hier  und  im  Folgenden  in  derselben  weiteren  Bedeutung 
wie  Pappus  —  inuner  durch  Kegelschnitte  gelöst  werden  sollen, 
setzt  offenbar  voraus,  dafs  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
derartig  entwickelt  ist,  dafs  man  imstande  ist  diese  als  die 
einfachsten  Linien  nächst  der  Geraden  und  dem  Kreise  auf- 
zufa«?sen.  Sie  kann  deshalb  nicht  sofort  aufgestellt  worden 
sem,  als  man  anfing  Aufgaben  mit  Hülfe  der  Kegelschnitte  zu 
lösen,  sondern  sie  hat  erst  einen  vernünftigen  Grund  gehabt, 
als  die  Lösung  durch  Kegelschnitte  wirkliche  Vorteile  bringen 
konnte. 


*)  Pappus,  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  62  fT.;    Archimedes ,  Ausg.  v.  Heiberg,  III, 

S.  70  flf. 
')  Archimedes,  Ausg.  v.  Heiberg,  III,  S.  72  flf. 
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Namentlich  giebt  es  eine  bestimmte  mechanische  Operation, 
die  so  einfach  ist  und  so  oft  von  den  Mathematikern  des  Alter- 
tums angewandt  und  erwähnt  wird,  dafs  man  annehmen  darf, 
die  Zurückführung  der  Aufgaben  auf  dieselbe  sei  nicht  ein 
blofses  Durchgangsglied  zur  Konstruktion  durch  Kegelschnitte 
gewesen.  Dies  ist  die  sogenannte  j^veuaig'^ ,  welche  im  allge- 
meinen darin  besteht,  durch  einen  gegebenen  Punkt 
eine  gerade  Linie  so  zu  ziehen,  dafs  zwischen  zwei 
gegebenen  Linien  ein  Stück  .von  gegebener  Länge 
abgeschnitten  wird.  In  Übereinstimmung  mit  dieser  Be- 
deutung wollen  wir  das  Wort  veütTtg  durch  Einschiebung 
wiedergeben,  nämlich  Einschiebung  des  gegebenen  Stückes  zwi- 
schen die  gegebenen  Linien,  worunter  dann  gfeichzeitig  zu  ver- 
stehen ist,  dafs  die  eingeschobene  Strecke  oder  ihre  Verlänge- 
rung durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.  Diese  Aufgabe 
läfst  sich,  wenn  die  eine  der  beiden  gegebenen  Linien  eine 
Gerade  ist,  dadurch  lösen,  dafs  man  die  andere  von  einer 
Konchoide  durchschneiden  läfst ,  einer  Kurve ,  die  nach 
Pappus'  und  Eutokius'  Zeugnis  von  Nikomedes  gefunden  ist, 
der  nach  Gantor  in  der  Zeit  zwischen  200  und  70  v.  Ghr. 
gelebt  haben  soll,  während  T anner y/)  die  Zeit  seines  Lebens 
zwischen  Archimedes  und  ApoUonius  verlegt.  Da  man  über 
eine  mechanische  Konstruktion  dieser  Kurve  verfügt,  so  erhält 
man  auch  eine  mechanische  Ausführung  solcher  Einschiebungen, 
bei  denen  die  eine  Linie  eine  Gerade  ist. 

hidessen  können  diese  und  andere  Einschiebungen  auch 
früher  auf  mechanischem  Wege  ausgeführt  worden  sein,  da  es 
nicht  ncUig  ist  dabei  an  die  Konchoide  oder  an  den  geometri- 
schen Ort  für  irgendeinen  beweglichen  Punkt  zu  denken.  Man 
braucht  nämlich  nur  ein  Lineal  (oder  ein  zusammengefaltetes 
Stück  Papier)  mit  zwei  Marken,  deren  Abstand  gleich  der 
gegebenen  Länge  ist,  so  um  den  festen  Punkt  zu  drehen,  dafs 
die  eine  Marke  der  einen  gegebenen  Linie  folgt,  bis  die  andere 
auf  die  andere  Linie  fallt.  Nikomedes  kann  dann  gerade 
dmch  den  Gebrauch   dieses  Konstruktionsmittels  dahin  geführt 

*)  Bulletin  des  Sciences  math^matiques,  2™«  s^rie,  T.  VII,  S.  284. 


c/-.r.':^ri  r^[r.  «irr.  W^r^-  •i'rr  z'^t:::-?:^  Mirie  zn  jtn'üer«!  und 
•!  .r-  r.  7rr.i  .«r--^  &=rf-^:.l  i:.^*  irr-^r  K  :rsre  'ürir  Ut^ration  zu 
v-rrir-r^r.;«  .-!.::►::.  'iri-i  :::.:V.T*::Li-=-  K^-^tLi  flr  d-f-n  Diorismus 
-^i-^rr  <\h>'\  ir'-.ii  ■j:r.~j-r.'rr.  XiU^JLrrT.  auiz ist'rll'f-ii.  Nik«>iii€de5'  Er- 
:\:^fl.!,^  'i-rT  Kvfi* :r.'jli*-  i<  al^j  s-rhr  .veit  davon  entfernt  ein 
Hiri'>:rrii-  :-r  «Jir  .Vr.r.ahir::*.-  zj  -^ir..  'iiT?  man  in  äiterer  Zeit 
Kir.-«  fJ^-r^  ;:;;:*-ri  av;:  ir.'^r:haii[^:h^it-  WV^^r  a'i-F^er'iihrt  habe.  Wir 
'/uAff:ii  i::.  <j»v<:*-r;trr. .  •iafs  eii.-  ^•riiai'^r^  Untersuchung  zu 
*ürr.':  [i'rr^iVi' -1  f^lhr^.-n  '.vini.  dai'-  -1:e  !i:-.-i:aaiiis*:he  Ausführung 
vofi  K:rir^ri.'».-riiiri;fen  in  der  äiterK-n  Zeit  nicht  nur  praktisch 
;jrij/ev/aridt.  ^ondern  auch  theoretisch  al?  ein  Hülfs- 
mittel  anerkannt  word».n  ist.  d»-ssen  man  sich  be- 
dienen durfte,  wenn  eine  Auf^'abe  nicht  mittels  Zirkel 
lind  Lineal  gelost  w^rd^-n  kunnte.  und  dafs  man  sich 
<-rst  in  einer  -päl^-ren  Zeil  verpflichlet  gefühlt  hat  jedesmal, 
wo  e-i  inö;;lich  war.  K#.--'Hl<ch!ii{te  zur  Ausführung  derjenigen 
pjn-chielujnjren  anzuwenden,  die  sich  nicht  in  Konstruktionen 
mittels  Zirkel  und  Lineal  uniformen  liefsen. 

iJi^:-*'  Annahme  stützt  sich  namentlich  auf  die  Aufgaben, 
welche  man  in  Kinschi^buniren  umj^eformt  findet,  ohne  dafs 
hinlertur  weitere  Kejreln  für  ihre  Behandlung  gegeben  werden. 
In  rlies^r  Beziehung  dienen  die  Aufgaben,  welche  sich  in 
Archinn-des'  Buch  über  die  Sjuralen  finden,  am  besten 
zur  Krirnjfrrrung.     Die  Beweise  für  die  Sätze  0.  ♦>  und  7  dieses 

M  Hi'-rauf  hiit  f'rolVr^sor  Op[>*rriiiann  \\i\r\\  aiifiuerksam  jremarht,  indem 
f.v  iianHTitlirh  al-  uahrsr-heinlich  hervorhuh.  liafs  Arohimedes 
-i<h  «liir  im  Hu'-h<r  ul»*rr  <lie  Spiralen  envähnten  Ein-chielumgen  me- 
rhaiii-ch  au-jr<:friliit  ^'^Mlar-lit  hal>e.  Da  er  zuu'leioh  berührte,  dafs 
iVw.  zahlr»-i''h'*n  rrit*'rsiirhun;.'en  von  Einsrhielmnjren  in  der  altgrie- 
i'\\W\\oM  LitiMatur  auf  eino  all;ri*nieine  Benutzung  hindeuteten,  so  habe 
\i-\\  «Tu;  Me^n.  \vf*|rhf  irh  hi<*r  ein^ri-hender  zu  entwickeln  suche,  aus- 
^rtilir-NIirti  ilfin  Srharf-inn  des  vrr^torlienen  Gelehrten  zu  verdanken. 
—  l*nifes-or  0[ij>frrn;«rin  inaclite  mich  auch  darauf  aufmerksam,  dafs 
er  sich  in  seiner  Aufl'as^uni^  mit  Newton  hejrejrnele.  insofern  dieser 
in  seiner  .Appendix  de  aerjuationum  «Minstrurtiune  lineari"  zur  Arith- 
m  e t  i  ra  n  n  i  v  e  r sa  I  i s  rdine  weiteres  voraussetzt .  tlals  Archimedes 
die  Krinrhoide  zur  Dreiteihin;:  des  Winkels  benutzt  habe,  ein  Verfahren, 
da«  Newton,  der  im  iie^rensatz  zu  r)escartes  das  absolute  jreometri.<H.*he 
Vorrecht  der  Ketrelschnitte  bekämpf!,  vollkommen  billi^^t. 
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Buches  stützen  sich  darauf,  dafs  man  durch  einen  Punkt  einer 
Kreisperipherie  eine  gerade  Linie  AED  so  ziehen  kann,  dafs 
das  Stück  ED,  welches  zwischen  dem  zweiten  Schnittpunkt  E 
mit  der  Kreisperipherie  und  der  Verlängerung  einer  gege- 
benen Sehne  abgeschnitten  wird,  eine  gegebene  Länge  erhält, 
und  die  Beweise  für  die  Sätze  8 — 9  stützen  sich  darauf,  dafs 
man,  wenn  bereits  durch  einen  Punkt  der  Kreisperipherie  eine 
Linie  AFG  (Fig. 43)  gezogen  ist,  die 
senkrecht  auf  der  Sehne  BC  in  einem 
Punkte  F,  der  nicht  die  Mitte  der 
Sehne  ist,  steht  und  den  Kreis  in  G 
schneidet,  durch  A  noch  eine  andere 
Linie  A  D  E  ziehen  kann,  auf  der  zwi- 
schen der  Sehne  selbst  und  der  Kreis- 
peripherie ein  Stück  DE  =  FG  abge- 
schnitten wird. 


Die  Richtigkeit  dieser  Vorausset- 


Fit^  43. 


Zungen,  die  nicht  genauer  begründet 
werden,  ist  nun  allerdings  hier,  wo  gar  keine  wirkliclie  Kon- 
struktion verlangt  wird,  sondern  nur  von  der  Existenz  der 
Lösungen  die  Rede  ist,  fast  unmittelbar  einleuchtend,  al)er  es 
sieht  den  Alten  nicht  ähnlich  Behauptungen  über  die  Existenz 
von  Figuren  aufzustellen  ohne  zugleich  Mittel  zu  ihrer  Kon- 
struktion zu  I)esitzen.  Dafs  auch  Archimedes  selbst  sich  eine 
exakt(^  Konstruktion  ausgeführt  gedacht  habe,  darauf  deutet 
der  Umstand,  dafs  vv  an  den  angeführten  Stellen  ausdrücklich 
vermeidet  Bogenlängen,  die  nicht  in  exakte  Konstruktionen  ein- 
geführt werden  durften,  zu  benutzen,  sondern  stattdessen  mit 
geradlinigen  StreckcMi  operiert,  weicht»  das  eine  Mal  gröfser, 
das  andere  Mal  kk^'ner  als  ein  gewisser  Bogen  sind,  mit  Stücken 
also,  die  man  sich  mit  Sicherheit  verschaffen  kann. 

Da  die  Konstruktionen  sich  nun  nicht  mittels  Zirkel  und 
Lineal  ausführen  lassen,  so  liegt  die  Vermutung  nahe,  dafs  Ar- 
chimedes Kegelschnitte  dazu  benutzt  habe*).    Das  konnte  nicht 


^)  S(>  meint  Dr.  Heiberg,   dafs  man  bei  der  Unlersuchunj?  über  Archi- 
nuMles'  Kenntnis  der  Kegelschnitte  auch  davon  aiLsgehen  müsse,  dals 
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besonders  schwierig  sein,  und  namentlich  mufs  die  Anwendung 
der  körperlichen  Örler.  welche  Pappus  am  S^^hlusse  des  -Men 
Buchts*)  anführt  und  gerade  für  die  Lösung  der  hier  erwähnten 
Aufgaben  angewandt  wissen  will,  sich  leicht  dargeboten  haben. 
Die  Konstruktion  wird  dann  etwa  folgendermafsen  gefunden 
und  ausgeführt  worden  sein. 

Soll  DE  fin  Fig.  43.  die.  mit  Aasnahnie  der  Lage  der  ein- 
zelnen Teile  und  der  diesen  entsprechenden  Diskussion,  für 
jede  beliebige  der  hier  envähnten  Bestimmungen  verwendbar 
ist)  die  Gröfse  k  haben,  so  erhält  man  aus  der  Figur,  dafs 
BIJ.JJC  -  k.AD,  oder,  wenn  BC  ^  ür,  der  Abstand  DR 
des  Punktes  D  von  der  Mitte  B  der  Sehne  BC  gleich  x  gesetzt 
wird,  und  wenn  BF  =  a  und  AF  =  6.  dafs 


r«  — ^«  =  k\{(t  —  x)'-^b\ 

Setzt  man    die  beiden  Seiten    dieser  Gleichung  gleich  A-y.    so 

wird  x  bestimmt  als  Abscisse  des  Schnittpunktes  zwischen  der 

I^arabel 

r« J-* 

und  der  [lyperbel 

!f^  =  {a^xy-  +  b^,  (2) 

Ist  nun  in  dem  durch  die  Figur  dargestellten  besonderen  Falle 
h'  ^  FG,  srj  werden  diese  beiden  Kurven  dm*ch  .4  gehen  (wenn 
man  die  (Jrdinaten  abwärts  als  positiv  rechnet).  .4  wird  ein 
Scheitelpunkt  der  Flyfjerbel  und  F  ihr  Mittelpunkt.  Da  aber 
ruf;  Axe  ih;r  Parabel  durch  Ä,  und  sie  selbst  durch  B  und  C 
geht,  so  ist  es  klar,  dal's  sie  die  H}i)erbel  aufser  in  .4  in  noch 
«•inem  Punkte  schneiden  mufs,  dessen  Projektion  D  auf  die 
Sfjline  BC  selbst  fällt.  Dieser  Punkt  wird  mit  F  nur  unter 
(l(;r   Voraussetzung   (die;   Archimedes    ausdrücklich    ausschliefst) 


«r  ilif'sc  Konstruktionen  durch  KegelschniUe  ausgefilhrt  habe  (Zeitschr. 
f.  Math.  u.  I*hys.,  hist.  lit.  Al>t..  XXV.  -2,  S. ««). 
•j  Ausjr.  V.  Hultscti,  ^.  ±)H—:i{)'2.     Man    vergleiche    auch    Heibergs   Ver- 
besserung  (b*s  Textes    und    die    daran    geknajitle  Auseinandersetzung 
Ober  die  Anwendung  in  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys..  hist.  lit.  Abt.,  XXIII, 

i,  s.  ns. 
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zusammenfallen,  dafs  F  selbst  mit  der  Mitte  R  der  Sehne 
zusammenfallt. 

Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dafs  bereits  Archimedes, 
wenn  er  gewollt  hätte,  diese  Konstruktion  von  ADE,  für  die 
nur  Ilülfsmittel  angewandt  werden,  die  zu  seiner  Zeit  vollkom- 
men bekannt  waren,  etwa  auf  dieselbe  Weise  hätte  ausführen 
können,  und  dafs  er  an  diese  Konstruktion  die  Begründung 
seiner  Behauptungen  hätte  anschliefsen  können;  aber  die  Be- 
gründung ist  zu  weitläufig,  als  dafs  man  annehmen  dürfte,  dafs 
er  mit  einigem  Rechte  habe  glauben  können,  seine  Leser  würden 
ohne  weitere  Anleitung  imstande  gewesen, sein  sich  auf  diese 
Weise  von  der  Richtigkeit  seiner  Behauptungen  zu  überzeugen. 

Dagegen  wird  die  Richtigkeit  derselben  einleuchtend  genug 
gewesen  sein,  um  das  Fortlassen  jeder  Begründung  bei  Archi- 
medes zu  erklären,  wenn  man  sich  in  allen  genannten  Fällen  die 
Konstruktion  von  ADE  auf  dem  von  uns  angegebenen  mechani- 
schen Woge  ausgeführt  denkt.  So  wird  in  Fig.  43  die  Mtiglichkeit, 
noch  ehie  von  AFG  verschiedene  Linie  ADE  zu  ziehen,  wenn 
AFG  senkrecht  auf  BC  steht  und  wenn  /'  nicht  die  Mitte 
dieser  Sehne  ist,  daraus  hervoi^gehen ,  dafs  eine  Drehung  der 
ADE  von  AFG  aus  gegen  den  Mittelpunkt  des  Kreises  sogar, 
wenn  E  sich  auf  einer  durch  G  zu  BC  gezogenen  Parallelen 
bewegen  müfste,  DE  dahin  bringen  würde  gröfsere  Werte  als 
FG  anzimehmen,  also  um  so  mehr,  wenn  E  sich  auf  dem 
über  einer  solchen  Parallelen  liegenden  Kreisbogen  bewegt, 
dafs  also  FG  nicht  der  Maximalwert  ist.  Noch  verständlicher 
wird  das  Fortlassen  einer  Begründung  bei  Archimedes,  wenn 
man  bedenkt,  dafs  die  Anerkennung  des  erwähnten  Konstruk- 
tionsmittels wahrscheinlich  verbunden  war  mit  der  Aufstellung 
einiger  Regeln  für  die  Diskussion  von  Aufgaben,  die  sich  auf 
di(\sem  Wege  lösen  liefsen. 

Eine  sehr  bekannte  Aufgabe,  die  Dreiteilung  des  Winkels, 
ist  sogar  auf  verschiedenen  Wegen  auf  Einschiebung  zurück- 
geführt worden.  Die  eine  von  diesen  wird  insofern  Archi- 
medes zugeschrieben,  als  sie  sich  in  einem  der  Sätze  angegeben 
findet,  die  uns  durch  die  Araber  unter  dem  Namen  von 
«Arcliiinedes'   Wahlsätzen**    überliefert   sind.      Der    achte    von 


diesen  ^  >  sagt,  dat?  weno  man  auf  der  Veriängening  einer  Sehne 
AB  eine<  Kreises  ein  dem  Radius  gleirhes  Stück  BC  abträgt 
und  durch  C  den  Durchmesser  CFE  zieht  iFig.  4+>.  der  Bogen 
BF  ein  Drittel  des  Bogeas  AE  wird.    Einerlei  ob  dieser  Salz, 

der  sieh  leicht  beweisen  läfst,  von 
A  Archimedes  herrührt  oder  nicht,  der 

Zweck  desselben   hat  sicherlich  in 

'^^  der  Anwendung  bestanden,  welche 

-^ y — -r      arabische    Schriftsteller    von     ihm 

machen,  nämlich  in  der  Dreiteilung 

des  zu  A  E  gehörigen  Centriwinkels. 
p.     ^  Diese  ist  also  auf  eine  Einschiebung 

zurückgeführt,  nämlich  durch  -4  die 
Linie -IC  so  zu  ziehen,  dafs  das  zwischen  ihrem  zweiten  Schnitt- 
punkte B  mit  dem  Kreise  und  ihrem  Schnittpunkte  C  mit  dem 
Durchmesser  EF  abgeschnittene  Stück  BC  eine  gegebene  Länge 
erhält. 

Diese  Einschiebung  gehört  als  specieller  Fall  unter  die- 
jenigen, welche  iia  Buche  über  die  Spiralen  benutzt  werden. 
und  die  sich  mittels  der  oben  beschriebenen  körperlichen  Örter 
lösen  lassen.  Pappus  sagt  von  diesen-),  dafs  sie  sich  auch 
auf  viele  andere  körperliche  Aufgaben  .anwenden  lassen  als 
diejenigen,  welche  die  Spirale  betretfen:  doch  nennt  er  die 
Dreiteilung  des  Winkels  nicht  besonders.  Dies  ist  etwas 
auffallend,  da  er  ausführlich  über  die  beiden  anderen  Drei- 
teilungen des  Winkels  berichtet,  welche  im  Verlaufe  dieses 
Abschnittes  Erwähnung  finden  werden.  Vielleicht  könnte  dies 
darauf  liiiideuteii.  dafs  die  Dreiteilung  des  Winkels,  welche  hier 
dem  Archimedes  beigelegt  wird,  nicht  griechisch  ist,  sondern 
von  dr'ii  Arabern  luTrührt.  Abgesehen  von  der  interessanten 
fbereinstiiiiniung  mit  den  Voraussetzungen  in  der  Schrift  über 
die  Spiralen,  ist  hierauf  kein  grofses  Gewicht  zu  legen,  da  die 
Behandlung  doch  ganz  auf  gi'iechischem  Grunde  aufgebaut  ist 
und    keinenfalls    unrichtige    Vorstellungen    über    das  Verfahren 


'j  Arrhirn<*de.s.  he^aus^r.  v.  Heibei-jr,  II.  S.  437. 
»j  Aus\^.  V.  Hiiltsch,  S.  -29S. 
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der  Griechen  erwecken  kann.  Das  sieht  man  am  besten  durch 
Betrachtung  der  einen  von  den  Lösungen  derselben  Aufgabe, 
die  nach  Pappus'  Mitteilungen  von  den  alten  griechischen 
Schriftsteilem  herrührt  und  durch  welche  die  Aufgabe  auf 
eine  andere  Einschiebung  zurückgeführt  wird. 

Ist  (Fig. 45)  ABC  der  Winkel,   an   dem   die   Dreiteilung 
vorgenommen    werden  soll,    und  EBC  ein  Drittel    desselben. 


Fig.  45. 

ist  ferner  ÄC±BC.  AE ±  AC  und  H  die  Mitte  von  DE, 
so  wird  z  AHB  =  2  z  AEIJ  =  z  ABH.  folglich  AB  =- 
AU  ^  DIL  =--  HE.  Es  kommt  also  darauf  an  durch  B  eine 
Linie  BE  so  zu  ziehen,  dafs  die  Linien  AC  und  AE  auf  der- 
selben ein  Stück  DE  -=  ^2 AB  abschneiden,  oder,  wenn  man 
die  Aufgabe  verallgemeinert,  dafs  DE  einen  gegebenen  Wert  h 
erhalt. 

Indem  Pappus  imn  zeigt,  wie  diese  Einschiebung  sich  durch 
Kegelschnitte  ausführen  lafst,  sclu'eibt  er  ausdrücklich*)  den 
Alten  dieselbe  Lösung  zu;  .iber  es  steht  nichts  der  Annahme  im 
Wege,  dafs  dieselbe  Aufgabe  früher,  ja  vielleicht  noch  zu  der- 
selben Zeit,  wo  man  die  Auflösung  durch  Kegelschnitte  kannte, 
durch  Reduktion-)  auf  eine  Einscliiebung  als  bereits  gelöst  be- 


')  Aus<r.  V.  Huitsch.  S.  272,  12—14. 

')  Froklus  sa^'t  (Ausg.  v.  Friedlein,  S.  272)  eigentlich,  dafs  dies  entweder 
mit  dieser  Lösung  oder  mit  der  in  Archimedes'  Wahlsatzen  ent- 
ludtenen  der  Fall  gewesen  ist.  wenn  er  berichtet,  dafe  Nikoniedes 
den  Winkel  durch  die  Konchoide  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  habe; 
denn  die  Benutzung  dieser  Kurve  ist  ja  nur  eine  Illustration  der  nie- 
ehiinisch  ausgeführten  Einschiebung.    Dafs  gerade  dem  Nikomedes  die 
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trachtet  werden  konnte.  Dafs  man  überhaupt  die  Lösung 
durch  eine  solche  Einschiebung  gesucht  hat,  das  ist  es,  was 
wir  besonders  hervorheben  möchten. 

Die  von  Pappus  mitgeteilte.  Lösung  durch  Kegelschnitte 
geht  darauf  aus  den  Punkt  F  zu  bestimmen,  wenn  CF  parallel 
und  gleich  DE  gezogen  gedacht  ist.  Da  DE  gleich  k  gegeben 
ist,  so  ist  ein  geometrischer  Ort  für  den  Punkt  -F  ein  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkt  C  und  dem  Radius  k.  Einen  zweiten 
Oii  erhält  man  dadurch,  dafs,  wie  die  Figur  zeigt,  Rechteck 
FI  =  Rechteck  GB  =  Rechteck  AB  ist,  nämlich  eine  Hy- 
perbel durch  C  mit  den  Asymptoten  IE  und  IB. 

Auch  die  Konstruktion  von  zwei  mittleren  Proportionalen 
ist,  wie  wir  bei  Pappus  ^)  sehen,  auf  eine  Einschiebung  zurück- 
geführt worden.  Die  hierzu  dienende  Konstruktion  kann  aus 
folgender  Analysis  auf  natürliche  Weise  hervorgegangen  sein. 
Aus  x'"^  =  a^b  erhält  man 

x^  h  bx         62  (a:  +  26)2 


«2  X  x^         bx         4(x'^  +  i:r+ Ja«) 


(I) 


Vx''  +  bx+-\a^ 


Vx^-i-  bx  -\-  \a'^  läfst  sich  darstellen  als  Seite  KF  eines  Drei- 
ecks KFC  (Fig.  46),  dessen  andere  Seiten  CK  =  x  und  CF 

=  -^  sind,   wenn  die  Projektion  CE  der  letzten  auf  die  Ver- 


Ehre    für  diese  Lösung    zuerkannt    wird,   hat   wohl    zunächst   seinen 
Grund  darin,  dafs  er  der  Erfinder  der  Konchoide  ist,  und  schliefst  es 
nicht  aus,  dafs  dieselhe  früher  rein  mechanisch  ausgeführt  sein  kann. 
»)  Ausg.  V.  Hultsch.  S.  58-«l  und  24G— 251. 
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längerung  der  ersten  -^  ist.     Die  Konstruktion   des   Dreiecks 

CEF  ist  dann  unabhängig  von  x  oder  von  dem  unbekannten 
Punkte  K,    Macht  man  CH  =  U,  und  zieht  CD  parallel  HF, 

so  7.oigt  die  gefundene  Proportion,  dafs  DK=-^,  Der  Punkt  Jt 

wird  dann  dadurch  bestimmt,  dafs  man  von  F  aus  -^  zwischen 

die  der  Lage  nach  bekannten  Linien  CD  und  BK  einschiebt. 

Da  es  sich  hier  um  eine  Aufgabe  handelt,  deren  Lösung 
durch  Kegelschnitte  auf  viel  einfacheren  Wegen  bereits  gewonnen 
war,  so  hat  der  Erfinder  hier  eine  solche  nicht  beabsichtigt. 
Pappus  bezeichnet  die  angeführte  Konstruktion  auch  als  Beispiel 
für  die  Anwendung  von  Nikomedes'  Konchoide.  Da  er  aber  aus- 
drücklich dem  Nikomedes  die  benutzte  Reduktion  zuschreibt, 
so  haben  wir  hier,  wenn  er  darin  Recht  hat,  kehi  Beispiel  für 
eine  noch  frühere  mechanische  Ausführung  von  Einschiebungen. 

Wenn  wir  nun  nicht  nur  von  dieser  körperlichen  Einschie- 
bung,  sondern  auch  von  denen,  welche  Archimedes  vor  Niko- 
medes' Zeit  benutzt  hat,  aimehmen,  dafs  man  es  für  ebenso 
berechtigt  gehalten  hat  dieselben  mechanisch  auszuführen  wie 
durch  k()rporliche  Örter,  so  liegt  die  Frage  nahe,  ob  es  nicht 
noch  weiter  rückwärts  eine  Zeit  gegeben  habe,  wo  man  eine 
solche  mechanische  Ausführung  für  gleichberechtigt  mit  der 
Konstruktion  durch  Zirkel  und  Lineal  gehalten  hat,  wo  niim 
sich  also,  wenn  eine  Aufgabe  sich  nur  auf  eine  Einschie- 
buiig  zurückführen  liefs,  hiermit  begnügte  ohne  zu  fragen,  ob 
dieselI)o  sich  nicht  auch  mittels  Zirk(^l  und  Lineal  lösen  lasse. 
Eine  Andeutung  darüber,  dafs  dies  wirklich  der  Fall  gewesen 
ist,  finde  ich  in  einer  Stelle  des  ältesten  uns  erhaltenen  geo- 
metrischen Fnigments,  nämlich  in  Eudemus'  Bericht  über 
llippokrates'  Quadratur  der  Möndchen.  Wenn  wir  uns  an 
den  von  Simplicius'  Zusätzen  befreiten  Text  in  der  Form  halten, 
wie  P.  Tannery*)  denselben  giebt,  so  wird  durch  enien 
Punkt  B  auf  einer  Kreisperipherie  (Fig.  47)  eine  Linie  gezogen. 


')  Meinoires  de  rAcademie  de  Bordeaux,  12™®  serie,  T.  V,  S.  il9  und  424. 
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auf  der  zwischen  dem  zweiten  Schnittpunkt  E  mit  der  Kreis- 
peripherie und  dem  Schnittpunkt  Z  mit  einer  gegebenen,  auf 
dem    Durchmesser   durch   B    senkrecht    stehenden   Sehne   ein 

Stück  EZ  von  gegebener  Länge 
abgeschnitten  wird.  Dafs  an  dieser 
Stelle  nichts  darüber  gesagt  wird, 
wie  man  diese  Konstruktion  aus- 
zuführen habe,  hat  wohl  kaum 
etwas  zu  bedeuten,  da  in  dem 
vorhergehenden  Satze  bei  Eudemus 
eine  andere  Konstruktion  erwähnt 
ist,  nämlich  die  eines  Trapezes 
mit  gegebenen  Seiten,  gleichfalls 
ohne  dafs  etwas  über  die  Aus- 
führung der  Konstruktion  angegeben  wird.  Dagegen  stütze  ich 
mich  auf  die  Thatsache,  auf  welche  P.  Tannery  aufmerksam 
macht,  dafs  nämlich  Eudemus,  nachdem  die  Strecke  EZ 
mittels  der  erwähnten  Einschiebung  eingetragen  ist,  die  Punkte 
B  und  Z  verbindet.  Bei  der  Erklärung  dieses  Umstandes 
bleibe  ich  nicht  mit  Tannery  bei  der  Annahme  stehen,  dafs 
man  bereites  damals  solche  ebenen  Einschieb ungen  einer  selb- 
ständigen Behandlung  unterworfen  habe.  Diese  Behandlung 
würde  hier  nämlich  nicht  wohl  in  etwas  anderem  haben  be- 
stehen können,  als  —  wie  Tannery  auch  annimmt  —  in  einer 
Bestinmmng  der  Strecken  BE  und  BZ  mittels  Flächenanlegung  *); 
daim   aber  erscheint  es  mir  am  wahrscheinlichsten,  dafs  man 


Fig.  47. 


')  Wenn  Tannery  die  hier  angeführte  Stelle  als  Beweis  dafür  benutzt, 
dafs  man  zu  Hippokrates'  Zeit  die  geometrische  Auflosung  quadra- 
tischer Gleichungen  kannte,  so  wird  ihre  Beweiskraft  hinfällig,  sobald 
man  meine  Anschauung  teilt;  in  der  Annahme  aber,  dafs  Hippokrates 
diese  Gleichung  kannte  und  seine  Einschiebung  also  mittels  Zirkel 
und  Lineal  ausführen  konnte,  stinmie  ich  ganz  mit  Tannery  überein. 
—  Für  den  ferneren  Gebrauch,  den  Tannerv  von  dieser  Konstruktion 
gemacht  wissen  will,  halte  ich  dieselbe  mit  All  mann  für  ganz  über- 
flüssig; denn  dafs  Winkel  KZB  stumpf  ist,  ergiebt  sich  am  einfachsten 
daraus,  dafs  sein  Nebenwinkel  EZK  spitz  sein  mufs:  derselbe  liegt 
nämlich  in  einem  Dreieck  einer  Seite  gegenüber,  die  nicht  die  gröfste 
ist.  denn  im  vorHegenden  Falle  ist  EZ  =  EK\'\, 
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die  ganze  Linie  BZE  auf  einmal  in  die  Figur  hineingezeichnet 
haben  würde.  Bei  der  mechanischen  Ausführung  einer  Ein- 
schiebung,  wie  ich  sie  angegeben  habe,  kann  ich  mir  dagegen 
leichter  denken,  dafs  man  in  der  Regel  nur  das  Stück  der 
geraden  Linie  gezeichnet  hat,  welches  eine  gegebene  Länge 
haben  sollte,  so  dafs  der  Zeichenstift  dem  Lineal  nur  zwischen 
den  beiden  abgesetzten  Marken  gefolgt  ist.  Mag  man  nun  dar- 
über auch  denken  wie  man  will,  jedenfalls  spricht  das  frühe 
selbständige  Auftreten  von  Einschiebungen  für  die  Anschauung, 
die  ich  hier  aufgestellt  habe. 

Nun  gehen  allerdings  die  Mehi-zahl  der  übrigen  Bestrebungen, 
von  denen  uns  etwas  bekannt  ist,  stets  darauf  aus  andere 
Konstruktionen  an  Stelle  der  mechanischen  Einschiebungen  zu 
setzen:  so  hat  sich  ApoUonius  in  den  beiden  verlorenen 
Büchern  über  veiaeiQ  mit  solchen  Einschiebungen  beschäftigt^), 
die  sich  mittels  Zirkel  und  Lineal  ausführen  lassen,  und  für 
ehic  solche  führt  Pappus  auch  ein  bemerkenswertes  Beispiel 
von  Heraklitus^)  an.  Solche  Arbeiten  finden  aber  eben  ihre 
beste  Erklärung,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  unbedingte  Be- 
vorzugung des  Gebrauchs  von  Zirkel  und  Lineal,  die  wir  jeden- 
falls bei  Euklid  linden,  nicht  uralt  ist,  sondern  etwa  erst  von 
der  Zeit  Plalos  herrührt.  Dann  mufste  man  die  Konstruktionen, 
die  früher  mittels  mechanischer  Einschiebungen  ausgeführt 
wurden,  ändern,  und  dies  konnte  oft  dadurch  geschehen,  dafs 
man  die  früher  gefundene  Einschiebung  unmittelbar  durch  die 
bevorzugten  Instrumente  ausführte.  Die  Untersuchung  und  Um- 
formung der  ebenen  Einscliiebungen  war  um  so  nötiger,  wenn, 
wi(^  wir  armehmen,  noch  einige  Zeit  verging,  bevor  man  die 
urnnittelbare  mechanische  Ausführung  der  nicht  ebenen  Ein- 
schiebungen planmäfsig  und  überall,  wo  es  möglich  war,  durch 
die  Kegelschnitte  ersetzte.  Die  Gefahr  sich  einer  falschen  Be- 
nutzung der  Mittel  schuldig  zu  machen  wurde  dadurch  um  so 
grölser. 


M  Sielie  Papjms,  Ausg.  v.  Hultsch.  S.  670— ()73. 

')  Au<g.  V.  Hultsch.  S.  782.    Seine  Einschiebung  werden  wir  bald  genauer 
hesprcclien. 
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Es  ist  jedoch  wahrscheinlich,  dafs  man  in  Euklids  und 
Apollonius'  Jahrhundort,  in  welchem  immer  bessere  Hülfs- 
mittel  zur  Auflösung  von  Aufgaben  durch  Keglesclmitte  geschaffen 
wurden,  jede  sich  hierfür  als  brauchbar  darbietende  Aufgabe 
als  Material  zur  Entwicklung  und  Einübung  solcher  Konstruk- 
tionen benutzte.  War  dies  der  Fall,  so  haben  die  Einschie- 
bungen,  welche  man  bei  der  Lösung  bekannter  Aufgaben  be- 
nutzte oder  welche  in  Archimedes'  Schriflen  vorkamen,  willkom- 
mene Beispiele  abgegeben.  Dadurch  kann  man  sich  aber  leicht 
daran  gewöhnt  haben,  die  Lösungen  durch  Kegelschnitte,  die 
durch  ihre  ausgedehntere  Anwendbarkeit  und  ihren  systema- 
tischen Charakter  besonders  ansprechend  wirken  nmfsten,  als 
das  in  theoretischer  Beziehung  allein  berechtigte  Mittel  gegen- 
über solchen  Aufgaben  zu  betrachten,  die  sich  überhaupt  auf 
diesem  Wege  und  nicht  mittels  Zirkel  und  Lineal  lösen  liefsen; 
diese  Auffassung  finden  wir  bei  Pappus  ausgesprochen. 

Dafs  man  für  solche  Aufgaben,  von  denen  man  mecha- 
nische Auflösungen  besafs,  einer  Lösung  durch  Kegelschnitte 
eine  theoretische  Bedeutung  beilegte,  hatte  in  der  That  auch 
gewichtige  Gründe.  Diese  Bedeutung  liegt  namentlich  in  der 
Forderung,  die  man  an  die  vollständige  Lösung  einer  vorgelegten 
Aufgabe  stellte,  dafs  dieselbe  nämlich  von  einem  Diorismus 
begleitet  sein  sollte,  der  —  wie  wir  S.  21  gezeigt  haben  —  we- 
nigstens die  Angabe  der  Grenzen  enthalten  mufste,  innerhalb 
deren  eine  Aufgabe  lösbar  war,  und  der  gewifs  in  der  Regel 
auch  den  Zweck  hatte  die  Fälle  abzugrenzen,  in  denen  die 
Aufgabe  eine  gröfsere  oder  geringere  Anzahl  von  Lösungen 
haben  konnte.  Bei  synthetischen  Darstellungen  wurde  der  Dio- 
rismus vor  der  eigentlichen  Lösung  aufgestellt;  denn  diese  durfte 
man  nicht  mit  solchen  Werten  der  gegebenen  Gröfsen  in  An- 
griff nehmen,  die  auf  Unmöglichkeiten  führten.  Wie  grofses 
Gewicht  man  auf  Diorismen  legte,  geht  daraus  hervor,  dafs 
Apollonius  in  den  Vorreden  zu  seinen  Kegelschnitten  stets  die 
Bedeutung  seiner  neuen  Sätze  für  die  Bildung  von  Diorismen 
hervorhebt. 

Dafs  wir  uns  nun  dann't  haben  begnügen  können,  dem 
Archimedes  mechanische  Einschiebungen   im  Buche   über   die 
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Spiralen  beizulegen,  beruht  darauf,  dafs  er  durch  einfache  Über- 
legungen, die  an  diese  Einschiebungen  angeknüpft  waren,  alles 
das  erhalten  konnte,  was  er  in  dem  vorliegenden  Falle  benutzen 
niufsle.  Gleichfalls  konnte  man  irgend  ein  beliebiges  Hülfs- 
mittel  zur  Dreiteilung  des  Winkels  benutzen,  da  man,  ganz 
unabhängig  von  dem  für  die  Konstruktion  eingeschlagenen 
Wege,  wufste,  dafs  diese  Aufgabe  sich  immer  lösen  lasse  und 
—  w(^nn  dieselbe  nicht  in  der  Weise  wie  in  der  neueren  Zeit 
erweitert  wird  —  nur  eine  Auflösung  habe. 

Wenn  man  dagegen  weitere  Anwendungen  derselben  Ein- 
schiebungc^n  machen  wollte,  so  liefs  es  sich  nicht  vermeiden, 
dafs  man  auf  Aufgaben  stiefs,  deren  Aflösbarkeit  davon  abhing, 
ob  diese  Einschiebungen  sich  überhaupt  als  möglich  erwiesen. 
Dann  war  eine  hierauf  bezügliche  Untersuchung,  die  nament- 
lich in  einer  Bestinmiung  der  Maxima  und  Minima  für  die 
zwischen  die  beiden  Linien  eingeschobene  Strecke  bestehen 
mufste,  notwendig,  bevor  man  zu  solchen  Anwendungen  über- 
ging. Diese  Untersuchung  ist  von  rein  theoretischer  Art  und 
mufste  in  ÜbenMnstimnmng  mit  der  geometrischen  Form  der 
Algebra  der  Griechen  an  die  Untersuchung  der  Kurven  ange- 
schlossen werden,  deren  Berührung  die  gesuchten  Grenzfalle 
beslimmte.  Hierzu  liefs  sich  das  Studium  der  Konchoide  und 
ilucr  Tangenten  benutzen,  aber  noch  besser  eine  Lösung  durch 
Kegelschnitte,  und  die  Anwendung  der  bekannten  Eigenschaften 
dieser  liefs  erkennen,  wann  eine  Berührung  eintreten  mufste. 

Will  man  nun  bei  der  ersten  der  hier  erwähnten  Ein- 
schiebungen (Fig.  48,  in  der  die  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung 
iiaben  wie  in  Fig.  43,  nur  nehmen  wir  nicht  mehr  k  =  FG) 
den  Maximalwert  der  zwischen  die  Sehne  und  den  Kreisbogen 
eingeschobenen  Strecke  DE  =  k  bestimmen,  so  wird  man 
hieilTir  die  bereits  gegebene  Lösung  durch  die  Parabel  BPC, 
dargestellt  durch 

ky  =  c^  —  x^  (1) 

lind  die  gleichseitige  Hyperbel  AP,  dargestellt  durch 

y^  -{a-  xY  +  h^  (2) 

benutzen  kömien,  und  dann  kommt  es  darauf  an,   wenn  a,  b 
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und  c  als  gegeben  betrachtet  werden,  k  so  zu  bestimmen,  dafs 
der  erste  von  diesen  Kegelschnitten  zur  Berührung  mit  dem 
zweiten  gelangt. 


Fig.  48. 

Nennen  wir  den  Berührungspunkt  P  und  nehmen  wir  an, 
dafs  die  Tangente  in  diesem  Punkte  die  feste  Sehne  BC  im 
Punkte  Q  schneidet,  während  D  die  Projektion  des  Punktes  P 
auf  BC  bezeichnet,  so  mufs 

DF.  FQ  =  i2  (3) 

sein,  da  beide  Halbaxcn  der  Hyperbel  gleich  b  sind.  Aus  der 
Gleichung  der  Parabel,  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  der  Figur 
und  aus  dem  Umstände,  dafs  der  Scheitelpunkt  G  der  Parabel 
die  Mitte  zwischen  dem  Schnittpunkt  S  der  Tangente  mit  der 
Axe  und  der  Projektion  T  des  Berührungspunktes  P  auf  diese 
ist,  ergiebt  sich  ferner,  dafs 

BR^   __  RG  _  iRDjj-  DQ 

Pf'     —    ygr   —  ,py 


(4) 


Führen  wir  nun  in  (3)  und  (4)  dieselben  Bezeichnungen  ein, 

die  wir  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  der  Kurven  benutzt 

haben,  und  setzen  wir  FQ  =  z,  so  sieht  man,  dafs  dieselben 

die  Formen 

{a  —  x)z  ==  6«  (3') 

und  a;(2a  — ir  +  22r)  =  c«  (4') 
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annehmen.  Errichtet  man  femer  im  Punkte  D  senkrecht  auf  BC 
eine  Ordinate  von  der  Gröfse  z  =  FQ^  so  werden  die  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  zwei  Hyperbehi  darstellen.  Der  Punkt  D 
von  BC,  durch  den  die  möglichst  grofse  Linie  DE  gehen  soll, 
wird  dann  die  Projektion  des  Schnittpunktes  dieser  Hyperbeln 
auf  BC  sein.    Die  Hyperbel  (4')  läfst  sich  auch  mit  der  Parabel 

'iaz  ==  iT«  —  ^ax  +  26«  +  c«  (5) 

vertauschen. 

Wenn  man  auch  zwischen  die  Verlängerungen  der  Sehne 
BC  und  den  Kreisbogen  BAC  Strecken  von  der  Länge  k 
einschieben  will,  die  —  entweder  selbst  oder  nach  ihrer  Ver- 
längerung —  durch  A  gehen,  so  mufs  man  dafür  den  zweiten 
Ast  der  Hyperbel  (2)  benutzen,  der  von  den  Alten  als  eine 
Kurve  für  sich  betrachtet  wurde.  Dieser  schneidet  die  Parabel 
immer  in  zwei  Punkten,  giebt  also  keine  Veranlassung  zu  Grenz- 
bestimnmngen. 

Vertauscht  man  die  Linie  BC  mit  einer  Geraden,  die  den 
Kreis  nicht  schneidet,  so  hat  man  die  Gleichung  (1)  der  Parabel 
mit  einer  Gleichung  von  der  Form 

a?«  4-  c*  =  ky 
zu  vertauschen.  Der  Diorismus,  der  in  diesem  Falle  auf  die 
Bestimmung  von  einem  Minimum  oder  von  zwei  Minima  und 
einem  Maxinmm  hinausläuft,  läfst  sich  dann  mittels  derselben 
Sätze  durchführen,  die  in  dem  Falle,  den  wir  ausführlich 
behandelt  haben,  benutzt  wurden. 

Die  Diorismen  entlialten  allerdings  für  beide  Lagen  der 
geraden  Linie  Lösungen  von  neuen  körperlichen  Aufgaben. 
Für  die  erste  Lage  besteht  diese  Aufgabe  jedoch  nur  in  der 
Bestimmung  einer  solchen  Grenze,  deren  Existenz,  ebenso  wie 
ihre  Eigenschaft  als  Maximum,  sich  erkennen  läfst  durch  direkte 
Betrachtung  der  vorgelegten  Einschiebung  selbst;  sie  kann  also 
keinen  neuen  Diorismus  veranlassen.  Dagegen  bedarf  für  die 
zweite  Lage  die  neue  körperliche  Aufgabe  eines  Diorisnms. 
Hat  man  diesen  Fall  überhaupt  behandelt  und  die  Gleichunge 
(3)  und  (5)  (mit  —  r*  statt  +r*)  benutzt,  so  mufs  der  zuge- 
luirige  Diorismus  nahe  verwandt  gewesen  sein  mit  dem,  welcher 
zu  Archimedes  Kugelteilung  gehört. 

18* 
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Nachdem  wir  also  gesehen  haben,  was  eine  Behandlung 
der  von  Archimedes  benutzten  Einschiebung  durch  Kegel- 
schnitte in  sich  begreifen  mufste,  wenn  sie  den  Forderungen 
an  Vollständigkeit,  die  überall  in  den  aus  der  besten  Zeit 
herrührenden  Schriften  erfüllt  sind,  genügen  sollte,  so  wollen 
wir  für  einen  Augenblick  zu  der  Frage  zurückkehren,  ob  nicht 
Archimedes  aus  dem  Grunde,  weil  eine  solche  Behandlung  zu 
seiner  Zeit  bekannt  war,  sich  so  kurz  ausdrücken  durfte,  wie 
er  gethan  hat,  und  ob  er  sich  nicht  doch,  entgegen  unserer 
Annahme,  die  Einschiebung  durch  Kegelschnitte  ausgeführt 
dachte.  Wenn  der  Hülfssatz,  der  die  Dreiteilung  des  Winkels 
auf  dieselbe  Einschiebung  zurückführt,  von  ihm  herrühren 
sollte,  so  könnte  die  wiederholte  Benutzung  derselben  Einschie- 
bung hierauf  hindeuten.  Bei  der  Durchführung  des  Diorismus 
haben  wir  auch  nur  solche  Sätze  über  Kegelschnitte  angewandt, 
die  vor  Archimedes'  Zeit  bekannt  waren,  und  wenn  auch  die 
Darstellung  der  verschiedenen  Fälle  und  der  Beweise  dafür, 
dafs  man  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  erhielt,  weit- 
läufig gewesen  sein  mufs,  so  kann  dieselbe  trotzdem  recht  wohl 
in  einem  von  Ar  ist  aus'  fünf  Büchern  über  körperliche  Örter 
Platz  gefunden  haben. 

Indessen  wird  unser  Nachweis,  dafs  dasjenige,  was  durch 
eine  Lösung  durch  Kegelschnitte  erreicht  werden  sollte,  vor 
allem  die  Bestimmung  des  Grenzwertes  der  eingeschobenen 
Strecke  k  war,  auch  gezeigt  haben,  dafs  Archimedes  für  diese 
gar  keine  Verwendung  gehabt  hat.  Selbst  in  dem  Falle,  wo 
die  Strecke  A*  zwischen  die  Sehne  selbst  und  den  Bogen  ein- 
geschoben werden  soll,  wo  sich  also  denken  läfst,  dafs  die- 
selbe zu  grofs  sein  könnte,  vergleicht  er  sie  nicht  mit  dem 
Maximalwerte,  wie  es  eine  möglichst  unmittelbare  Anwendung 
einer  vorhergehenden  vollständigen  Untersuchimg  erfordern 
würde,  sondern  er  fuhrt  besondere  Gründe  an,  weshalb  das 
Maximum  in  dem  vorliegenden  Falle  nicht  erreicht  sein  kann, 
und  die  Richtigkeit  dieser  Gründe  ist  leichter  einzusehen  ohne 
eine  Behandlung  durch  Kegelschnitte  als  mit  einer  solchen. 
Wir  halten  deshalb  an  unserer  Ansicht  fest,  dafs  kein  Grund 
für  die  Annahme  vorliege,  Archimedes  habe  —  einerlei  ob  die 
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Behandlung  seiner  Einschiebung  durch  Kegelschnitte  vor  oder 
nach  seiner  Zeit  ausgeführt  worden  ist  —  eine  Anwendung 
von  Kegelschnitten  im  Sinne  gehabt,  da  ihm  diese  nicht  den 
geringsten  Nutzen  gewährte. 

Pappus^)  sieht  die  Sache  anders  an.  Zu  seiner  Zeit  war 
die  Benutzung  von  Kegelschnitten  für  Aufgaben,  welche  sich 
durch  diese  lösen  liefsen,  zu  einer  principiellen  Forderung 
geworden,  und  zwar  unabhängig  von  den  bestinmüen  Zielen, 
die  man  ursprünglich  auf  diesem  AVege  zu  erreichen  suchte. 
Pappus  betraclitet  es  deshalb  als  etwas  selbstverständliches, 
dafs  Archimedes  eine  körperliche  Einschiebung  nicht  benutzen 
darf  ohne  sie  durch  Kegelschnitte  auszuführen ;  anderenfiills 
würde  er  Grund  zu  einer  noch  weiter  gehenden  Beschuldigung 
haben,  als  die  ist,  welche  er  nun  wirklich  erhebt.  Da  nun 
aber  der  Satz,  welcher  bewiesen  werden  soll,  sich  ganz  ohne 
Benutzung  der  genannten  Einschiebung  beweisen  läfst,  so  kann 
er  in  diesem  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  von  Kegelschnitten 
bei  Konstruktionen  erblicken,  bei  denen  Kegelschiütte  entbehrt 
werden  können.  Doch  ist  (?s  nicht  ganz  korrekt,  wenn  Pappus 
so  spricht,  als  ob  er  damit  ein  Beispiel  für  die  Ausführung 
einer  ebenen  Konstruktion  durch  Kegelschnitte  anführe,  da  die 
benutzte  Hülfskonstruktion  selbst  körperlich  ist  und  von  ihm 
als  k(')rperlich  anerkannt  wird.  Dafs  aber  diese  Konstruktion 
entbehrt  werden  kann,  wird  dadurch  ersichtlich,  dafs  die  Be- 
hauptung über  ihre  Möglichkeit ,  worauf  es  allein  ankommt, 
recht  wohl,  wie  wir  gesehen  haben,  ohne  die  Benutzung  von 
Kegelschnitten  bewiesen  worden  sein  kann.  Liefs  man  dann 
den  Beweis  hierfür  als  ein  Glied  in  dem  Beweise  des  Satzt^s 
ül)er  Spiralen,  um  dessen  willen  die  erwähnte  Einschiebung 
eingeführt  wird,  auftreten,  so  kann  man  zu  Pappus'  Zeit  ganz 
vermiedcjn  haben  über  diese  letztere  zu  sprechen.  Gleichzeitig 
kann  man  diesen  Beweis  vereinfacht  haben  ^). 


')  Verj:l.  die  Anmerkung  zu  Beginn  dieses  Abschnittes. 

^)  Ein  Beweis  für  den  Satz  über  Spiralen,  bei  dem  die  köri)erHche  Ein- 
schiebung vermieden  wird,  der  also  derjenige  sein  kann,  an  den  Pappus 
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Indessen  sind  die  verschiedenen  Angaben  von  Pappus  für  uns 
von  AVichtigkeit,  weil  man  aus  denselben  entnehmen  kann,  dafs 
niiui  Archimedes'  Einschiebungen  später  wenigstens  durch  Kegel- 
schnitte behandelt  hat.  Wenn  jemand  eine  Gesamtdarstellung 
dieser  Behandlung  gegeben  hat,  so  mufs  er  nach  Art  der 
(jlriechen  dii*  Diorismen  mit  angeführt  haben;  diese  Avürden 
dann  etwa  auf  dem  von  uns  bezeiclmeten  W^e  ausgeführt 
worden  sein.  Dafs  die  Diorismen  mit  angeführt  worden  sind, 
ist  um  so  walu-scheinlicher,  da  sie  die  eigentliche  Ausbeute 
der  Behandlung  durch  Kegelschnitte  sein  mufsten.  Sollte  man 
denselben  AVeg  eingeschlagen  haben,  der  hier  benutzt  ist,  aber 

• 

zugleich  unter  ii-gend  einer  Form  dieselbe  Bedingungsgleichung 
in  X  für  ein  Maximum,  die  man  durch  Elimination  von  z 
zwischen  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  erhält,  gebildet  haben, 
so  würde  hier  ein  neues  Beispiel,  aufser  den  im  vorhergehen- 
den Abschnitt  angefühiien,  vorliegen  für  die  Bildmig  einer  kubi- 
schen Gleicliung  und  die  Behandlung  derselben  durch  Kegel- 
schnitte. 

Bei  der  zweiten  Einschiebung,  deren  Ausführung  durch 
Kt^elschnitte  wir  von  Pappus  gelernt  haben,  sind  die  festen 
liinien,  zwisi*lien  welche  eine  gegebene  Strecke  eingeschoben 
wenlen  soll,  beide  gerade.  Dieselbe  wurde  allerdings  nur 
(Fig.  W>^  in  einem  bestuumten  Falle  aus^führl ;  die  angegebene 
Konstruktion  läfst  sich  aber  immer  anwenden.  Nehmen  wir 
also  an  (Fig.  4l>,  in  der  die  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung 
haben  wie  in  Fig.  45^,  dafs  die  Einschiebung  zA\isc*hen  den  Ge- 
raden AC  und  AK  vorgenonnnen  werden  soll,  und  dafs  B 
der  ft^te  Punkt  ist;  zunaclist  konstruiert  man  das  Parallelo- 
gnuum  AI  HC:  die  eingeschobene  Linie  BDE  mufs  dann 
der  Linie  C  F  ^Kirailel  sein,  die  C  mit  dem  Punkte  F  verbindet, 
in  dorn  der  um  C  als  Mittelpunkt  mit  der  gegebenen  Langte 
der  eiuirtvcliolvnen  Streike  DK  =  k  als  Radius  besehn<^)ene 
Kr\Ms  die  dunh  C  gi^liende  Hy[>erbel  mit  den  Asymptoten 
IK  und    IB   ><*hneidet.      Die   Ividen    Si*hnittpunkte    zwischen 


,Ns*;K*ht  hat.  *>t  v-^a  P.  T.\iiiienr  auf^^ft^tellt    Memoir^s  \\^  kl  Societe  de 
Horvleaux.  i^  >^rie.  T.  V.  S.  4i>i. 
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dem  Kreise  und  dem  Hyperbelast,  der  durch  C  geht,  geben 
solche  eingeschobene  Strecken  DJ?,  deren  Verlängenmgen  durch 
B  gehen.  Die  beiden  Einschiebungen  werden  für  alle  Werte 
von  k  möglich  sein. 


Fig.  49. 

Will  man  dagegen  eine  Strecke  D*E*  von  der  gegebenen 
Länge  Ä-  einschieben,  welche  selbst  durch  B  geht,  so  mufs  man 
dafür  auf  dieselbe  Weise  einen  Schnittpunkt  F*  z\vischen  dem- 
selben Kreise  und  dem  zweiten  Ast  derselben  Hyperbel  be- 
nutzen. Ob  man  hier  2,  1  oder  0  Auflösungen*)  erhält,  beruht 
darauf,  ob  die  gegebene  Strecke  gröfser,  gleich  oder  kleiner  ist 
als  die  von  C  an  den  zweiten  Hyperbelast  gezogene  Normale. 
Wie  die  Konstruktion  einer  Normale  von  einem  gegebenen 
Punkt  an  einen  Kegelschnitt  auszuführen  ist,  zeigt  Apollonius, 
wie  wir  im  folgenden  Abschnitt  sehen  werden,  im  fünften 
Buche.  Die  vorliegende  allgemeine  Aufgabe,  deren  Behandlung 
die  Griechen,  wie  wir  annehmen  dürfen,  kaum  auf  die  Fälle 
beschränkt  haben  werden,  in  denen  dieselbe  für  die  Dreiteilung 
des  Winkels  benutzt  wird,  kann  also  eine  von  denen  sein,  auf 
deren  Diorismus  Apollonius  sein  fünftes  Buch  angewandt  wissen 
will.  Der  Diorismus  dieser  Aufgabe  läfst  sich  übrigens  auch 
auf  eine  kubische  Gleichung  zurückführen  und  kann  vielleicht 
durch  Anschliefsung  an  eine  andere  Lösung  früher  auf  anderem 

\)  Im  Falle  der  Dreiteilung  eines  Winkels  erhält  man  sehr  leicht  die  eine 
(lieser  Aullösungen,  die  aber  mit  der  Dreiteilung  nichts  zu  thun  hat. 
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Wege  behandelt  worden  sein  (vergl.  unseren  vierzehnten  Ab- 
schnitt). 

Aufser  durch  die  exakte  Bestimmung  des  Minimums  der 
Strecke,  welche  in  demselben  Winkel,  in  dem  der  gegebene 
Punkt  liegt,  z\vischen  die  gegebenen  Geraden  eingeschoben 
wird,  zeigt  die  Lösung  dieser  Aufgabe  durch  Kegelschnitte  ihre 
Bedeutung  auch  dadurch,  dafs  sie  überhaupt  ein  deutliches 
Bild  von  den  Veränderungen  in  der  Länge  giebt,  denen  die 
eingeschobene  Strecke  unterworfen  ist.  Doch  ist  die  theoretische 
Bedeutung  derselben  hiermit  nicht  erschöpft.  Mit  dieser  selben 
Aufgabe  ist  nämlich  ein  wichtiges  Beispiel  dafür  verknüpft, 
dafs  man  bemüht  war  solche  Fälle  zu  entdecken,  in  denen 
Aufgaben,  zu  deren  Lösung  im  allgemeinen  Kegel- 
schnitte erforderlich  sind,  sich  mittels  Zirkel  und 
Lineal  lösen  lassen.  Da  nun  das  Studium  der  allgemeinen 
Lösung  durch  Kegelschnitte  das  beste  Mittel  gewährt  solche 
Fälle  zu  entdecken,  so  ist  es  ziemlich  wahrscheinlich,  dafe  man 
wirklich  diesen  Weg  eingeschlagen  hat. 

Die  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dafs 
die  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte,  die  nicht  so  verschieden- 
artig sind,  dafs  die  sie  bestimmende  Gleichung  reducibel  wird, 
5;ich  mittels  Zirkel  und  Lineal  finden  lassen,  ist  die,  dafs 
die  Bestimnmngsgleichung  für  die  drei  Punkte,  welche  die- 
selben Polaren  mit  Beziehung  auf  beide  Kegelschnitte  haben, 
reducibel  ist,  oder  dafs  einer  von  diesen  drei  Punkten  sich 
unabhängig  von  den  beiden  anderen  bestimmen  läfst.  Dafs 
diese  Bedingung  notwendig  ist,  haben  die  Griechen  gewifs  nicht 
beweisen  können.  Lag  dagegen  ein  solcher  Fall  vor,  so 
konnte  die  Möglichkeit  einer  Bestimnmng  durch  Zirkel  und 
Lineal  oder  durch  successive  geometrische  Lösung  von  zwei 
Gleichungen  zweiten  Grades  ihrer  Aufmerksamkeit  nicht  ent- 
gehen. Besonders  auffallend  mufs  dies  für  sie  in  den  —  nach 
unserer  Auffassung  hierher  gehörigen  —  Fällen  gewesen  sein, 
wo  entweder  die  Kegelschnitte  denselben  Mittelpunkt  haben, 
oder  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  parallele  Sehnen  in 
den  beiden  Kegelschnitten  halbiert.  Dafs  man  auf  solche  Mittel, 
welche  nützlich  sein  konnten  um  zu  erkennen,   dafs  eine  Auf- 
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gäbe,  die  anfänglich  körperlich  zu  sein  schien,  in  Wirklichkeit 
eben  war,  aufmerksam  war,  dürfen  wir  mit  Sicherheit  aus 
Pappus'  strengen  Aussprüchen  gegen  die  Lösung  ebener  Auf- 
gaben durch  Kegelschnitte  schliefsen. 

Der  letzte  der  angeführten  Fälle,  in  denen  die  Reduktion 
auf  die  Benutzung  von  Zirkel  und  Lineal  möglich  ist,  tritt 
offenbar  bei  der  oben  ausgefühi'ten  Einschiebung  zwischen  zwei 
gerade  Linien  ein ,  wenn  der  feste  Punkt  B  (Fig.  49)  auf  einer 
von  den  Flalbierungslinien  der  Winkel  zwischen  diesen  Geraden 
liegt;  denn  das  Parallelogramm  AIBC  wird  dann  ein  Rhombus, 
also  wird  auch  der  Mittelpunkt  C  des  bei  der  Konstruktion 
benutzten  Kreises  auf  der  Halbierungslinie  eines  der  Winkel 
zwischen  den  Asymptoten  der  Hyperbel  liegen  müssen,  hidessen 
besitzen  wir  doch  nur  in  einem  einzelnen  hierher  gehörigen 
Falle  eine  j)ositive  Angabe  darüber,  dafs  die  Griechen  die  Ehi- 
schiebung  mittels  Zirkel  und  Lineal  ausgeführt  haben,  wenn 
nämlich  die  gegebenen  Geraden  zugleich  rechte  Winkel  bilden, 
AIBC  also  ein  Quadrat  wird. 

Um  auf  einfache  Weise  zu  der  hier/u  dienenden  Konstruk- 
tion zu  gelangen,  diePappus  einem  Heraklitus  beilegt,  können 
wir  (Fig.  oi) ,  in  der  alle  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung  haben 
wie  in  Fig.  45  und  49)  dieselben  Hülfslinien  benutzen,  welche 
zu  der  Konstruktion  durch  Kegel- 
schnitte führten,  und  EF  und  BC 
verlängern,  bis  sie  sich  in  K 
schneiden.  Das  rechtwinklige  Drei- 
eck CFK  über  der  eingeschobenen 
Strecke  CF  =■■=  k  als  Hypotenuse 
ist  ähnlich  dem  Dreieck  i? />  C  und, 
wenn  C(tA-BD,  auch  ähnlich  dem  Dreieck  i^ Co  über  der 
Hypotenuse  BC  =  a.  Die  Summe  der  Dreiecke  CFK  und 
BCG  läfst  sich  durch  ein  Dreieck  von  derselben  Gestalt  dar- 
stellen, wenn  man  FjL  senki-echt  auf  BE  in  E  zieht  und 
CF  verlängert,  bis  sie  diese  Senkrechte  in  M  schneidet.  Die 
Figur  zeigt  dann  nämlich,  dafs  ^ELK^ABDC  und 
A  EFM  ^  A  CDG,  Durch  Subtraktion  erhält  man  also, 
dafs  Viereck    FMLK  =^  /\  BCG.      Es    ergiebt    sich   mithin, 


Fig.  50. 
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dafs  A  CFK-\-  A  BCG  =  A  CLM,  oder,  da  diese  ähnlich 
sind,  dafs 

Hieraus  wird  CL  bestimmt,  und  dann  bestimmt  ein  Kreis  mit 
dem  Durchmesser  BL  den  Punkt  E, 

Diese  elegante  und  einfache  Relation  zwischen  i,  a  und 
CL  gehört  —  wenigstens  unmittelbar  —  nur  dem  Falle  an, 
wo  die  gegebenen  Geraden  rechte  Winkel  mit  einander  bilden; 
aber  es  ist  keineswegs  unwahrscheinlich,  dafs  sie  entstanden 
ist  als  ein  Mittel,  um  eine  Konstruktion,  von  der  man  im  voraus 
wufste,  dafs  sie  sich  mittels  Zirkel  und  Lineal  ausführen  lasse, 
noch  weiter  zu  vereinfachen.  Die  Ausführbarkeit  kann  dann 
auf  die  zuerst  angedeutete  Weise  gefunden  sein,  die  den  all- 
gemeinen Fall ,  wo  der  Winkel  zwischen  den  gegebenen  Ge- 
raden beliebig  ist,  in  sich  begreift.  Dies  scheint  mir  viel  wahr- 
scheinlicher als  die  Annahme,  dafs  die  Entdeckung  dieser  ebenen 
Konstruktion  zufallig  sein  sollte;  denn  wenn  man  dieselbe 
Aufgabe  nur  mittels  rein  elementar-geometrischer  Hülfsmittel 
behandelt,  so  liegt  die  Entdeckung,  dafs  sie  eben  ist,  ziemlich 
fern.  Pappus'  Beweis  ist  offenbar  rein  a  posteriori  und  ent- 
hält deshalb  keinerlei  Angaben  darüber,  wie  Heraklitus*  Satz 
zuerst  gefunden  worden  ist. 

Wie  grofs  die  Übereinstimmung  zwischen  dem  Gebrauch, 
den  die  Alten  nach  meiner  Meinung  von  ihren  Lösungen  durch 
Kegelschnitte  gemacht  haben  müssen,  und  der  algebraischen 
Behandlung  der  neueren  Zeit  ist,  geht  daraus  hervor,  dafs 
Descartes  im  dritten  Buche  seiner  Geometrie  gerade  im  Satz 
von  Heraklitus  ein  vortreffliches  Beispiel  lindet  für  die  Anwen- 
dung der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichung  vierten 
Grades  auf  die  Entdeckung  solcher  Fälle,  in  denen  solche  irre- 
ducible  Gleichungen  sich  allein  durch  Quadratwurzeln  lösen 
lassen,  und  wo  also  die  hieiTon  abhängigen  Konstruktionen 
eben  sind.  Dies  wird,  wie  sich  ergiebt,  dadurch  erreicht,  dafs 
die  kubische  Hülfsgieichung  reducibel  wird.  Im  Gegensatz 
hierzu  nimmt  Descartes  im  Anschlufs  an  Pappus*  synthetischen 
Beweis  an,  dafs  die  Alten  ganz  zufallig  auf  diese  ebene  Kon- 
struktion gestofsen  seien  und  dann  ebenso  zufallig  den  Gedanken 
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gefafst  hätten  dieselbe  dadurch  zu  behandeln,  dafs  sie  die 
Länge  von  CL  suchten,  die  scheinbar  mit  der  Aufgabe  nichts 
zu  thun  hat.  Wir  dagegen  haben  die  von  Heraklitus  herrüh- 
rende Relation  mit  der  allgemeinen  Aufgabe,  die  durch  Kegel- 
schnitte gelöst  wird,  verglichen,  und  daraus  geht  hervor,  dafs 
die  Alten  nicht  nur  direkte  Mittel  besafsen,  um  zu  entdecken, 
dafs  Aufgaben,  wie  die  von  Heraklitus,  eben  seien,  sondern 
auch  Geduld,  um  die  ebene  Konstruktion  auf  eine  möglichst 
einfache  Form  zu  reducieren. 

Der  Fall,  wo  die  von  Archimedes  benutzte  Einschiebung 
sich  mittels  Zirkel  und  Lineal  ausführen  läfst,  nämlich  der, 
wo  der  feste  Punkt  einer  von  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers ist,  der  senkrecht  auf  der  gegebenen  Geraden  steht, 
könnte  auch  durch  Betrachtung  der  mittels  Kegelschnitte  be- 
werkstelligten Lösung  der  Aufgabe  gefunden  sein.  In  dem 
angeführten  Falle  erhalten  nämlich  die  hierzu  dienende  Hyperbel 
und  Parabel  dieselbe  Axe.  Dafs  die  Aufgabe  eben  ist  in 
diesem  Falle,  in  welchem,  wie  wir  sahen,  schon  Hippokrates 
die  Einschiebung  benutzte,  ergiebt  sich  indessen  so  leicht,  dafs 
man  einen  solchen  Weg  nicht  eingeschlagen  zu  haben  braucht, 
um  es  zu  finden. 

Obgleich  wir  uns  in  diesem  Abschnitt  sonst  nur  mit  Ein- 
schiebungen  beschäftigt  haben,  so  wollen  wir  doch,  da  wr 
hierbei  aufser  der  Dreiteilung  des  AVinkels,  die  vielleicht  dem 
Archimedes  angehört,  die  eine  der  antiken  Dreiteilungen  durch 
Kegelschnitte,  welche  Pappus  mitteilt,  angeführt  haben,  die 
Gelegenheit  benutzen  auch  die  andere  anzuführen  *).  Wegen 
dieser  Dreiteilung  hat  man  den  im  zehnten  Abschnitt  (S.  211) 
erwrihnt(?n  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  mit  fester  Grund- 
linie bestimmt,  wenn  der  eine  von  den  Winkeln  an  der  Grund- 
linie doppelt  so  grofs  ist  wie  der  andere.  Ist  nun  die  Grund- 
linie Sehne  eines  Kreisbogens,  der  in  drei  gleiche  Teile  geteilt 
w(nden  soll,  so  wird  der  Schnittpunkt  dieses  Bogens  mit  dem 
angeführton  Ort,  der  eine  Hyperbel  ist,  einer  von  den  gesuchten 
Teilpunkten. 


')  Ausy:.  V.  Hultsch.  S.  280  ff. 
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Sreizelmter  Abschnitt. 

Körperliche  Aufgaben  (Fortsetzung);   Apollonius'  fünftes  Buch. 


Aufser  den  bereits  angeführten  ist  nur  noch  ein  Beispiel 
dafür  auf bewahi-t ,  wie  die  Alten  eine  körperliche  Aufgabe  be- 
handelten, nämlich  Apollonius'  Konstruktion  einer  Nor- 
male von  einem  gegebenen  Punkt  an  einen  gegebenen 
Kegelschnitt.  Dieses  Beispiel  wird  uns  indessen  dadurch  viel 
bedeutender  als  alle  übrigen,  dafs  wir  hier  —  wenn  auch  durch 
eine  arabische  Übersetzung  —  eben  die  ursprüngliche  Behand- 
lung der  Aufgabe  nebst  dem  zugehörigen  Diorismus  haben, 
während  wir  uns  sonst  mit  den  Referaten  viel  jüngerer  Schrift- 
steller über  die  Lösungen  begnügen  mufsten  und,  abgesehen 
von  einer  Ausnahme  —  nämlich  dem  von  Eutokius  gefundenen 
Manuskript  — ,  selber  die  Diorismen  erraten  mufsten.  Sehr 
bedeutungsvoll  ist  auch  die  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe 
selbst  und  das  im  Diorismus  enthaltene  Resultat.  Endlich  ist 
es  von  Interesse  die  eigentümliche  Form  kennen  zu  lernen,  in 
der  das  Normalenproblem  auftritt,  sowie  die  Untersuchungen, 
welche  diese  Form  mit  sich  bringt;  die  Verbindung  dieser  Um- 
stände bewirkt,  dafs  die  Behandlung  des  Problems  das  ganze 
fünfte  Buch  anfüllt. 

Vorläufig  wollen  wir  indessen  von  dieser  Form  absehen 
und  unabhängig  von  derselben,  w-enn  auch  in  genauester  Über- 
einstinmmng  mit  Apollonius'  eigenen  synthetischen  Beweisen, 
die  Konstruktion  und  den  Diorismus  ableiten,  welche  den 
Hauptinhalt  des  Buches  ausmachen. 

Es  sei  OM  (Fig.  51)  eine  von  einem  Punkte  0  an  einen 
Kegelschnitt  gezogene  Normale,  N  und  H  die  Projektionen 
vom  Fufspunkt  M  der  Normale  und  vom  Punkt  0  auf  die 
Hauptaxe  des  Kegelschnittes,  und  G  sei  der  Schnittpunkt  der 
Axe  mit  der  Normale.  Dann  ist  NG  die  Gröfse,  welche  später 
Subnormale  genannt  worden  ist,  und  die  für  die  Parabel  gleich 

^    ist,  wenn  p  den  Parameter  bedeutet,  für  die  Ellipse  und 
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riyporbol  j^leich 


\-    .,  .r,  wenn  a  und  h  die  Axen  sind,  x  die 

Absciss('  des  Punktes  M  vom  Mittelpunkt  der  Kurve  an  ge- 
rechnet, und  wo  wir  durch  das  Vor- 
zeichen auf  moderne  Art  die  Lage 
mit  Heziehmig  auf  den  Punkt  N  an- 
^'egeben  haben.  Die  eigentümliche 
Weise,  wie  Aj)oIlonius  diese  Ausdrücke 
für  die  Subnormale  findet,  die,  wie 
hinterher  gezeigt  wird,  mit  der  im 
ersten  Buch  gegebenen  Bestimmung 
von  Tangenten  übereinstimmen,  wer- 
den wir  sj)äter  mittc^ilen.  Diese  Be- 
stinnmmg  der  Projektion  von  MG  auf 
die  Axe  führt  zu  einem,  von  der  gegebenen  Kurve  verschiedenen 
geometrischen  Ort,  der  den  Punkt  M  enthalten  mufs.  Be- 
zeichnet man  die  Koordinaten  des  Punktes  M  mit  x  und  y, 
die  des  Punktes  0  mit  x^  und  yj,  so  ergiebt  sich  aus  der 
Figur: 

y  . lycr 

—  !/i         x^  —  x  —  XG  ' 

also   für  die  Parabel,    da   der  Anfangspunkt   ein    beliebiger 
Punkt  der  Axe  seui  kann. 


Fit'.  •'>1- 


//-(•^i- 2)y-yi-|-  =  ^^' 


(1) 


und  für  die  Ellipse  oder  Hyperbel,    wenn   der  Mittelpunkt 
zum  Anfangspunkt  genonmien  wird. 


(2) 


Der  gesucht(^  Ort,  dessen  Schnittpunkte  mit  der  gegebenen 
Kurve  die  Fufspunkte  M  der  Normale  sind,  ist  also  in  beiden 
Fällen  (Mue  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  sich  leicht 
k()nstrui(Men  lassen,  und  die  durch  O  und  den  Mittelpunkt  der 
Kurv(^  gt^ht  [5tes  Buch,  51  und  52]. 

Bevor  wir  zu  dem  DiorLsnms  übergehen,  der  von  Apol- 
lonius  hieran  angeschlossen  wird,  wollen  wir  bemerken,  dafs 
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es  die  Anwendung  dieser  Konstruktion  auf  die  Parabel  sein 
mufs,  mit  der  Pappus  sich  unzufrieden  erklärt,  wenn  er  im 
vierten  Buch*)  den  ApoUonius  beschuldigt,  dafs  er  im  fünften 
Buch  der  Kegelschnitte  den  Fehler  begehe,  eine  ebene  Auf- 
gabe über  die  Parabel  durch  Kegelschnitte  zu  behandeln. 
Hierin  hat  er  auch  nicht  Unrecht,  wenn  man  die  gegebene 
Parabel  als  vollständig  gezeichnet  annehmen  will, 
so  dafs  diese  bei  der  Entscheidung,  in  wie  weit  die  gestellte 
Aufgabe  eben  oder  körperlich  ist,  gar  nicht  in  Betracht  kommt. 
In  der  That  ist  es  nicht  unnatürlich  diese  Auffassung  dem 
Pappus  beizulegen  oder  richtiger  den  älteren  Geometern,  von 
denen  er  die  angeführte  Kritik  des  ApoUonius  entlehnt  haben 
mufs;  denn  er  würde  sich  eingehender  über  dieselbe  ausge- 
sprochen haben,  wenn  sie  zu  seiner  Zeit  nicht  bekannt  gewesen 
wäre.  Wir  haben  nämlich  gesehen,  dafs  ApoUonius  auch  an 
einer  anderen  Stelle,  nämlich  im  zweiten  Buch,  sich  mit  Kon- 
struktionen beschäftigt,  die  sich  an  vollständig  gezeichnete 
Kegelschnitte  anschliefsen.  Nachdem  er  dort  die  Axen  der- 
selben konstruiert  hat,  lassen  sich  die  Lage  dieser  Axen  und 
ihre  Gröfsen  sowohl  wie  die  der  Parameter  'als  bekannt  be- 
trachten, wenn  ein  vollständig  gezeichneter  Kegelschnitt  vor- 
gelegt wird.  Dafs  ApoUonius  bei  seiner  Konstruktion  im  fünften 
Buch  die  Axen  benutzt,  steht  also  dem  nicht  im  Wege,  dafs 
er  selbst  oder  spätere  Leser  auch  in  diesem  Buch  die  Kurve 
des  Kegelschnittes  selbst  als  das  Gegebene  betrachtet  haben 
können. 

Da  Pappus'  Kritik  sich  kaum  auf  andere  Weise  befriedigend 
erklären  läfst,  so  müssen  wir  annehmen,  dafs  man  zu  Pappus' 
Zeit  eine  Konstruktion  der  Normalen,  die  sich  von  einem 
Punkte  an  eine  gegebene  Parabel  ziehen  lassen,  mit  Hülfe 
dieser  Kurve  selbst  sowie  mit  Zirkel  und  Lineal  gekannt  hat. 
Diese  Konstruktion  kann  nur  in  einer  direkten  Bestimmung  des 
Kreises  bestanden  haben,  der  durch  die  Fufspunkte  der  drei 
Normalen  geht.  Diese  werden,  wie  wir  oben  sahen,  in  einem 
Koordinatensystem,  dessen  Abscissenaxe  die  Axe  und  dessen 


')  Die  Stelle  ist  S.  258  in  Übersetzung  angeführt. 
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Ordinatenaxe  die  Tangente  im  Scheitelpunkt  der  Parabel  ist, 
bestimmt  durch  die  Gleichung  (1)  und  die  Gleichung  der  Pa- 
rabel : 

y-  =  px. 

Multipliciert  man  die  letztere  Gleichung  mit  x  und  setzt  in 
diese  den  Ausdruck  für  xy  aus  der  ersten  ein,  so  erhält  man: 

hieraus  erhält  man  durch  Verbindung  mit  der  Gleichung  der 
Parabel: 


x^ 


+  y^-(^i  +  |-)^-^2^-.//  =  0; 


dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  die  Parabel  im  Scheitel- 
punkt und  in  den  Fufspunkten  der  gesuchten  Normalen  schneidet. 
Ganz  ebenso  wird  das  Verfahren  der  Alten  kaum  gewesen 
sein,  denn  sie  würden  dann  einer  stereometrischen  Darstellung 
des  Durchgangsgliedes  bedurft  haben,  das  wir  durch  eine  Glei- 
chung dritten  Grades  in  Konstanten  und  A'ariablen  ausgedrückt 
haben;    doch   würde  dies  vermieden    werden,  wenn  man  die 

X 

Gleichung  der  Parabel  mit  —  statt  mit  x  nmltiplicierte.     Thut 

man  das,  so  lassen  alle  vorgenommenen  Operationen  sich  leicht 
in  der  geometrischen  Form  der  Alten  darstellen.  Wenn  Apol- 
loiiius  selbst  diese  Vereinfachung  der  Konstruktion  nicht  vor- 
gcnionnneii  hat,  so  kann  das  möglicherweise  darauf  beruhen 
dafs  (^r  für  seine  Person  sich  den  gegebenen  Kegelschnitt  nicht 
so  vorgelegt  gedacht  hat,  dafs  die  Lösung  eben  wird,  falls  nur 
die  Hülfskurve  ein  Kreis  ist.  Ist  er  nicht  von  solchen  Voraus- 
setzungen ausgegangen,  so  hat  er  vielleicht  auch  nicht  weiter 
Wert  darauf  gelegt,  dies  letztere  zu  en'eichen.  Das  schliefse  ich 
daraus,  dafs  in  den  früher  betrachteten  körperlichen  Aufgaben 
das  F^estreben.  den  einen  der  zur  Konstruktion  benutzten  beiden 
Kegelschnitte  durch  einen  Kreis  zu  ersetzen,  sich  nur  dann 
gezeigt  hat,  wenn  die  Einführung  des  Kreises,  wie  in  Apol- 
lonius'  Konstruktion  der  beiden  mittleren  Proportionalen,  zu 
einer  mechanischen  Lösung  führen  konnte.  Wenn  überdies  die 
eine  von  den  beiden  Kurven  ein  —  im  voraus  nicht  vollständig 
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gezeichneter  —  Kegelschnitt  sein  mufste,  so  wurde  auch  dadurch 
kein  wesentlicher  Vorteil  eiTeicht,  dafs  die  andere  ein  Kreis 
wurde;  denn  in  diesem  Falle  bestand  das  Ziel  der  Lösung 
nicht  in  einer  genauen  Konstruktion,  sondern  im  theoretischen 
Studium,  namentlich  in  der  im  Diorismus  enthaltenen  Grenz- 
bestimmung, und  für  diese  ist  eine  andere  Kurve  oft  mindestens 
ebenso  bequem. 

Dies  gilt  nachweislich  für  die  gleichseitigen  Hyperbeln, 
die  ApoUonius  für  seine  Konstruktion  der  Normalen  benutzt, 
und  deren  Anwendung  in  dazu  gehörigen  Diorismen  ich  nun 
zeigen  werde. 

Haben  0  und  H  (Fig.  52)  dieselbe  Bedeutung  wie  in 
Fig.  51,  so  wurden  nach  Gleichung  (1)  die  Fufspunkte  der  von 


Fig.  52. 

0  an  eine  Parabel  gezogenen  Normalen  durch  die  Schnittpunkte 
dieser  Kurve  mit  einer  gleichseitigen  Hyperbel  bestimmt,  deren 
Asymptoten  die  Axe  der  Parabel  und  die  Senkrechte  EI  auf 

dieser  in  einer  Entfernung  RE  ^=-  -^  von  der  Projektion  des 

Punktes  0  sind,  und  wo  das  konstante  Rechteck,  das  aus  den 
Asymptoten  und  Parallelen,  die  zu  diesen  durch  einen  Kurven- 
punkt gezogen  sind,  gebildet  wird,  gleich  HO,^  ist.  Will 
man  nun  untersuchen,  von  welchen  Punkten  0  einer  auf  der 
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Axe  errichteten  Senkrechten  HO  man  Normalen  ziehen  kann, 
deren  Fufspunkte  durch  den  Hyperbelast  bestimmt  werden,  auf 
dem  0  selbst  nicht  liegt,  so  kommt  es  darauf  an  den  Punkt  M 
der  Parabel  zu  bestimmen,  für  den  das  erwähnte  Rechteck 
MN.MP  den  möglichst  grofsen  Wert  erhält.  Dies  tritt  ein, 
wenn  M  die  Mitte  desjenigen  Stückes  KI  ist,  welches  die  Asymp- 
toten der  Hyperbel  auf  einer  Tangente  ab.schneiden ,  die  in  M 
an  die  Parabel  gezogen  ist;  denn  in  diesem  Falle  ist  das 
Rechteck  (ME)  gröfser  als  die  Rechtecke,  die  man  durch  eine 
andere  Wahl  des  Punktes  M  auf  der  Tangente  erhalten  würde», 
und  um  so  mehr  gröfser  als  diejenigen,  die  anderen  Punkten 
M  der  Kurve  entsprechen  würden  [51]. 

Der  Punkt  N  läfst  sich  nun  leicht  bestinnnen,  denn  es 
ist  AN  =-  \KX  --=  INE,  mithin  AN  =  ^AE.  Dadurch 
sind  der  Punkt  M  und  das  Rechteck  ME  bestimmt,  und  durch 

Anlegung  des  letzteren  an  EH  =  ~-  erhält  man  den  Maximal- 
wert HO'  von  HO.  Von  0'  läfst  sich  nur  eine  Normale  an 
(ii(^  entgegengesetzte  Seite  der  Axe  ziehen,    und  von   anderen 

l^unkten  2  oder  0,  je  nachdem  HO  ^  H0\ 

Die  Bestimmung  der  Nonnale,  deren  Fufspunkt  auf  dieselbe 
Seite  der  Axe  fällt  wie  0,  mit  Hülfe  des  durch  0  gehenden 
Hyperbelastes  ist  eine  Bestimmung  für  sich,  die  überdies  in 
zwei  Fälle  geteilt  ist.  je  nachdem  0  innerhalb  oder  aufserhalb 
der  Parabel  liegt  [57  und  62],  die  aber  keine  weitere  Veran- 
lassung zu  einem  Diorismus  giebt. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Punkte  O'  ist  die  Evolute 
(lei-  Parabel.  Ohne  ausdrücklich  von  einem  solchen  Ort  zu 
sprechen  giebt  also  Apollonius  eine  Konstruktion  von  den 
[linkten  desselben,  die  einer  gegebenen  Abscisse  entsprechen, 
und  es  würde  nicht  schwierig  sein  aus  dieser  Konstruktion 
Ausdrücke  für  die  Ordinaten,  also  die  Gleichung  der  Evolute, 
abzuleiten.  Aus  der  Konstruktion  folgt,  dafs  die  Evolute  die 
Axe  in  dem  Punkte  trifft,  dessen  Abstand  vom  Scheitelpunkte 

gleich  J—  ist.      Dies  ist  übrigens  bei  Apollonius  .schon    früher 
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ausgedrückt  in  der  Bestimmung  der  Normalen,  die  von  Punkten 
der  Axe  aus  gezogen  werden  [4  und  6]. 

Mit  einer  ähnlichen  Vollständigkeit  wird  die  Aufgabe  in 
Betreff  der  Ellipse  und  Hyperbel  gelöst.  Da  man  sich  selbst- 
verständlich durch  sorgfältige  Betrachtung  der  Figur  dagegen 
sichern  kann  irgend  einen  Fall  zu  übergehen,  so  ist  die  ein- 
zige Schwierigkeit,  deren  Überwindung  wirkliches  Interesse  dar- 
bietet, die  Bestimmung  der  einer  gegebenen  Abscisse  entspre- 
chenden Ordinaten  der  Evolute  oder  solcher  Punkte,  von 
denen  zwei  zusammenfallende  Normalen  ausgehen.  Diese  Or- 
dinaten werden  charakterisiert  als  Grenzwerte  zwischen  den 
Ordinaten  solcher  Punkte,  von  denen  aus  durch  einen  einzelnen 
Ast  der  Hülfshyperbel  2  oder  0  Normalen  bestimmt  werden 
können,  oder  von  denen  aus  sich  im  ganzen  4  oder  2  Nor- 
malen an  eine  Ellipse,  3  oder  1  an  einen  Hyperbelast  ziehen 
lassen. 

Während  ApoUonius  [52]  die  Ellipse  und  einen  Hyperbel- 
ast zusammen  behandelt,  Fälle,  die  keine  wesentUchen  Ver- 
schiedenheiten darbieten ,  wollen 
wir  uns  der  Einfachheit  wegen  an 
die  Ellipse  halten.  In  Formel  (2) 
haben  wir  gezeigt,  dafs  die  Fufs- 
punkte  der  von  einem  Punkte  0 
gezogenen  Normalen  auf  einer  voll- 
ständigen Hyperbel  liegen  (Fig.  33), 
die  durch  0  und  den  Mittelpunkt  C 
der  Kurve  geht,  und  deren  Asymp- 
toten durch  die  Gleichungen 

dargestellt  werden,  worin  a  und  b  die  Axen  bedeuten,  x^  und 
i/j  die  Koordinaten  von  0.  Für  den  Diorismus  kommt  nun  nur 
der  Hyperbelast  in  Betracht,  der  nicht  durch  C  und  0  geht.  Es 
ist  femer  nur  die  Abscisse  x^  gegeben,  die  wieder  die  eine 
Asymptote  EI  bestimmt.  Die  andere  Asymptote  KG  und  der 
Punkt  J/,  den  die  Ellipse  und  der  Hyperbelast  gemeinsam 
haben,  müssen  so  bestimmt  werden,  dafs  die  Ordinate  ^i  den 


Fig.  5.*^. 


Diorismus  für  Ellipse  und  Hyperbel.  291 

inögliclist  grofsen  numerischen  Wert  erhält.  Dies  Maximum 
wird  eintreten,  wenn  der  Hyperbelast  die  Ellipse  in  M  berührt, 
oder  wenn  M  die  Mitte  des  Stückes  IK  ist,  welches  die 
Asymptoten  auf  der  Tangente  abschneiden,  die  in  diesem 
Punkte  an  die  Ellipse  gezogen  ist. 

Denken  wir  uns  nun  die  Aufgabe  gelöst  und  bezeichnen 
wir  mit  G  den  Schnittpunkt  der  beiden  Asymptoten,  mit  N 
und  P  die  Projektionen  des  Punktes  M  auf  die  Axe  der  Ellipse 
und  auf  die  Asymptote  KG,  so  ist 

Rechteck  (CG)  ==  Rechteck  (GM), 
also  auch 

Rechteck  (CP)  =  Rechteck  (EM) , 

woraus  folgt:  ^^.   ^    ^^^,  ^   ^^ 

NM   "   NP  —  PM  ' 

ni(^raus  und  aus  der  Figur  erhält  man,  da  PK  =  GP  =  EN, 

CE^        PJL  _   fK  _   EN^  _    CN^ 
CN   "    NM  ~   NL    ~  NL   "    GL' 

Da  ML  die  Ellipse  berühren  soll,  so  hat  man  zugleich 

CN  _    CA 
CA    "   ÖL" 

Folglich  erhält  man  das  unbekannte  Stück  CN  durch  Elimina- 
tion von  C'L,  also  durch  die  Gleichung 

CN^  —  CAKCE: 

oder  nach  der  Art,  wie  die  Alten  eine  solche  Elimination  aus- 

/)  V  C  E 

führen:  setzt  man      /     ==»  -ttit^  ^^  ^"^''^'^ 

CE         CN         CN     CA         (CEy 


folirlich 


_  _   /CE 

CN  ~^  ~CL    ^   CA'  CL    ""V  CR  )  ' 

CE         CR  CN 


CR  CN  CA 

oder  CN  wird  die  gröfsere  von  den  beiden  mittleren 
Proportionalen  zwischen  CE  und  CA. 

(JA   ist  die  Halbaxe     <;    das   Stück  CE,   welches  gleich 

19* 
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a^ 


2  — hi  '  ^^  ^^^'  bestimmt  Apollonius,  da  H  gegeben  ist,  durch 

HK         i) 

-T^c^r  =  —  •     Die  Strecke  CN  ist   dann  auch  bestimmt    und 

Crj  a 

dadurch  der  Punkt  M.     Der  gesuchte  Grenzpunkt  0*   für  die 

durch  H  gehende  Ordinate  ergiebt  sich  nunmehr  dadurch,  dafs 

Rechteck  {O'G)  =  Rechteck  (CG)    oder    Rechteck  {0*E)  = 

Rechteck  (CD)  =  ^  .  Rechteck  (CP)  =  ~^ .  Rechteck  {EM). 

woraus  man  —  ohne  die  unbekannte  Asymptote  KG  der  Hülfs- 

hyperbel  zu  konstruieren  —  tmdet ,  dais  a^^f  =  -p^f^  •  -fYjy ; 

^  *  MN        CN     HE 

dadurch  ist  HO*  vollständig  bestinmit.  Giebt  man  dieser  Be- 
stinmiung  mit  Hülfe  der  Gleichung  der  Ellipse  ihren  analyti- 
schen Ausdruck,  so  erhält  man  die  Gleichung  für  die  Evolute 
der  Ellipse.  0'  fallt  auf  die  Axe,  wenn  E  und  damit  auch  M 
auf  A  föUt.  Die  Evolute  trifft  also  die  Axe  in  einer  Entfer- 
nung ^  vom  Scheitelpunkte  A  [6].    Dieselbe  Bestimmung  wird 

auf  genau  entsprechende  Weise  für  die  Hyperbel  ausgeführt. 

Wenn  wir  hier,  Apollonius'  synthetische  Darstellung  um- 
kehrend ,  die  entsprechende  Analysis  gegeben  haben ,  so 
müssen  wir  bemerken,  dafs  Apollonius,  da  die  Bedingungen 
für  die  Lösbarkeit  wie  gewöhnlich  in  der  synthetischen  Dar- 
stellung vor  der  Konstruktion  angegeben  werden,  die  Hülfs- 
hyperbel  nicht  eher  nennt  als  im  dritten  der  von  ihm  betrach- 
teten Fälle,  wo  HO  <,  HO' ,  und  wo  sich  2  Lösungen  (von 
denen,  die  augenblicklich  gesucht  werden)  ergeben;  er  benutzt 
die  Hülfsh^-perbel  dann  nur  zur  Konstruktion  eben  dieser 
Lösungen.  Weil  jedoch  die  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit 
durch  dieselbe  Analysis  gefunden  sein  müssen,  aus  der  die 
Konstruktion  sich  eingeben  hat,  so  mufs  der  zu  dieser  dienende 
Flyperbelast  dem  Apollonius  bei  Untersuchung  der  Lösbarkeit 
ebenso  vollständig  zur  Verfügung  gestanden  haben,  wie  er  uns 
zur   Verfügung   steht*).      Hinterher   war   es   indessen   nicht 

')  Diese  AiitTassung .   dafs  sich  in  der  Analysis  einer  Aufgabe  der  Dioris- 
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schwioiij;  die  Erwähnung  der  Hyperbel  zu  vermeiden  und  nur 
von  den  zu  ihr  gehörigen  gleich  grofsen  Rechtecken  (in  dem 
synthetisch  aufgestellten  Beweise  für  die  Bedingungen  der  Mög- 
lichkeit) zu  sprechen.  Statt  einen  Satz  über  Tangenten  der 
Hyperbel  anzuwenden  benutzt  Apollonius  —  dem  wir  bei 
unserer  Wiedergabe  der  zur  Parabel  gehörigen  Diskussion  auch 
in  dieser  Beziehung  gefolgt  sind  —  Euklids  Bedingungen  für 
die  Auflösbarkeit  ((uadratischer  Gleichungen.  In  dieser  letzten 
Beziehung  weicht  der  Diorismus  von  dem  ab,  der  in  dem  von 
Eutokius  gefundenen  Manuskript  an  die  Lösung  der  Gleichung 
angeschlossen  wird,  auf  welche  Archimedes'  Kugelteilung  führt; 
daselbst  wird  die  Berühmng  einer  Parabel  und  einer  Hyperbel, 
deren  Ax(»n  und  Asymptoten  dieselbe  gegenseitige  Lage  ein- 
nehmen wie  bei  der  hier  vorgenommenen  Bestinnnung  der 
Normalen  an  eine  Parabel,  direkt  für  den  Diorismus  benutzt, 
hidessen  können  wir  dieser  Abweichung  nach  dem  bereits 
angeführten  keine  wesentliche  Bedeutung  beilegen. 

Hiermit  haben  wir  den  Hauptinhalt  von  Apollonius'  otem 
Buche  angegeben.  Indessen  mufs  zum  Verständnis  der  Weit- 
läufigkeit des  Buches  auch  die  Form  erwähnt  werden,  unter 
der  das  Normalenproblem  auftritt.  Die  gesuchten  Linien  werden 
nicht  als  senkrecht  auf  Tangenten  in  deren  Berührungspunkten 
bestimmt,  sondern  als  die  möglichst  kleinen  oder  mög- 
lichst grofsen  Linien,  die  man  von  einem  gegebenen 
Punkte  an  einen  Kegelschnitt  ziehen  kann. 

Liegt  der  gegebene  Punkt  auf  einer  Axe,  und  nimmt  man 
an,  dafs  er  die  Abscisse  x^  habe,  während  der  entsprechende 
Kul'spunkt  der  Normale  die  Koordinaten  x  und  t/  hat,  so  mufs 
//'- -f- (r -- j-J^  ein  Minimum  sein,  und  da  y*  durch  einen 
Ausdruck  zweiten  Grades  in  x  bestimmt  wird,  so  ist  die  Be- 


nins erst  tiudet.  nachdem  man  die  Art  der  Auflösung  gefunden  hat. 
djifs  er  also  das  Resultat  von  dem  wird,  was  man  jetzt  eine  Dis- 
kussion der  gefundenen  Lösung  nennt,  wird  bestätigt  z.  B.  durch 
Archimedes*  Analysis  in  Satz  VlI  des  2*«>»  Buches  über  die  Kugel  und 
den  Cyhnder  (Ausg.  v.  Heiberg,  I,  S.  232) 
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Stimmung  eines  Minimums  auf  diejenige  Bestimmung  eines 
Maximums  zurückgeführt,  welche  sich  in  Euklids  Diorismus 
der  Gleichungen  zweiten  Grades  im  6ten  Buch  findet.  Der  Ge- 
danke an  diesen  Diorismus.  den  Apollonius  an  anderen  Stellen, 
z.  B.  bei  der  Bestimmung  von  Tangenten  im  ersten  Buch, 
direkter  benutzt,  dürfte  auch  hier  seiner  Bestimmung  zu  Grunde 
liegen;  aber  er  hat  denselben  dann  hinterher  in  einen  syn- 
thetischen Beweis  verwandelt,  der  unabhängig  von  dem  die 
Flächenanlegung  betreffenden  Satz  über  Maxima  ist.  Den  Ge- 
dankengang dieses  Beweises  wollen  wir  mitteilen,  um  bei  dem 
Leser  die  Erinnerung  daran  wach  zu  halten,  dafs  dasjenige, 
was  wir  durch  Produkte  von  Strecken  wiedergeben,  Flächen 
sind,  die  dadurch,  dafs  sie  wirklich  in  der  Figur  angebracht 
werden,  den  bewiesenen  Sätzen  eine  unmittelbare  Anschaulich- 
keit verleihen. 

Wir  wollen  uns ,  um  mit  einer  Figur  (Fig.  54)  auskommen 
zu  können,  an  die  Ellipse  halten  flO).    Zu  Anfang  des  fünften 


Fig.  54. 


Buches  1 1 — 3 1  hat  Apollonius  der  Mittelpunktsgleichung  der- 
selben folgende  graphische  Darstellung  gegeben:  in  einem  End- 
punkte C  einer  Axc   wird  eine  Senkrechte  CN,  die  gleich   ^ 

ist,  errichtet  und  N  mit  dem  Mittelpunkte  D  verbunden;  das 
Quadrat  einer  beliebigen  Ordinate  ZH  wird  dann  gleich  dem 
Doppelten  des  Trapezes  CZSX,  welches  dieselbe  abschneidet. 
Diese  graphische  Darstellung,  welche  als  speciell  in  derjenigen 
einbegriffen  aufgefafst  werden  kann,  von  der  im  ersten  Buch  bei 
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der  Transformation  der  Koordinaten  so  wichtige  Anwendungen 
gemacht  wurden  (S.  91,  Gleichung  (i2)),  wird  hier  direkt  aus  der 
graphischen  Darstelkmg  der  Scheitelpunktsgleichung  abgeleitet, 
indem  das  Trapez  CZSN  halb  so  grofs  wird  wie  das  Recht- 
eck mit  den  Seiten  CZ  und  der  zu  Z  gehörenden  Ordinate 
derjenigen  Linie,  die  parallel  zu  I)N  durch  den  Scheitelpunkt 
A  gezogen  ist.     Trägt   man   nun  ZE  =  ZS  ab.  so   folgt  aus 

i\vv  Figur,  dafs  ZK  =  ^-  .  ZD.  und  es  wird  ZE*  =  ^2,AZES. 

a 

milliin  auch 

A'/y^  =  ZE^  4-  ZW  =-  2 .  Viereck  CESN. 

Zieht  man  dagegen  eine  andere  Linie  ET  von  E  an  die 
Kurve,  so  wird 

Ar«  =  EK^  +  KT'  =  2  [Trapez  CKUN+AKEV] 

=  S.Viereck  CESN+  A  rSV. 

folglich  EH^<ET^, 

Hätte  man  in  der  Figur  E  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
von  T  angenonmien.  so  würde  das  überschiefsende  Dreieck 
VSV  nur  innerhalb  des  Winkels  ESD  abgeschnitten  worden 
s(»iii.  Es  ist  also  bewiesen,  dafs  EH*  und  folglich  auch  EH 
ein  Mininuun  ist.  Doch  begnügt  Apollonius  sich  hiermit  nicht, 
sondern  giebt  zugleich  einen  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
i\i}^  Dreiecks   USW  um  welches  ET*   „ überschiefst ". 

Dafs  die  gefund(»ne  kleinste  Linie  EH  senkrecht  auf  der 
Tangente  in  H  steht,  wird  auf  doppelte  Weise  gezeigt:  einmal 
ihu'ch  Benutzung  der  im  ersten  Buch  gefundenen  Bestimmung 
von  Tangenten  [18J,  und  zweitens  durch  unmittelbare  Anwen- 
dung der  Eigenschaften  des  Minhnums  [19].  Mit  Hülfe  dieses 
letzten  Satzes  hätte  die  Bestimmung  von  Tangenten  von  An- 
fang an  aus  der  eben  entwickelten  Bestimmung  von  Normalen 
abgeleitet  werden  können,  fo  ist  recht  aufifallend.  wie  nahe 
dieselbe  dann  in  ihren  Hauptprincipien  mit  der  Methode  der 
Tangenten  übereinstimmt,  welche  von  Descartes,  der  Apol- 
lonius' fünftes  Buch  nicht  kannte,  benutzt  wird.  Das  fünfte 
l^uch.  das  wir  griechisch  nicht  besitzen,  wurde  nämlich  erst 
später  aus  dem  Arabischen  übersetzt. 
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Umgekehrt  hätte  man  auch,  nachdem  die  Tangente  so  wie 
im  ersten  Buch  bestimmt  war,  daran  die  Bestimmung  der  Sub- 
normale anschliefsen  und  hinterher  auf  eine  mit  Satz  19  über- 
einstimmende^ Weise  die  Eigenschaft  des  Minimums  beweisen, 
also  Apollonius*  oben  angeführten  direkten  Beweis  für  diese 
Eigenschaft  entbehren  können.  Das  ist  nicht  nur  die  Art,  in  der 
man  jetzt  in  der  Regel  verföhrt,  sondern  eine  derartige  Bestim- 
nmng  der  Subnormale  scheint  nach  einer  Bemerkung  in  der  be- 
sonderen Vorrede  zum  fünften  Buch  \)  vor  Apollonius  von  dessen 
Voi-gängern  und  Zeitgenossen  ausgeführt  worden  zu  sein.  An 
(»twas  anderes  aus  dem  Inhalt  des  fünften  Buches  als  gerade 
an  diese  Bestimmung  kann  Apollonius  nicht  wohl  gedacht 
haben,  wenn  er  andeutet,  dafs  er  das  im  voraus  bekannte 
bereits  im  ersten  Buch  hätte  anführen  können. 

In  den  folgenden  Sätzen  des  fünften  Buches  wird  eine 
IJnie  wie  EU  (Fig.  54)  nicht  als  durch  ihre  Lage  gegen  die 
Tangente  charakterisiei-t  betrachtet,  sondern  durch  ihre  Eigen- 
schaft als  Minimum.  Wenn  dann  die  gefundene  Bestimmung 
der  Subnormale  ZE,  wie  wir  gesehen  haben,  der  Bestimmung 
von  Normalen,  die  von  anderen  Punkten  0  aus  gezogen  werden, 
zu  Grunde  gelegt  wird,  so  ist  die  verlangte  Eigenschaft  der 
gesuchten  Linien  die,  dafs  zwischen  der  Kurve  und  der 
ersten  Axe  ein  Stück  abgeschnitten  werden  soll, 
welches  ein  Minimum  der  Abstände  des  Schnitt- 
punktes mit  der  Axe  von  der  Kurve  ist.  Erst  hinterher 
wird  gezeigt,  dafs  dasselbe  auch  ein  Minimum  oder  Maxinmm 
der  Abstände  d(*s  gegebenen  Punktes  0  von  der  Km*ve  ist. 

Dies  letztere  in  Verbindung  mit  der  daran  angeschlossenen 
Entscheidung,  wann  man  ein  Maximum  und  wann  man  ein 
Mininuun  erhält,  liefs  sich  leicht  durch  soi'gfaltige  Betrachtung 
der  Figur  finden.  Bei  einer  solchen  Betrachtung  mufste  man 
wiihrnehmen,  dafs  bei  den  Radienvektoren,  die  von  O  an 
den  Kegelschnitt  gezogen  werden,  die  einzigen  Übergänge  vom 
Wachsen  zmn  Abnehmen  in  den  von  0  aus  gezogenen  Nor- 
malen  stattfinden,    und    dafs   umgekehrt   solche  Übergänge  in 

')  Vci-jrh  Anlianjr  l. 
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jeder  von  0  aus  gezogenen  Normale  stattfinden,  wenn  0  kein 
Punkt  der  Evolute  ist.  Eine  Schwierigkeit  bestand  allein  darin, 
diese  Betrachtungen  in  solche  umzuwandeln,  die  den  Ford(^- 
rungen,  welche  die  Griechen  an  einen  strengen  Beweis  stellten, 
genügten. 

Hierbei  kam  es  nur  dai*auf  an  folgendes  zu  zeigen:  ist  M N 
ein   Bogen   eines  Kegelschnittes,    an    dessen   sämtliche  Punkte 
Normalen  gezogen  sind,  und  fallen  die  Stücke  die.ser  Normalen, 
die  auf  derselben  Seite  des  Bogens  liegen  wie  der  Punkt  0, 
auf  dieselbe  Seite  der  von  0  gezo- 
genen Radienvektoren  wie  der  Punkt  ^y 
.Y  (Fig.  55).  so  ist  0N>  OM.    Auf                         v^h 
welche  Seite  der  Radienvektoren  die                      %^       j    \ 
Normalen  fallen,  läfst  sich  nämlich                 /"^ 
überall  leicht  durch  dieselben  Unter-             ^Z-^'"^ 

-W/r 

suchungen  entscheiden,  die  zm*  Kon-         '    N^ 
struktion  der  Normalen  und  zur  Dis-  \    ^ 

kussion  dieser  Konstruktion   gefuhrt  x 

haben.  '     \  j 

Dafs  O.V>03i,  wird  dadurch  \' 

b(nviesen ,    dafs,    wenn    ()N<^OM  '^ 

wäre,   ein   Kreis    durch  N  um  den  ...    -- 

Mittelpunkt  0  notwendigerweist*  den 

Bogen  J/.V  sclmeiden  müfste.  Da  nämlich  ON  einen  spitzen 
Winkel  mit  der  in  iV  an  die  Kurve  gezogenen  Tangente» 
Sr  bildet,  so  mufs  ein  Stück  dieser  Tangente  innerhalb  des 
Kreises  fallen,  der  also  auf  seinem  Wege  von  N  bis  nach 
OM  anfangs  aufserhall)  der  KuiTe  liegen  wird.  Dagegen  wird 
derselbe  am  Ende  seines  Weges  nach  OM  innerhalb  der  auf 
OM  senkrechten  Linie  MR  fallen,  die  nach  den  Voraussetzungen 
selbst  innerhalb  des  Bogens  MN  fallt.  Ist  nun  Q  der  Schnitt- 
punkt dieses  Kreises  mit  dem  Bogen  und  QS  die  Tangente  des 
Bogens  in  Q,  so  wird  nach  den  gegebenen  Voraussetzungen 
der  Winkel  OQS  spitz  sein,  also  em  Stück  von  QS  innerhalb 
des  Kreises  fallen;  aber  das  widerstreitet  der  Annahme,  dafs 
der  Kreis  vom  Punkte  Q  an  innerhalb  des  Bogens  QM  liegen 
soll.     Die  Annahme,  dafs  ON^OM,  ist  also  absurd. 
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Indessen  sieht  man,  dafs  ApoUonius  selbst  nicht  ganz  zu- 
IVieden  ist  mit  diesem  Beweis  M  durch  Anschauung,  der  doch 
Kewil's  gerade  den  (Gedankengang  ausdrückt,  welcher  ihn  zum 
Resultat  gefuhrt  hat.  und  der  den  Vorteil  hat  auf  Bogen  MX 
aller  m(")glichen  Kurven  anwendbar  zu  sein.  Er  wendet  den- 
selben  nämlich  nur  in  den  Fällen   an,   wo  die  Hauptaxe  der 

Kurve    eine    Lage    hat    wie   die 

^""7?^^==:::;^-^  punktierte  Linie   in  Fig.  55;   hat 

/         ^ii\x  dieselbe  dagegen   eine  Lage  wie 

/   .  ^/H^      ^^'^'   ^"    ^^^'  ^^   angedeutete,   so 

/      ;  /T^      ■      benutzt  er  besondere  Eigenschaf- 

, 1      ./'^^ ten  der  Kegelschnitte,  um  einen 

/        //^  anderen  Beweis  an  die  Stelle  zu 

/  /  setzen  *^),  nämlich  den  folgenden. 

'  Ist  P  der  Schnittpunkt  der 

Tangenten    FM    und    PN,    so 
^' '  **  wird  nach   den  Voraussetzungen 

d<'r  Winkel  OXP  spitz  imd  der  \Vink(»l  OMP  stumpf.  Hieraus 
folgt : 

OX^  4-  PX^  >  OP« :  >  OM^  +  PM^. 

Zugleich  ist  PX<PM,  was,  wenn  PK  der  zur  Sehne  MX 
gehörige  Durchmesser  ist,  daraus  folgt,  dafs  der  Winkel  MRP 
imter  den  gegebenen  Voraussetzungen  für  alle  drei  Kegel- 
schnitte stumj)f  wird.  Durch  Subtraktion  erhält  man  also, 
dafs  OX>OM. 

Wenn  alle  Schriftsteller,  die  über  die  grii^chische  Mathe- 
matik geschrieben  haben,   übereinstinunend  ApoUonius'  fünftes 

'l  Um  denselben  voUkumnicn  exakt  zn  machen.  Iiatte  auch  hervorgehoben 
werden  müssen,  dafs  Q.  wenn  der  Kieis  den  Bogen  NM  in  mehreren 
Pnnkten  schneidet,  der  letzte  F*unkt  sein  mufs,  in  dem  der  Kreis- 
boiren  von  N  bis  ()M  gerechnet  XM  schneidet.  Dieser  Mangel  kann 
iiiAgliclienveise  von  den  aral)ischen  Herausgeliern  tierrHhren.  durch 
die  wir  ApoUonius'  .5—7*"  Buch  besitzen. 

')  Da  mehreie  von  den  Sätzen  des  Buchs  nur  aufgestellt  sind,  weil  sie 
in  diesem  zweiten  Beweise  gebraucht  werden  sollten,  so  hat  man 
keinen  fiiTind  zu  der  Annahme,  «lafs  dieser  Beweis  von  den  Arabern 
eingeschoben  sei. 


Bedeutung:  von  Apnlloniiis'  fniitleiii  Buche.  ^^)\) 

Buch  als  das  schihisto  uns  orhalleno  Beispiel  dafür  aiit'ühron, 
wie  weit  die  {?rieehische  l^ehre  von  den  Kegelschnitten  gelangen 
konnte,  so  denken  sie  dabei  nicht  an  solche  weitläufige.  ah(»r 
nirht  schwierige  Untersucluingen  wie  die  zuletzt  angefulu'te, 
sondern  gewifs  in  der  Regel  ausschliefslich  an  die  Konstruktion 
der  Normalen .  die  sich  von  einem  gegebenen  Punkte  ziehen 
lassen,  und  an  den  hieran  angeschlossenen  Diorisnms,  der 
indirekt  die  Bestimnmng  der  Evoluten  der  Kegelschnitte  ent- 
halt. Dies(^r  Bewunderung  kann  ich  in  vollem  Mafse  beipflichten. 
Nur  kann  ich  in  (ien  hier  gefundenen  Resultaten  nichts  sehen, 
was  auf  eine  überraschende  Weise  von  dem  abwiche,  was  ich 
sonst  in  der  grie(!hischen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  finde. 
Im  Gegenteil  habe  ich  hier  versucht  die  Hauptuntersuchungen 
des  fünften  Buches  in  ihrem  weiteren  Zusanmienhange  darzu- 
stellen, und  demgemäfs  habe  ich  dieselben  als  ein  Beispiel 
für  die  Lösung  und  Diskussion  körperlicher  Aufgaben 
(im  weiteren  Sinne)  dargestellt,  auf  welche  d\v  A\Um  so  grofses 
(fcwicht  legten,  und  an  welche  ihre  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten sich  so  eng  anschlofs.  Abgesehen  von  den  bedeu- 
tungsvollen weiteren  Anwendungen  der  gefundenen  R(\sultate, 
mit  denen  ich  mich  bald  beschäftigen  werde,  halte  icli  die 
L(")sung  des  Normalenproblems  eb(^n  deshalb  für  so  schön,  weil 
die  Aufgabe  naheliegend  aber  doch  schwierig  ist.  und  weil  die 
Schwierigkeiten  durch  sinnreiche  Anwendung  der  einfachsten 
Sätze  über  K(»gelschnitte  im  ersten  und  zweiten  Buch  üb(»r- 
wunden  werden. 

Wenn  man  eine  entgc^gengesetzle  Ansicht  aufgestellt  und 
im  fünften  Buche  eine  höhere  Geometrie  hat  erblicken  wollen, 
die  sich  wesentlich  über  die  in  den  vier  ersten  Büchern  Ix*- 
handelten  Elemente  erheben  sollte,  so  scheint  diese  AufTas- 
sung  in  etwas  durch  Apollonius'  eigene  Vorrede*)  gestützt  zu 
werden.  Er  sagt  nämlich,  dafs  die  letzten  vier  Bücher  weit(T- 
gehende  Betrachtungen  mitteili»n  sollen  (dafs  sie  TZtfHff'fmfinTi' 
xwTzpa  sind),    während   dii«    vier  ersten  mich  llalleys   laf(M- 

nischer  rbrrselzung        dii»  „Mlemi'hle*    ilirwiT  Lehre   enthalten 

')   ViMyl.   Anhang    1. 
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{TriTTTwxs  Tüpog  ziaayioYrjv  aTot^ecatorj).  Indessen  mufs  man  sich 
bemühen  diese  Worte  in  Cbereinstinmmng  mit  dem  zu  ver- 
stehen, was  sich  in  dein  verschiedenen  Büchern  wirklich  ündet, 
und  nicht  nach  modernen  Unterscheidungsmerkmalen  zwischen 
elementarer  und  höherer  Mathematik.  Es  würde  durchaus 
irrig  sein  die  Untersuchungen  im  fünften  Buche  als  eine  höhere 
Ai-t  von  Untersuchungen  aus  dem  Grunde  zu  betrachten, 
weil  sie  zu  Resultaten,  nämlich  der  Bestimmung  der  Evo- 
luten, führen,  zu  deren  Erreichung  man  sich  jetzt  der  Diffe- 
rentialrechnung bedient;  denn  die  hiei7Ai  dienende  Bestim- 
mung der  Grenzen  für  die  Lösbarkeit  von  Aufgaben  sind  voll- 
ständig von  derselben  Art  wie  die  Diorismen,  welche  sich 
überall  an  die  Probleme  dei*  Alten  angeschlossen  linden,  und 
welche  stets  als  Bestimmungen  von  Maxima  und  Minima  auf- 
gefafst  werden  können.  Nur  haben  diese  im  vorliegenden 
Falle  hinsichtlich  der  Ellipse  und  Hyperbel  besonders  grofse 
Forderungen  an  Aufmerksamkeit  und  Kombinationsvermögen 
gestellt,  während  die  Diskussion  bei  der  Parabel  —  auf  die 
wir  bereits  in  einem  anderen  Zusammenhange  gestofsen  sind  ~ 
keine  sonderliche  Schwierigkeit  verursachen  konnte. 

Der  auffallende  Unterschied  zwischen  dem  fünften  Buche 
und  den  vorhergehenden  besteht  vielmehr  darin  ^),  dafs  diese 
eine  zusamnienhängende  Darstellung  der  Grundlage  der  ge- 
samten Lehre  von  den  Kegelschnitten  geben,  auf  der 
alle  Specialuntersuchungen  aufgebaut  werden  müssen,  während 
im  fünften  Buche,  ebenso  wie  in  den  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten betreffenden  Schriften  des  Archimedes,  eben  eine 
solche  Special  Untersuchung  vorliegt.  Dasselbe  gilt,  wie 
wir  sehen  werden,  vom  sechsten  und  siebenten  Buch;  das 
a(*hte  ist  verloren.  Es  wird  sich  zeigen,  wie  einige  von  den 
in  diesen  kotzten  enthaltenen  Resultaten  während  der  Unter- 
suchungen gefunden  sein  können,  die  zui*  Aufführung  des  in 
den  vier  ersten  Büchern  gegebenen  Lehi'gebäudes  gehören,  hi 
diesem    war   aber   kein  Platz    für   dieselben,    wenn    man    der 


M  Das  stinnnt  y.u  der  Cbersetzung,  welche  von  den  oben  citierten  Worten 
aus  der  Vorrede  In  Anhang  !  gegeben  ist. 
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Übersichtlichkeit  nicht  dadurch  schaden  wollte,  dals  man  mehr 
als  das  notwendige  aufnahm. 

Allerdings  unterliegt  es  bis  zu  einem  gewissen  Grade  der 
VV'illkür,  was  man  zum  Lehrgebäude,  und  was  man  zu  Special- 
untersuchungen rechnen  will.  Das  ist  vom  Wissen  und  Können 
der  jedesmaligen  Zeit  abhängig,  und  die  einzelnen  Glieder  des 
ersteren  haben  in  der  Regel  früher  zu  den  letzteren  gehört. 
Das  Lehrgebäude  mufste  bei  Apoll onius  dasjenige  in  sich 
aufneluuen,  was  vorher  genügend  bekannt  und  hinreichend 
bearbeitet  war,  um  in  einer  kurzen  und  übersichtlichen  Form 
dargestellt  werden  zu  können,  sowie  dasjenige,  was  man  zu 
seiner  Zeit  als  die  Grundlage  zu  betrachten  pflegte  sowohl  für 
das.  was  wir  den  zweiten  Teil  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten nennen  können,  nämlich  die  in  besondere  Schriften 
wie  in  Aristäus'  fünf  Bücher  —  gehörende  l^ehre  von  kör- 
perlichen Örtern  und  körperlichen  Aufgaben,  als  auch  für  die 
Behandlung  verschiedenartiger  Aufgaben ,  die  einfach  genug 
waren,  um  als  Übungen  betrachtet  werden  zu  können.  Ferner 
mufste  dasselbe  alle  die  Verbesserungen  enthalten,  die  dazu 
dienen  konnten  der  aufgeführten  Grundlage  für  weitere  Unter- 
suchungen gröfsere  Allgemeinheit  zu  verleihen  (z.  B.  die  —  mög- 
licherweise schon  vorher  bekannte  —  Darstellung  der  Kegel- 
schnitte durch  solche  Schnitte  an  schiefen  Kegeln ,  die  nicht 
senkrecht  auf  der  Symmetrieebene  stehen)  und  derselben 
gröfsere  Anwendbarkeit  zu  geben,  in  letzterer  Beziehung  war 
es  namentlicli  notwendig  eine  vollständige  Behandlung  zusam- 
mengehörender Hyperbeläste,  ohne  welche  die  Bestimmung  das 
Orts  zu  vier  Graden  und  vieler  anderer  körperlicher  Oi-ter  un- 
vollständig bleiben  nmfste.  mit  in  das  Lehrgebäude  aufzu- 
nehmen. 

Ein  solches  Lehi-gebäude  mufs  sich  durch  eine  gewisse 
Küize  ('harakterisieren,  welche  durch  die  Arbeiten  der  Vor- 
gänger m(")glich  geworden  ist.  Wenn  wir  von  der  Weitläfigkeit 
absehen,  die  Apollonius  bei  der  letztgenaimten  neuen  Ver- 
besserung anwenden  zu  müssen  glaubt,  so  ist  auch  in  der 
Thal  die  Darstellung  in  den  vier  ersten  Büchern  kurz  im  Ver- 
liäJtnis  zu  den  vielen   und  vei-schiedenartigen  Resultaten,    die 
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vorgeführt  werden.  Das  gilt  nicht  ani  wenigsten  von  den  Ab- 
sclinitten  des  dritten  Buches,  die  wir  noch  nicht  genauer  be- 
sprochen haben.  Bei  der  Darstellung  einer  Specialuntei*suchung 
dagegen  kam  es  für  die  Alten  darauf  an  das  neue,  was  vor- 
geführt wurde,  mit  einer  gewissen  Breite  auszuführen:  zuerst 
die  (Grundlage  für  dasselbe  so  zu  bereiten,  dafs  der  Leser  zu 
der  Überzeugung  gelangte,  das  Raisonnement  enthalte  keine 
J^ücken;  darauf  so  ins  einzelne  zu  gehen,  dafs  der  Leser  sah, 
kein  Fall  werde  vergessen;  endlich  die  gewonnenen  Resul- 
tate auszunützen  und  auf  weitere  Untersuchungen  anwendbai* 
zu  machen.  So  verfahrt  Apollonius  im  fünften  Buch,  dessen 
Hauptinhalt  wir  allein  aus  Satz  51  für  die  Parabel  und 
Satz  52  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  kennen  lernen  können, 
das  aber  docli  mit  seinen  77  Sätzen  zu  dem  umfangreichsten 
von  Apollonius*  sämtlichen  Büchern  über  die  Kegelschnitte 
angewachsen  ist. 

Der  Unterschied  zwischen  den  vier  ersten  und  den  vier 
letzten  Büchern  besteht  also  darin,  dafs  die  ersten  ein  Kom- 
pendium der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  bilden,  die  letzten 
eineReihe  ausführlicherer  Monographien.  Eine  Unterscheidung 
zwischen  mehr  oder  minder  elementai*en  Teilen  in  der  modernen 
Bedeutung  des  Wortes  ,elementar*  müfste,  wenn  man  ein  solches 
wünscht,  vielmehr  innerhalb  des  Lehi-gebäudes  selbst  vorge- 
nommen werden.  In  der  Weise  haben  wir  auch  in  unserer 
Darstellung  unterschieden,  indem  wir  hervorgehoben  haben, 
dafs  Punkte  und  Tangenten  der  Kegelschnitte,  während  sie  im 
ersten  und  zweiten  Buch  nur  in  ihren  Verbindungen  mit  Durch- 
messern und  Asymptoten  betrachtet  werden,  im  dritten  und 
vierten  Bucli  in  Verbindung  mit  beliebig  gelegenen  Punkten 
und  Geraden  oder  mit  beliebig  gelegenen  anderen  Kegelschnitten 
vorkommen.  Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  sind  auch  das 
sechste  mid  siebente  Buch  elementar. 

Auch  im  fünften  Buch  werden,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  die  elementaren  Hülfsmittel  benutzt,  welche  im 
ersten  mid  zweiten  Buch  entwickelt  sind,  abgesehen  davon,  dafs 
das  im  vierten  Buch  gefundene  Resultat,  ohne  direkt  benutzt 
zu  werden,  einen  Überbli(ik  über  die  vei-schiedenartigen  Lösungen, 
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welche  möglich  snid,  geben  konnte.  Die  Anwendungen  da- 
liegen, die  Apollonius  von  den  gefundenen  Resultaten  gemacht 
wissen  will,  wenn  er  am  Schlüsse  der  besonderen  Vorrede^) 
des  Buchs  sagt,  dafs  sie  besonders  notw^endig  für  Ein- 
teilung und  Diorismus  der  Probleme  seien,  müssen 
sich  sicherlich  weiter  erstreckt  haben. 

Ein  Beispiel  einer  körperlichen  Aufgabe,  deren  Diorismus 
sich  durch  Hülfe  der  Konstruktion  der  Normalen  finden  läfst, 
haben  wir  bereits  im  vorhei-gehenden  Abschnitt  getroflfen,  näm- 
lich die  Einschiebung  zwischen  zwei  gerade  Linien.  Doch  ge- 
hörte diese  Aufgabe  noch  zu  denen,  welche  durch  Apollonius* 
/weites  Buch  gelöst  wurden,  und  da  die  Existenz  der  Normale, 
welche  für  die  Grenzbestimmung  benutzt  werden  nmfste,  un- 
mittelbar einleuchtend  war,  so  gab  es  keine  Verwendung  für 
(\on  Diorismus,  der  zur  Konstruktion  der  Normale  selbst  ge- 
hörte. 

Die  Aufgaben,  welche  Apollonius  im  Auge  hat,  müssen  im 
allgemeinen  solche  sein,  die  durch  die  Schnittpunkte  zwischen 
einem  Kegelschnitt  und  einem  Kreise  gelöst  werden.  Hat  man 
nun  durch  Benutzung  einig^er  der  gegebenen  Gröfsen  den 
Kegelschnitt  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises  vollkommen  be- 
stimmt, so  kann  man,  wie  in  der  oben  angeführten  Aufgabe, 
durch  Konstruktion  der  Normalen  die  Grenzen  finden  zwischen 
den  Werten  der  Radien,  denen  0,  2  und  4  Auflösungen  ent- 
sprechen, und  dadurch  die  Grenzwerte  für  eine  solche  gegebene 
Gröfse.  von  der  die  Radien,  aufser  von  den  bereits  benutzten, 
abhängen.  Ob  diese  Grenzwerte  Maxima  oder  Minima  werden. 
ist  davon  abhängig,  ob  die  entsprechenden  Normalen  es  sind, 
und  dadurch  tragen  die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen 
des  Apollonius  ihre  Früchte.  Die  Anzahl  solcher  Grenzwerte, 
und  dadurch  die  Anzahl  der  verschiedenen  Möglichkeiten,  welche 
eintreten  können,  hängt  ab  von  der  Lage  des  Kreismittel- 
|)unktes  mit  Beziehung  auf  die  Evolute  des  Kegelschnittes. 
Dadurch  gelangt  man  zu  der  von  Apollonius  in  der  Vorrede 
tr wähnten    „Einteilung"    einer   Aufgabe.     Die   Grenzwerte   für 

V)  Verj^l.  Anhang  1. 
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eine  andere  von  den  gegebenen  Gröfsen,  welche  diese  Ein- 
teilung bedingen,  lassen  sich  aus  dem  Grenzwerte  für  eine 
einer  willkürlichen  Abscisse  entsprechende  Ordmate  der  Evolute 
ableiten,  dessen  Bestimmung  den  Diorismus  zu  Apollonius' 
Konstruktion  der'x\ormale  ausmacht. 

Der  Diorismus  der  vorgelegten  Aufgabe  läfst  sich  aller- 
dings nicht  immer  ganz  in  dieser  Reihenfolge  ausführen,  nämlich 
dann  nicht,  wenn  der  Radius  des  Kreises  von  keinen  anderen 
Gröfsen  als  denen  abhängt,  die  bereits  bei  der  Bestimmung 
seines  Mitt(jlpunktes  benutzt  sind;  aber  es  ist  einleuchtend,  dafs 
man  doch  immer,  wenn  die  Aufgabe  durch  die  Schnittpunkte 
zwischen  einem  Kegelschnitt  und  einem  Kreise  gelöst  wird,  die 
Konstruktion  der  Nonnale  und  deren  Diorismus  benutzen  kann, 
inn  die  Grenzrelationen  zwischen  den  gegebenen  Gröfsen  auf- 
zustellen. Da  jede  Aufgabe,  welche  sich  mittels  der  Schnitt- 
punkte zweier  Kegelschnitte  lösen  läfst,  auch  durch  einen 
Kegelschnitt  und  einen  Kreis  gelöst  werden  kann,  so  könnte 
man  sogar  auf  diesem  Wege  zu  einem  allgemeingültigen  Mittel 
für  den  Diorisnms  solcher  Aufgaben  gelangen.  Indessen  scheint 
es,  als  ob  man  auch  nicht  nach  Apollonius'  Zeit  die  Konstruk- 
tion der  Nonnale  als  ein  solches  Mittel  benutzt  hat;  denn  in 
solchem  Falle  würden  die  Bestrebungen.  Konstruktionen  durch 
zwei  Kegelschnitte  auf  solche  durch  einen  Kegelschnitt  und 
einen  Kreis  zu  reducieren,  solche  Förderung  gefunden  haben, 
dafs  man  sie  auch  bei  Pappus  müfste  spüren  können.  Das 
trifft  aber  wie  schon  bemerkt  nur  für  solche  Fälle  zu,  in  denen 
man  es  dadurch  möglich  machen  konnte,  die  vorgelegte  Auf- 
gabe als  eben  zu  betrachten.  Man  wird  sich  dann  damit 
begnügt  haben  Apollonius'  fünftes  Buch  für  die  Diskussion 
solcher  Aufgaben  zu  verwenden,  deren  Konstruktion  durch 
einen  Kegelschnitt  und  einen  Kreis  die  einfachste  war. 

Der  Grund  dafür,  dafs  man  in  dieser  Anwendung  nicht 
weiter  gegangen  ist,  mufs  darin  gelegen  haben,  dafs  man 
einerseits  nicht  imstande  war  die  Benutzung  der  angedeuteten 
allgemeinen  Methode  überall  vollständig  durchzuführen,  und 
dafs  man  andererseits  in  vielen  Fällen,  wo  dieselbe  sich  wirk- 
lich rlurchführen  liefs,  leichter  dadurch  zum  Ziele  gelangte,  dafs 
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iiuin  dvu  Dioiismus  an  die  nächstli^ende  Konstruktion  statt 
an  diejenige  anschlofs,  die  sich  durch  Vertauschung  des  einen 
der  holden  Kegelschnitte  mit  einem  Kreise  gewinnen  liefs. 

Dafs  es  kchperliche  Aufgahen  —  im  weiteren  Sinne  — 
gal),  dovon  Diorismus  unüberwindliche  Schwierigkeiten  darbieten 
iiiulsten.  einerlei  ob  man  die  beschriebene  Reduktion  anwandte 
()(i(M'  die  vielen  verscliiedenen  bekannten  Sätze  über  Tangenten 
der  beiden  Kegelschnitte,  welche  die  Aufgabe  am  unmittel- 
barslcMi  l(")sen,  schliefse  ich  daraus,  dafs  die  Bedingung  für  die 
BiMÜhrung  der  Kegelschnitte  (die  Taktinvariante)  in  den  Koeffi- 
cic^nlen  jedrr  der  Gleichungen  der  beiden  Kegelschnitte  vom 
sechsten  Grade  ist;  eine  solche  Bedingung  auszudrücken  würde 
den  (Jriechen  wenigsl(»ns  aufserordentlich  schwer  geworden  sein. 
Dafs  es  andererseits  vorher  und  unabhängig  von  den  in  Apol- 
lonius'  fünftem  Buche  gefundenen  Resultaten  Mittel  gab,  die 
man  benutzen  konnte,  um  die  Diorismen  etwa  vorkommender 
Aufgaben  zu  finden,  geht  daraus  hervor,  dafs  die  Aufstellung 
von  Dioiismen  körperlicher  Aufgaben  in  der  VoiTede  im  wesent- 
lichen als  eine  bekannte  Schwierigkeit  betrachtet  zu  werden 
scliiinl .  deren  Überwindung  durch  Hinzufügung  neuer  Mittel 
zu  drnen.  die  man  bereits  besafs,  (erleichtert  werden  soll. 

Worin  diese  schon  frülier  bekannten  Mittel  bestanden  haben 
können  und.  wie  man  weifs,  bestanden  haben,  dafür  haben 
wir  Freispiele  im  vorliei-gehenden  Abschnitt  und  in  der  Aus- 
füiirung  (\o>  Diorismus  selbst  in  ApoUonius'  fünftem  Buche 
^^eselien.  Ks  würde  jedoch  von  Bedeutung  sehi,  dieses  noch 
<renauer  zu  untersudien.  Nach  dem.  was  wir  in  unserer  Unter- 
suchung über  körperliclie  Orter  gesellen  haben,  lag  nämlich  die 
l>esllnnnung  dieser  und  dadurch  die  Auffindung  der  Lösung 
rincr  beliebigen  vorgelegten  körperlichen  Aufgabe  wahrscheinlich 
im  ganzen  innerhalb  des  Ber(»ichs  der  Schwierigkeiten,  die  man 
üi)erwinden  konnte.  Ob  man  dami  die  Behandlung  so  durch- 
lühren  konnte,  wie  es  bei  einer  für  die  Öffentlichkeit  bestinmiten 
Sciuift  erforderlich  war,  hing  davon  ab,  wie  weit  man  zugleich 
iiiit  dem  Diorismus  fertig  werden  konnte. 

Indessen  können  wir  aus  Mangel  an  Angaben  zu  keinem 
l>()slllven   Resultat   gelangen:   wir  müssen  die  Frage,  bei  wel- 
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chen  körperlichen  Aufgaben  die  Griechen  imstande  waren  Dio- 
rismen  aufzustellen,  dahin  beantworten,  dafs  sie  sich  wahr- 
scheinlich auf  solche  beschränkt  haben,  bei  denen  der  Grad 
der  Gleichung  für  die  Gröfse,  deren  (Frenzen  gesucht  wurden, 
sich  auf  irgend  eine  Weise  auf  4  oder  darunter  reducien^n 
liefs,  bei  denen  also  die  Grenzbastinunung  selbst  mittels  sich 
schneidender  Kegelschnitte*)  gefunden  werden  konnte.  Statt 
im  allgemeinen  zu  untersuchen ,  welche  Diorismen  man  innei- 
halb  dieser  Begrenzung  wahrscheinlich  behandeln  konnte,  wenn 
Veranlassung  dazu  gegeben  war.  wollen  wir  lieber  versuchen 
nur  eine  Klasse  von  solchen  aufzustellen,  um  dadurch  Gelegen- 
heit zu  erhalten,  von  den  Mitteln,  über  die  man  verfügen 
konnte  und  die  wohl  zum  Teil  mit  Rücksicht  auf  eine  solche 
Anwendung  entwickelt  waren,  einige  mehr  anzuführen,  als  wir 
bereits  in  diesem  Zusanmienhange  mitzuteilen  Anlafs  gehabt 
haben. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dafs  die  J^ösung  einer 
Aufgabe  mittels  der  Schnittpunkte  zweier  Hyperbeln  ^  und  ^ 
gefunden  sei,  und  dafs  im  Diorismus  die  eine,  ^,  und  die  Asymp- 
toten dei"  anderen  als  gegeben  betrachtet  werden,  während  die 
Grenzen  für  die  zu  dieser  letzteren,  ^A,  gehörende  jkonstante 
Fläche  des  Rechtecks  aus  den  Abständen  von  den  Asymptoten 
gefunden  werden  sollen.  Ein  solcher  Grenzwert  wird  einer 
Hyperbel  ^A,  die  tp  berührt,  angehören.  D(t  Berühnmgspunkt  P 
wird  dann  die  Mitte  der  Stücke  sein,  welche  die  beidf^i  Paare 
von  Asymptoten  auf  der  Tangente  in  P  abschneiden.  P  läfst 
sich  bestimmen  als  Schnittpunkt  zwischen  der  Hyperbel  ip  und 
dem  geometrischen  Ort  für  die  gemeinschaftlichen  Mitten  der 
Stücke,  welche  die  beiden  Paare  von  Asymptoten  auf  derselben 
(JcM-aden  abschneiden. 

Dieser  letzte  Ort  läfst  sich,  wenn  man  die  Mittelpunkte 
der  Hyp(Tbeln  mit  A  und  ß,  ihn^  Asymptoten  beziehungsweise 
mit  aj,  a^  und  ftj,  h^  bezeichnet,  auf  folgende  Wei.se  bestim- 
men.    Wenn  eine  Gerade  sich  um  den  Schnittpunkt  C  von  «j 


')  Da  man  indessen  andere  Kurven  kannte,  so  sind  Ausnahmen  von  dieser 
l^ejrel  nicht  undenkl)ar.     Verjjrl.  den  Schlufs   des  nächsten  Ahschnittes. 
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und  />,  (ln»lit,  so  werden  die  Mitten  A'  und  B'  der  auf  dieser 
alM^M'srliiiittenen  Stücke  gerade  Linien  a'  und  h'  durchlaufen,  die 
den  (leraden  u^  und  h^  ])arallel  sind.  Der  Schnittpunkt  P 
von  A  A'  und  Ji  li'  ist  ein  Punkt  des  geometrischen  Orts,  da 
er  di<'  gemeinsame  Mitte  der  Stücke  ist,  welche  auf  einer 
Parallelen  zu  dvv  durcl)  ('  gezogenen  Transversale  abgeschnitten 
werden.  P  ist  aber  Eckpunkt  eines  Dreiecks  PA'B',  dessen 
beide  anderen  Eckpunkte^  sich  auf  den  festen  Geraden  a*  und 
h'  bewegen,  Wilhn^nd  seine  Seiten  sich  um  feste  Punkte  A, 
/>'.  r'  drehen.  Der  Ort  für  P  ist  also  ein  Kegelschnitt,  der, 
wie  wir  (S.  1(>D)  aus  den  10  von  Pappus  zusammengezogenen 
I^orisuMMi  geschlossen  haben,  den  Altern  bekannt  war.  Haben 
die  })eiden  Hyperbeln  eine  Asymptote  gemeinsam,  so  ist  der 
( )it  d(s  Punktes  P  nach  eben  diesen  zusanmiengezogenen  Po- 
risinen  eine  Gerade. 

Auf  den  liier  betrachteten  Fall  läfst  sich  ziemlich  leicht  der 
i'educieren.  wo  der  Kegelschnitt  ^  eine  Ellipse  i.st,  welche  beide 
\symptot(»n  von  t/f  schneidet;  man  kann  dann  zunächst  ^ 
als  Ort  zu  solcben  vier  Geraden  darstellen,  von  denen  die 
AsyniptotiMi  von  </>  zwei  gegenüberliegende  sind.  Ein  Berüh- 
rungspunkt P  zwischen  <f  und  einer  Kurve  <^r  wird  dann  die 
gemeinsame  Mitt<'  der  Stücke  sein,  welche  diese  und  das  andere 
Paar  gegenüberüegi^ider  Seiten  auf  der  Tangente  abschneiden. 
Durch  eine  Erweiterung  desselben  Verfahrens  könnte  man  noch 
weiter  zu  solchen  Fällen  gehen,  wo  auch  </*  eine  Ellipse  ist, 
von  <ler  man  die  Lage  und  das  V^erhältnis  der  Axen  kennt: 
oder  man  kömite.  nachdem  die  Übereinstimmung  mit  dem  Fall, 
\vr»  zwei  Hyj)erbeln  betrachtet  wurden,  auf  die  Vermutung 
jetührl  hatte,  dafs  man  auch  hier  die  Berührungspunkte  mittels 
der  Schnittpunkte  zwischen  ^  und  einem  Kegelschnitt  bestim- 
men nuisse,  andere  Mittel  zur  wirklichen  Bestimmung  eines 
solchen  Kegelschnittes  suchen. 

Einen  hienmter  g(»hörenden  speciellen  Fall  werden  wir 
Gelegenheit  haben  im  folgenden  Abschnitt  zu  besprechen.  Ein 
anderer  Fall  ist  derjenige,  der  in  Apollonius'  fünftem  Buche 
hehandell  wird,  wo  di(»  Kurven  </.'  Kreise  mit  gegebenem  Mittel- 
punkt  sind,   die  gesuchten  Berührungspunkte  also   Fufspunkte 
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der  von  diesem  Mittelpunkt  aus  gezogenen  Normalen.  Indessen 
zeigt  dieser  Umstand,  dafs  die  von  uns  zusammengestellten 
Hülfsmittel,  die  die  Alten  nach  unserer  Meinung  benutzen 
konnten,  wenn  bestimmt  vorgelegte  Aufgaben  ihnen 
Gelegenheit  dazu  boten,  nicht  als  eine  allgemeine  Methode  auf- 
gefafst  werden  dürfen,  welche  die  Alten  selbst  ausdrücklich 
aufgestellt  hätten.  Jedenfalls  können  sie  dies  nicht  gethan 
haben,  bevor  Ai)ollonius  sein  fünftes  Buch  geschrieben  hatte, 
da  wir  aus  seiner  Vorrede  schliefsen  dürfen,  dafs  nicht  nur  die 
schwierige  Diskussion,  sondern  auch  die  Konstruktion  der  Nor- 
malen etwas  neues  war. 

Dafs  man  vor  A  pol  Ion  ins  die  hier  aufgestellte  Bestim- 
mung von  Diorismen  nur  vereinzelt  benutzt  haben  kann, 
folgt  auch  aus  der  dazu  gehörigen  Benutzung  eines  körperlichen 
Orts,  der  von  den  Alten  in  einen  Ort  zu  vier  Geraden  umge- 
wandelt worden  sein  mufs;  denn  die  allgemeine  Bestimmung 
eines  solchen  Orts  wurde  ja  erst  durch  Apollonius'  Kegel- 
schnitte ermöglicht.  Ein  anderes  Hindernis  für  eine  solche 
allgemeine  Ableitung  von  Diorismen  wie  die  hier  von 
uns  gegebene  bestand  darin,  dafs  dieselben  auf  die  Lösung 
einer  körperlichen  Aufgabe  zurückgeführt  wurden,  bei  der  also 
ein  neuer  Diorismus  erforderlich  sein  konnte,  der  wenigstens 
einer  allgemeinen  Aufstellung  Schwierigkeiten  entgegengesetzt 
haben  würde,  hn  einzelnen  Falle  kann  man  dagegen  in  der 
Lage  geAvesen  sein,  diesen  Diorismus  zu  entbehren  oder  ihn 
durch  die  Begrenzung  in  der  gegenseitigen  Lage  der  angewandten 
Kegelschnitte,  welche  die  ursprüngliche  Aufgabe  etwa  mit 
sich  brachte,  durchzuführen.  Im  Gegensatz  hierzu  ist  es  ein 
Hauptverdienst  von  Apollonius'  fünftem  Buche,  dafs  es,  wie 
oben  gezeigt,  die  Möglichkeit  gewährte,  auf  alle  gegenseitigen 
Lagen  eines  Kegelschnittes  und  eines  Kreises  Rücksicht  zu 
nehmen. 

Diese  Betrachtungen  können  uns  eine  Andeutung  darüber 
geben,  was  das  für  körperliche  Aufgiiben  gewesen  sein  mögen, 
mit  deren  Lösung  und  Diskussion  die  Griechen  sich  beschäftigt 
haben.  Es  ist  nicht  übeiilüssig  solche  Winke  neben  der  Mit- 
teilung  der   aufbewahrten  Aufgaben    und  Lösungen   zu 
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*<<'bon.  Von  diesen  darf  man  nämlich  mit  ßestinnntheit  be- 
haupten, daCs  sie  nicht  hinreichend  umfassende  Proben 
für  die  Arten  von  Aufgaben  geben,  die  man  behandelt 
hat.  Ich  schliefse  das  daraus,  dafs  nach  Apollonius'  allgemeiner 
Vorrede  sein  drittes  Buch  namentlich  zur  Bestimmung  körper- 
lieber  Orter  dienen  soll,  und  dafs  der  Zweck  einer  solchen  Be- 
stinnnung  die  Lösung  körperlicher  Aufgaben  war,  dafs  aber 
deimoch  bei  keiner  einzigen  der  aufbewahrten  körper- 
lichen Aufgaben  der  Inhalt  von  Apollonius'  drittem 
Buche  für  die  Lösung  zur  Verwendung  kommt. 


Yierzelmter  Abschnitt 

über  verlorene  Untersuchungen;  eine  Vermutung  Ober  Eratosthenes'  Schrift 

ober  Mittelgröfsen. 


Nachdem  wir  in  Betreff  der  körperlichen  Aufgaben  —  wie 
fniher  in  anderen  Beziehungen  —  nachgewiesen  zu  haben  glau- 
ben, dafs  die  Griechen  weiter  gelangt  sein  müssen  als  bis  zu 
den  Resultaten  und  den  Konstruktionen,  über  welche  in  den 
aufbewahrten  Schriften  oder  in  solchen  Schriften  berichtet  wird, 
iil)er  deren  Inhalt  Angaben  vorliegen,  kehren  wir  nunmehr  zu 
der  früher  aufgestellten  Frage  zurück,  wo  denn  die  Ergebnisse 
solcher  weitergehenden  Untersuchungen  niedergelegt  sind. 

Für  die  körperlichen  Aufgaben  können  wir  vielleicht  zum 
Teil  auf  dasselbe  Werk  verweisen  wie  für  die  körperlichen 
Orter,  nämlich  auf  Aristäus'  .Körperliche  Ort  er'.  Aus 
Pappus'  allerdings  etwas  dunklen  Angaben*)  über  das  Ver- 
hältnis zwischen  Euklids  Elementen  der  Kegelschnitte  und 
der  angeführten  Schrift,    sowie   daraus,    dafs  diese  Schrift    in 


Anhanj,'  -2  und  S.  h29,  1.*»). 
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Pappus'  wohl  geordnetem  Verzeichnisse  zu  Anfang  des  7ten 
Buches^)  hinter  Apollonius'  Kegelschnitte  gestellt  ist,  und 
daraus,  dafs  Pappus  dieselbe  ein  Supplement  zu  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten*)  nennt,  darf  man  schliefsen,  dafs  sie 
selbst  die  Elemente  dieser  Lehre  nicht  enthalten,  vielmehr  die- 
selben in  einem  Umfange  als  bekannt  vorausgesetzt  hat.  dt»r 
wenigstens  etwas  von  dem  Inhalte  von  Apollonius'  drittem 
Buche  in  sich  begreifen  nmfste.  In  Aristäus*  fünf  Büchern 
ist  also  Raum  für  verschiedene  Dinge  gewesen. 

Da  der  Zweck  der  .körperlichen  Örter  ihre  Anwendung  auf 
die  Lösung  von  Aufgaben  ist,  so  ist  es  nicht  unwahrscheinlich, 
dafs  etwas  von  diesem  Raum  für  solche  Anwendungen  be- 
stinunt  gewesen  ist.  Ist  auch  möglicherweise  ein  Teil  von 
diesen  auf  Aufgaben  beschränkt  gewesen,  die  sich  durch  kubi- 
sche Gleichungen  (die  man  damals,  nach  unserer  Annahm<\ 
allein  als  körperlich  bezeichnete)  ausdrücken  liefsen  —  so  spricht 
doch  der  Umstand,  dafs,  wie  es  scheint,  etwas  über  den  Ort 
zu  vier  Geraden  angeführt  wurde,  dafür,  dafs  auch  einige  der 
weiter  gehenden  Anwendungen,  die  das  Studium  dieses  Orts 
veranlafst  hatten,  berücksichtigt  sein  konnten.  In  Folge  eben 
dieses  Studiums  kann  Aristäus  auch  einige  sich  hieran  an- 
schliefsende  Sätze  üb(*r  Involution,  die  sich  auf  die  Kegelschnitte 
bezogen,  aufgestellt  haben,  die  dann  später  Apollonius  veran- 
lafsten,  die  Lehre  von  der  Involution  in  der  Schrift  über  den 
bestimmten  Schnitt  einem  umfassendercMi  Studium  zu  unter- 
werfen. 

Indessen  darf  man  nicht  allzu  viele  von  den  Unter- 
suchungen, mit  denen  die  Griechen  sich,  soweit  man  aus  den 
vorliegenden  Angaben  schliefsen  kann,  beschäftigt  haben,  dem 
Aristäus  zuweisen,  unter  anderem  aus  dem  Grunde,  weil 
seine  Schrift  vor  den  meisten  Arbeiten  Euklids  und  vor  allen 
Schriften  des  Archimedes  und  Apollonius  geschrieben  ist.  Werm 
also  Apollonius  in  den  Büchern  über  den  bestinunten  Schnitt 
die  Lehre  von  der  Involution  mit  der  vollen  Überzeugung  von 
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ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Kegelscluiitte,  diese  als  ()rter  zu 
vitT  (leraden  dargestellt,  untersucht  hat,  wo  sind  dann  die  An- 
wendungen der  in  dieser  Schritt  gefundenen  Resultate  darge- 
stellt worden?  Wo  haben  wir  die  Behandlung  solcher  neuen 
kör|)(Mlichen  Probleme  (im  weiteren  Sinne)  zu  suchen,  deren 
L()sung  und  Diskussion  durch  die  in  seinen  Kegelschnitten  ge- 
fundenen neuen  Resultate  möglich  wurde?  Wir  besitzen  nicht 
einmal  eine  Angabe  über  eine  Schritt,  in  der  eine  neue  Dar- 
stellung der  vollständigen  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden 
gegebi^n  worden  wäre,  die  doch  nach  seinen  und  Pappus'  aus- 
(ii'ücklichen  Angaben  erst  von  ihm  möglich  gemacht  worden  war. 
Hierauf  mufs  man  zunächst  antworten,  dafs  kein  Grund 
vorliegt  zu  glauben,  Pappus  mache  in  seiner  Aufzählung 
alle  Schriften  aus  den  besten  Tagen  der  griechischen  G(»o- 
metrie  namhaft,  in  denen  die  analytische  Geometrie  der  Griechen 
und  ihre  Anwendung  auf  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
und  auf  k(')rperliche  Aufgaben  behandelt  wan^i.  Er  weist  auf 
die  Bücher  hin,  nach  denen  die  Grundlage  für  alle  dies<' 
l^ntersuchimgen  zu  studieren  sein  würde  ^),  hat  also  keine  V(T- 
juilassnng  auch  über  die  verschiedenen  Arbeiten  zu  berichtcMi, 
in  denen  hierher  gehörige,  ausführlichere  Specialuntersuchungen 
niedergelegt  sein  konnten.  Als  solche  Untersuchungen  sind  der 
bestimmte  Schnitt,  der  Verhältnisschnitt  und  der  Flächenschnitt 
nicht  zu  betrachten,  da  —  wie  wir  hinsichtlich  des  ersten 
ucselieii  haben  und  hinsichtlich  der  beiden  anderen  im  folgenden 
Abschnitt  sehen  werden  —  die  Kenntnis  der  Diskussion  dies(»r 
Anfgid)en  einen  wesentlichen  Teil  der  V^oraussetzungen  für  di(^ 
Anwi^ndimg  (Un-  Lehre  von  den  Kegelschnitten  ausmacht.  Die 
vier  letzten  Bücher  von  A  pol  Ion  ins'  Kegelschnitten  geben 
nllerdings.  wie  er  selbst  sagt,  weitergehende  Specialuntersuchun- 
gen, aber  sie  sind  wohl  auch  vorwiegend  wegen  ihrer  Verbin- 
dung mit  den  vier  ersten  Büchern,  sowie  wegen  des  berühmten 


Dals  es  sieb  liier  elien  um  eine  Grundlage  und  nicht  um  eine  Mit- 
t«»ihin{;  alles  dessen,  was  man  wufste,  handelt.  ei*sieht  man  aus  den 
ersten  Worten  des  T*«"  Buches,  welche  denen  es  zu  lesen  empfehlen. 
die  selbst  belTdiijft  werden  wollen  vorgelegte  Probleme  zu  l(Ssen. 
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Namens  ihres  Verfassei-s  in  Pappus'  Liste  mit  aufgenommen. 
Aus  demselben  Grunde  kann  Eratosthenes'  Schrift  über 
Mittelgröfsen ,  deren  Titel  auch  auf  Special  Untersuchungen  hin- 
weist, mit  aufgenommen  worden  sein.  Dafs  andererseits  der- 
selbe Grund  Pappus  nicht  bewogen  hat  diejenigen  von  Archi- 
medes'  Schriften  aufzuführen,  welche  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten betreffen,  mufs  dai^auf  beruhen,  dafs  diese  Lehre 
in  Schriften,  welche  Quadratur  sowie  Kubatur  der  dadurch  her- 
voi^ebrachten  Flächen  und  Körper  behandeln,  in  einer  anderen 
FoiTii    und  mit  anderen  Zielen   auftritt   als   im  vtnoQ  fha/tuo- 

fiSUOQ. 

Pappus  hat  also  nicht  beabsichtigt  Angaben  über  solche 
Schriften  zu  machen,  deren  Inhalt  über  den  des  Lehrgebäudes 
hinausging.  Auch  sind  gewifs  diejenigen  Schriften,  welche 
gröfsere  Forderungen  an  die  Vorkenntnisse  der  Leser  stellten,  in 
der  Zeit  des  Rückschrittes  unbeachtet  geblieben  und  deshalb 
in  der  Regel  wohl  nur  in  einzelnen  Exemplaren  in  der  alexan- 
drinischen  Bibliothek  aufbewahi't  worden,  und  viele  können 
dann  bei  den  Unglücksfallen,  die  diese  betroffen  haben,  ganz 
verloren  gegangen  sein.  Was  die  betrifft,  die  noch  zu  Pappus* 
Zeit  erhalten  gewesen  sein  müssen,  so  begehen  wir  ihm  gegen- 
über keine  Unbilligkeit,  wenn  wir  annehmen,  dafs  er  nicht 
einmal  imstande  gewesen  sehi  würde,  uns  sonderliche  Angaben 
über  die  darin  enthaltenen  weitergehenden  Untersuchungen  zu 
machen.  Die  Tradition  durch  mündlichen  Unterricht,  die  sich 
durch  die  vielen  Jahrhunderte  erhalten  haben  kami,  die  ihn 
von  Apollonius  trennen  und  aus  denen  kein  selbständiger 
Fortschritt  auf  diesem  Gebiete  zu  unserer  Kenntnis  gelangt  ist, 
mufs  nämlich  äufserst  gering  gewesen  sein.  Pappus'  Zeit,  in 
der  man  sich  in  der  That  Kenntnisse  von  dem  und  Einblicke 
in  das  verschaffte,  was  die  grofsen  Mathematiker  hervorgebracht 
hatten,  mufs  also  eine  Renaissancezeit  gewesen  sein,  in  der 
diese  Einsicht  aus  den  Büchern  der  Alten  geschöpft  wurde. 
Wie  viel  Geduld  eine  solche  Arbeit  erfordert  hat,  wird  man 
l(Mcht  verstehen,  wenn  man  bedenkt,  wie  viel  Schwierigkeit 
das  Studium  der  Schriftsteller  des  Altertums  wenigstens  anföng- 
lich  den  Mathematikern  der  Gegenwart  verursacht,  welche  die 
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K(?sultale  doch  zum  Teil  kennen  und  die  Beweise  in  eine 
niatliematische  Sprache  übersetzen  können,  mit  der  sie  selbst 
vertraut  sind.  Nun  hat  Pappus  gewifs  während  seiner  Lehrzeit 
von  Lehrern  Anleitung  empfangen,  die  vor  ihm  das  Studium 
der  alten  Schriftsteller  begoimen  haben,  so  dafs  sein  Eindringen 
in  diese  nicht  die  Arbeit  eines  Einzelnen  ist;  aber  da  die  Alten 
^^ewölmlich  nur  die  strengen  synthetischen  Beweise  geben, 
liöchstens  zugleich  Analysen  in  streng  systematischen  Formen, 
aber  keinen  freieren  Wink  für  das  Verständnis  und  keine  An- 
gaben darüber,  wie  man  beim  Unterrichte  den  geometrischen 
Ideen  Eingang  bei  den  Schülern  verschaffen  könne,  so  ist  es 
immcjrhin  aller  Ehren  wert,  werm  Pappus  und  seine  Zeitgenossen 
es  erreichten,  in  die  notwendigsten  Glieder  des  Lehrgebäudes 
einzudringen  und  einige  wenige  weitergehende  Untersuchungen 
zu  verstehen.  Dagegen  hat  man  sicherlich  vieles  von  dem, 
was  sich  aus  der  alten,  schöpferischen  Zeit  vorfand,  als  zu 
schwierig  liegen  lassen  müssen.  Dies  ist  vielleicht  der  Haupt- 
grund, warum  einige  von  Archimedes'  bedeutendsten  Ar- 
beiten, wie  seine  Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide,  an 
k(Mner  Stelle  von  Pappus  erwähnt  werden. 

Wir  besitzen  auch  direkte  Zeugnisse  dafür,  dafs  andere 
Schriftsteller  als  die  in  Pappus'  Liste  angeführten  an  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  gearbeitet  haben,  und  diese  Zeugnisse 
sind  alle  auf  eine  so  zufallige  Weise  hervorgetreten,  dafs  es 
wahrscheinlich  noch  viel  mehr  gegeben  hat,  als  ausdrücklich 
rrwähnt  werden.  Wenn  wir  also  in  Apollonius'  Vorreden 
die  Namen  von  Euklid,  Konon  und  Nikoteles  angeführt 
lindern,  so  ist  dies  nur  durch  eine  Kritik  der  von  ihnen  einge- 
nommenen Standpunkte  veranlafst,  während  er  sonst  die  Ar- 
beiten der  Vorgänger  ganz  im  allgemeinen  erwähnt  ohne  eine 
einzelne  namhaft  zu  machen.  Hinsichtlich  der  ersten  Bücher 
kann  er  dabei  an  die  Werke  von  Euklid  und  Ar  ist  aus  gedacht 
haben,  weicht»  Pappus  anführt;  aber  auch  in  den  Vorreden 
zu  den  späteren  Büchern  wird  auf  ungenannte  Voi-gänger  hin- 
^^»wiesen.  Die  Angaben  über  Auflösungen  körperlicher  Auf- 
^'aben,  die  wir  im  Vorbeigehenden  aus  Pappus  und  Eutokius 
entnommen  haben,  sind   alle  entw^eder  hei  der  Zusammenstel- 
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lung  der  verschiedenen  Behandlungen  der  einfachsten  hierher 
gehörenden  Aufgaben,  nämlich  der  Dreiteilung  des  Winkels 
und  der  Verdoppelung  des  Würfels,  entstanden,  oder  sie  haben 
sich  im  besonderen  an  Aufgaben  von  Archimedes  angeschlossen. 
Nur  aus  diesem  Grunde  sind  wir  mit  den  angeführten  Kon- 
struktionen von  Dionysodorus  und  Diokles  bekannt  ge- 
worden. Eutokius  hat  ferner,  wie  wir  gesehen  haben,  ein 
merkwürdiges  altes  Bruchstück  hervorgezogen,  weil  es  Archi- 
medes' Kugelteilung  ergänzt;  aber  wie  viele  andere  Schriften, 
die  ganz  andere,  (»benso  wertvolle  Angaben  über  die  Art,  wie 
die  Alten  körperliche  Aufgaben  behandelten,  enthielten,  kann 
er  nicht  unbeachtet  gelassen  haben? 

Es  kann  also  sehr  wohl  eine  Litteratur  gegeben  haben,  die 
umfangreich  genug  war,  um  die  w^eitergehenden  Untersuchungen 
zu  umfassen,  welche  ein  so  vollständiges  Lehrgebäude,  wie  das 
in  ApoUonius  vier  ersten  Büchern  enthaltene,  als  Grundlage 
nötig  hatten  und  dasselbe  deshalb  selbst  nach  und  nach  ent- 
wickelten, welche  ferner  solche  Werkzeuge  brauchten  und  des- 
halb selbst  ausbildeten  wie  die  sind,  welche  wir  in  Euklids 
Porismen  und  ApoUonius'  bestimmtem  Schnitt  fanden,  und 
welche  endlich  Verwendung  für  solche  körperlichen  Örter,  wie 
den  Ort  zu  vier  Geraden,  hatten.  Nach  ApoUonius'  Zeit  kann 
es  eine  Litteratur  gegeben  haben,  die  selbst  ziemlich  w'eitgehendt* 
Anwendungen  der  verbesserten  Hülfsmittel,  die  man  ihm  zu 
verdanken  hatte,  enthielt. 

Und  doch  glaube  ich  nicht,  dafs  die  Litteratur  jener  Zeit 
einen  auch  nur  annähernd  so  grofsen  Teil  der  damals  aus- 
geführten Forscherarbeit  enthalten  haben  wird,  wie  die  Litteratur 
unserer  viel  publicierenden  Zeit  von  der  Forscherarbeit  der 
Gegenwart  enthält.  Man  hat  sich  sicherlich  damit  begnügt, 
vieles  von  dem,  was  man  damals  fand,  seinen  Schülern  und 
Freunden  mündlich  mitzuteilen  oder  den  Aufgaben  zu  Grunde 
zu  legen,  die  man  ihnen  stellte.  Nur  wer  wie  Archimedes 
aufserhalb  Alexandrias  lebte,  war  zu  einer  schriftlichen  Mit- 
teilung aller  seiner  Entdeckimgen  gezwungen.  Er  ist  deshalb 
nicht  nur  rascher  bei  der  Hand  gewesen  dieselben  zum  Gegen- 
stand einer  ausführlicheren  Behandlung  zu  machen,  sondern  er 
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lull  aiuh  vor  dieser  Behandlung  solcfie  vorläufigen  Mitteilungen 
ril)er  seine  Resultate  schriftlich  gegeben,  welche  ein  alexan- 
drinischer  Mathematiker  seinen  Freunden  mündlich  gegeben 
haben  würde. 

Dals  man  thatsächlich  in  der  Kegel  nicht  rasch  dazu  hat 
(\ber;.a^hen  kininen  seinen  Untersuchungen  schriftlichen  Ausdruck 
/ii  verleihen,  schliefse  ich  aus  den  Schwierigkeiten,  welche  die 
l^edaktion  damals  verursachen  niufste.  Von  diesen  erhält  man 
eine  Vorstelhmg  durch  diejenigen,  welche  das  Lesen  der  Beweise 
der  AH  (Ml  uns  verursacht.  Die.se  Schwierigkeiten  beruhen  nicht 
allein  darauf,  dafs  es  uns  an  Übung  hierin  fehlt;  denn  wie 
^aofse  Ül)un^^  man  sich  auch  erwerben  mag,  so  wird  man  den- 
noch immer  viel  leichter  z.  B.  die  Ableitung  von  Proportionen 
aus  rinander  übiTsehcn,  wenn  man  dieselben  so  schreibt  wie 
wir.  als  wenn  man  sie  in  Worten  ausdrückt  und  in  Worten  ihren, 
l)ei  unserer  Schreibweist»  in  die  Augen  fallenden,  gegen.seitigen 
Zusanmienhang  ausdrückt.  Noch  weniger  rühren  sie  davon  her, 
(lals  der  Zusanmienhang  im  Gedankengange  der  Alten  hi  Wirk- 
ürlik(Mt  weniger  (Mnfach  ist;  denn  wenn  man  erst  deutlich  das 
rrfafst  liat,  was  das  wesentliche  in  ihren  Beweisen  ist,  so  sind 
diese  gewijhnlich  so  einfach  und  natürlich,  wie  man  nur  wün- 
schen kann  und  wie  man  sie  in  unseren  Tagen  nur  machen 
kann. 

Die  Schwierigkeiten  beim  Le.sen  rühren  von  den  weniger 
^ut(Mi  Mitteln  her.  die  man  damals  für  schritlliche  Darstellung 
besafs,  und  von  den  steifen  Formen,  di(*  man  sich  verpflichtet 
fühlte  seinen  Beweisen  zu  geben,  und  diese  Umstände  müssen 
dem  Verfasser  eine  einigermafsen  entsprechend(*  Beschwerde 
verursacht  haben,  wenn  er  auch  bei  der  synthetischen  Dar- 
slellunji  vor  dem  Leser  den  wesentlichen  Vorteil  voraus  hatte, 
(lals  er  im  voraus  wufste.  worauf  er  hinaus  wollte,  was  der 
Lesei-  erst  gegen  das  Ende  der  Beweise  ei-föhrt.  Die  formalem 
Foiderungen  an  die  Darstellung  konnten  sowohl,  wie  wir  ge- 
sehen   haben  und   im   Folgenden    an   mehr  Beispielen  M   sehen 

M  Das  :uii  släiksten  ausJgepragte  Beispiel  hierfür  ist  ApoUoniiis*  Schrill 
ülttM  «leii  Veihrilt  nissch  nitt .  die  wir  im  folgenden  Abschnitt  !»e- 
<|»re(ho!i  werden. 


;^10  Vierzehnter  Abschnitt. 

werden,  eine  groCse  Weitläufigkeit  hervorrufen,  als  auch  sehr 
bedeutende  faktische  Schwierigkeiten  bereiten.  Das  erstere  ist 
nach  unserer  Annahme  ein  Hindernis  gewesen  für  die  direkte 
Behandlung  eines  Kegelschnittes,  der  durch  fünf  Punkte  gehen 
soll,  das  letztere  trat  bei  jedem  Problem  ein,  dessen  Diorismus 
nicht  unmittelbar  einleuchtete;  denn  der  Diorismus  mufste  in 
der  Regel  eine  schwierigere  Aufgabe  werden  als  die  ursprüng- 
liche war,  und  diese  durfte  man  überhaupt  nicht  stellen  und 
lösen  otme  einen  vollständigen  Diorismus. 

Hat  nun  auch  die  Überwindung  dieser  Schwierigkeit  zu 
wichtigen  Resultaten  —  wie  in  Apollonius'  fünftem  Buche  — 
gefütirt,  so  kann  doch  in  vielen  anderen  Fällen  das  Fehlen 
eines  Diorismus,  der  [zu  kompliciert  gewesen  wäre  um  an  sich 
selbst  Interesse  darbieten  zu  können,  ein  Hindernis  für  die 
schriftliche  Darstellung  einer  an  und  für  sich  bedeutungsvollen 
Konstruktion  gewesen  sein. 

Hätte  man  nun  ebenso  strenge  formale  Forderungen  an 
die  Form  der  mündlichen  Darstellung  gestellt,  ja,  hätte  man 
—  was  übrigens  undenkbar  ist  —  seine  eigene  Gedankenarbeit 
auf  dieselbe  Weise  in  Fesseln  gelegt,  so  würde  nirgendwo 
Raum  für  die  Vorbereitung  gewesen  sein,  ohne  welche  das 
überlieferte  reiche  Material  niemals  zustande  gebracht  und  die, 
mit  Rücksicht  auf  den  zu  Grunde  liegenden  Gedankengang, 
einfache  Behandlungsweise  niemals  erreicht  worden  wäre. 

Allerdings  nehme  ich  an,  dafs  die  strengen  logischen  For- 
men, durch  welche  man  sich  dagegen  sicherte  falsch  zu  über- 
legen und  in  seiner  Darstellung  den  Behauptungen  eine  andere 
Ausdehnung  zu  geben  als  beabsichtigt  war,  einen  wichtigen 
Teil  auch  des  mündlichen  mathematischen  Unterrichts  ausge- 
macht haben.  In  der  Zeit  des  Verfalls  sind  sie  vielleicht  sogar 
die  Hauptsache  gewesen,  aber  hi  den  guten  Zeiten  der  grie- 
chischen Mathematik,  wo  man  die  grofsen  Fortschritte  machte, 
hat  diese  formale  Seite  den  Nutzen  gewährt,  zu  dem  sie  be- 
stimmt ist:  den  Gedanken  die  Klarheit  zu  verschafifen,  die 
notwendig  ist  um  rasch  und  sicher  zu  überlegen,  ohne  jeden 
Augenblick  ausdrücklich  an  die  Formen  zu  denken,  welche 
vor  Irrtümern  bewahren. 
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Der  Man[?ol  eines  vollständigen  Diorisnius,  der  ausdrücklieh 
die  Grenzlalle  bestimmt,  welche  über  Lösbarkeit  und  Unlös- 
barkeit  oder  über  die  verschiedene  Anzahl  von  Lösungen  ent- 
scheiden, kann  kein  Hindernis  für  die  mündliche  Mitteilung 
einer  an  und  für  sich  interessanten  Konstruktion  gewesen  sein. 
Die  Mitteilung  wird  im  Gegenteil  eine  Aufforderung  an  andere 
gewesen  sein,  auch  das  ihrige  zur  Auffindung  der  Grenzbedin- 
gnngen  beizutragen.  Selbst  wo  es  als  unzulässig  betracfitet 
wurde  Aufgaben  zu  stellen,  deren  Lösung  unmöglich  werden 
konnte,  hätte  man  recht  wohl  ohne  die  genauen  Grenzen  für 
die  Lösbarkeit  zu  kennen  der  Aufgabe  mündlich  eine  etwas 
engere  und  deshalb  ausreichende  Begrenzung  geben  können, 
vielleicht  auch  dadurch,  dafs  man  sie  an  eine  vorgelegt(.^  Figur 
anschlofs.  Dafs  man  sich  indessen  hiermit  nicht  begnügte,  wird 
durch  Apoll on ins'  viertes  Buch  bezeugt,  das  für  körperliche 
Aufgaben  ganz  dasselbe  Mittel  zur  Herstellung  der  Übersicht- 
lichkeit giebt.  mit  dem  man  sich  jetzt  statt  detaillierter  Grenz- 
bestiiinnungen  zu  begnügen  pflegt,  nämlich  die  Bestinnnung 
des  Maxinumis  für  die  Anzahl  der  Lösungen. 

Kndlich  will  ich  hier  auts  neue  daran  erinnern,  dafs  die 
Schwierigkeiten  für  Verfasser  und  Leser,  welche  davon  herrühren, 
dal's  der  erstere  die  Figiu-,  an  die  sich  der  ganze  Beweis  knüpfte, 
hesclueiben,  und  der  letztere  diese  Beschreibung  an  der  fertigen 
Figur  verfolgen  nmfste,  ganz  fortfielen  bei  der  mündlichen  Mit- 
teilung, bei  der  man  die  Figur  vor  den  Augen  der  Zuhörer 
entstehen  liefs  und  beständig  auf  die  Punkte,  Strecken  und 
Flächen  zeigen  konnte,  mit  denen  man  zu  operieren  hatte. 

Noch  freier  war  der  Forscher  bei  seinen  eigenen  pei^sön- 
lielien  Untersuchungen;  doch  kommt  das  für  uns  an  dieser 
Stelle  wenigem  in  Betracht,  wo  gezeigt  werden  sollte,  dafs  die 
Wahrheiten  und  Methoden,  welche  nicht  blofs  Einzebie.  sondern, 
wie  wir  sagen  müssen,  die  damalige  Geometrie  sich  aneigneten, 
und  welche  die  Xebenuntersuchungen  ausmachten,  ohne  welche» 
das  eigentliche  Lehi-gebäude  nicht  zu  so  grolser  Vollkommenheit 
liätt(*  gelangen  könni^n,  sich  nicht  auf  das  beschränkt  haben 
k(")nnen.  was  in  Schriften,  seien  diese  nun  erhaltcMi  oder  nicht, 
uicdergc^legt  war. 
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Die  iiifiiKilirlic  Mittoiluiij^  kann  /.uiii  Teil  darin  bestanden 
Imbcii,  dnfs  man  die  Rosnitate  und  Anfj^abon  Schülern  oder 
Frennden  voriej^te,  die  sie  dann  selbst  beweisen  oder  lösen 
sollten.  Man  könnt«»  dann  znglc^ieli  dnrcli  diese  Beispiele  mittels 
l^itendei-  Winke  siMne  Schiller  in  die  Methoden  eintVihren.  von 
tlenen  eine  allprenieine  T)arst(41nn^  sich  schwer  hätte  geben 
lassen,  inul  die  wir  nnn  <i:ewissennafsen  hinter  den  überlieferten 
llesnltaten  nnd  hinter  d(»n  geordneten  Beweisen  snchen  müssen. 
Andererseits  ist  j^(»wifs  vieles  beim  direkten  nnindlichen  Unter- 
richt mitpetcill  worden.  So  lie^d  die  Annahme  nahe,  dafs 
Apollonins  bei  dov  Durchnahme  von  Ar  ist  ans*  körperlichen 
Ortern  Tiele^^enheil  jjrehabl  habe  seinen  Schülern  zn  zeigen: 
«Mnmal  di<'  Vervollständigung^  der  Hestinnnnn<rr  des  Orts  zn  vier 
(reradcn  nnd  d\o  Behandlnn^r  der  mit  diesem  verwandten  Orter. 
ferner  die  an  den  Satz  vom  einbeschriebenen  Viereck  angt*- 
schlossenen  Anwendunpfen  der  in  der  Schritt  liber  den  be- 
-tinnnten  Schnilt  jife^^(?l)(^nen  Lehre  von  der  Involution,  sowie 
endlich  die  Anw(uidnn^^  kör|)erIiclM»r  Orler  anf  dii^  liösung  ein- 
zelner wicht  iirer  Pi'obleme. 


Ks  wird  also  1(m*Is  in  viTlorenen  S<-hrirten,  in  solchen,  die 
wir  dem  Namen  nach  kennen,  und  in  solchen,  die  «^^anz  in  Ver- 
iressenheit  ^^'raten  sind,  teils  in  zusannnenhäujjfenden  nnindlichen 
Milteilun^^en  Banm  und  (leli'^^'nheit  «renn}:  für  die  umfassenden 
l'ntersnchun^n'n  «gewesen  sein,  deren  Kxistenz  wir  sowohl  aus 
bestiimnten  Winken  wie  aus  der  *rrofsr'n  Vollkonnnenheit  der 
überlieferten  irriechischen  Lehre  von  den  Ke^elschnittcMi  go- 
srhlossen  haben.  Ihrem  Einllufs  auf  diese  Lehre  ist  es  zu  danken, 
dafs  diese  l'iilersuchungen  für  uns  nicht  verloren  gegang(^n  sind, 
und  man  darf  wohl  annehmen,  dafs  unsere  moderne  mathe- 
uiatische  Kullnr.  wi^lche  auf  den  rberlieferun^'en  ans  der  an- 
tiken aufgebaut  ist.  abg<»selien  davon,  dafs  sie  in  manchen 
Dichtungen  so  viel  weit(M'  fortgeschritten  ist.  nun  allmählich 
auch  das  wiedererobert  hat ,  was  sie  aus  den  verlorenen  grie- 
chischen ArbeitfMi  würde  haben  gewinncMi  können.  Für  das 
volle  Verständnis  des  eigentüinlichen  Wesens  der  griechischen 
(leonn^trie.  zu  diMu  gegenwärtige  Schrill  einen  Beitrag  zu  liefern 
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bestimmt  ist,  würden  sie  dagegen  von  der  höchsten  Bedeutung 
sein.  Man  fühlt  sieh  deshalb  angeregt  einigen  Ersatz  in  Ver- 
mutungen 7A\  suchen. 

hidessen  würden  solche  Vermutungen  äufserst  getahrlich 
sein,  wenn  sie  hinsichtlich  der  wesentlichen  Beschaffenheit 
der  Gegenstände  und  der  Mittel  der  Untersuchung  über  das 
(lebiet  hinausgreifen  wollten,  welches  durch  die  überlieferten 
oder  von  späteren  Schriftstellern,  die  sie  kannten,  ausdrücklich 
<Twähnten  Schriften  angegeben  wird.  Allerdings  ist  es  nicht 
unwahrscheinlich,  dafs  man  manchesmal  auch  über  dies  Gebiet 
liinausgegangen  ist;  aber  teils  würden  hierauf  bezügliche  Ver- 
mutungen willkürlich  und  deshalb  leicht  irreführend  sein,  teils 
haben  solche  Untersuchungen ,  die  gar  keine  Frucht  gereift 
haben,  durch  die  man  sie  entdecken  könnte,  kaum  sonderliche 
Bedeutung  gehabt.  Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  Ver- 
mutungen, mögen  sie  sich  auch  mit  Rücksicht  auf  Einzelheiten 
höher  erheben  als  die  überlieferten  Untersuchungen  selbst, 
sich  doch  nur  innerhalb  des  durch  diese  bezeichneten  Ge- 
bietes bewegen.  Gerade  weil  dieses  von  viel  geringerer  Aus- 
dehnung war  als  das  der  heutigen  Mathematik,  darf  man 
annehmen,  dafs  diejenigen,  welche  damals  ihre  Zeit  der  Mathe- 
matik widim^en  imd  durch  ihn»  Leistungen  im  Dienste  der 
Zivilisation  dieses  Gebiet  (4*ol)ert  und  gründlich  befestigt  haben, 
sich  eine  grofse  Vertrautheit  mit  demselben  erwerben  mufsten. 
Es  s[)richt  deshalb  eine  nicht  geringe  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dafs  man,  wenn  man  Venmitungen  über  Untersuchungen  auf- 
stellt, die  ganz  innerhalb  dieses  Gebietes  liegen  und  sich 
dnrehweg  unmittelbar  auf  Sätze  stützen,  die  danials  bekannt 
waren,  auf  Fragen  treffen  wird,  die  auch  damals  offene  Fragen 
waren.  Irreführend  werden  solche  Vermutungen  jedenfalls  nicht 
werden,  solange  man  sich  an  solche  Aufgaben  hält,  von  denen 
man,  wenn  sie  aucli  möglicherweise  niemals  wirklich  gestellt 
worden  sind,  dennoch  gewissennafsen  eine  Lösung  von  einem 
L^ieefiisehen  Mathematiker,  dem  sie  gestellt  wurden,  erwarten 
konnte.  i\i\  sie  auf  Wegen  gelö.st  werden,  die  ganz  und  gar 
den  Alten  zur  Verfügung  standen.  Solche  Vermutungen  werden 
im  Ge^renlejl  eine  deutlichere  Vorstellung  von  der  Brauchbarkeit 
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dieser  Wege  geben,  eine  Vorstellung,  deren  Verbreitung  aller- 
dings ihre  Bedeutung  haben  dürfte,  wenn  man  bedenkt, 
dafs  ein  Mann  von  den  gröfsten  Verdiensten  um  die  Litteratur- 
geschichte  der  griechischen  Mathematik  den  vier  ersten  Büchern 
von  Apollonius'  Kegelschnitten  den  äufserst  bescheidenen  und  zu 
ihrem  hihalt  so  wenig  stimmenden  Zweck  hat  beilegen  können, 
von  der  damaligen  höheren  Mathematik  gerade  das  zu  bringen, 
was  nötig  war  um  bis  zur  Lösung  der  delischen  Aufgabe,  diese 
mit  einbegriffen,  zu  gelangen  ^). 

Da  ich  aufserdem  dafür  Sorge  tragen  mufs,  dafs  weder  zu 
viel  noch  zu  wenig  hineingelegt  wird  in  meine  Behauptungen 
über  die  weitergehenden  Untersuchungen ,  welche  innerhalb 
des  bezeichneten  Gebietes  ausgeführt  sein  sollen,  so  liegt  mir 
daran,  wo  ich  es  vermag,  Beispiele  für  die  Beschaffenheit  zu 
geben,  welche  diese  meiner  Meinung  nach  gehabt  haben  kömieii. 
Das  habe  ich  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Abschnittes 
gethan.  und  am  Schlüsse  des  folgenden  werde  ich  umfassendere 
Angaben  machen.  Für  den  Augenblick  werde  ich  mich  be- 
mühen etwas  ähnliches  zu  erreichen,  indem  ich  den  Versuch 
mache  anzugeben,  was  der  Inhalt  von  Eratosthenes'  ver- 
lorener Schrift  über  Mittelgröfsen  gewesen  sein  kann. 

Die  Angaben,  welche  hierüber  vorliegen,  sind  so  wenig 
zahlreich  und  zugleich  nach  der  Meinung  der  Textkritiker  so 
wenig  zuverlässig,  dafs  ich,  wenn  ich  mich  auch  so  genau  wie 
möglich  an  dieselben  anschliefse,  vielleicht  dennoch  keine  son- 
derliche Aussicht  habe  das  richtige  zu  treffen;  aber  jedenfalls 
glaube  ich,  dafs  die  Bestimmungen  geometrischer  Örter, 
die  ich  vornehme,  und  die  Aufgabe,  die  ich  löse  (die  als 
körperliche  Aufgabe  vorgelegt  wird,  aber  sich  schliefslich  als 
eben  ergiebt),  ganz  und  gar  unter  das  gehört,  was  die  Alten 
bewältigen  konnten  und  auf  ähnliche  Weise  behandelt  haben 
würden. 

Zuerst  will  ich  eine  Annahme  von  P.  Tannery^)  be- 
rühren, die  darin  besteht,   dafs  Eratosthenes'  Örter  für  Mittel- 


^)  (iantor,  Vorlesungen.  S.  :294. 

*)  Meiiioires  de  i'Academie  de  Bordeaux.  !2«»e  serie,  T.  III. 
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grölsen  die  Kurven  sein  sollten,  die  in  einem  Irilinearen  Koordi- 
natensystem durch  Relationen  zwischen  zwei  beliebigen  Gröfsen 
und  einer  von  deren  Mittelgröfsen  dargestellt  werden,  also 
durch  die  Gleichungen: 

)2i/  =  X  -\-  z,      y^  =  ^z^      y(-^  +  ^)  =  ^xz, 
wo  ij  die  arithmetische,  geometrische  und  hannonische  Mittel- 
gröfse  zwischen  x  und  z  ist,  und  durch 

^•('^  — //)  =  ^(y  — ^).     ^(^  — //)  =  y{y  —  ^)^ 

wo  y  die  subkonträre  Mittelgröfse  zu  der  harmonischen  oder 
geometrischen  ist^). 

Da  sich  sofort  erkennen  läfst,  dafs  diese  Relationen  mit 
Ausnahme  der  ersten,  die  eine  gerade  Linie  darstellt  Örter  zu 
drei  oder  vier  Geraden  ergeben,  so  ist  es  zu  Eratosthenes* 
Zeit  nicht  schwierig  gewesen  die  Behandlung  der  in  diesen 
Relationen  dargestellten  Kurven  ebenso  weit  zu  führen,  wie 
man  vor  Apollonius  die  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden 
führen  konnte.  Der  Umstand,  dafs  eigentlich  nur  das,  was 
unter  diese  letzte  allgemeine  Aufgabe  gehörte,  überhaupt  Schwie- 
rigkeiten bereiten  konnte,  ist  vielmehr  ein  Grund  dagegen,  dafs 
Eratosthenes  Veranlassung  gehabt  haben  sollte  diesen  Kurven 
besondere  Aufmerksamkeit  zu  schenken ;  jedenfalls  erscheint 
mir  die  Wahl  derselben  etwas  willkürlich. 

Die  Stellen  bei  Pappus-),  an  denen  Eratosthenes' 
Ort  er  für  Mittelgröfsen  erwähnt  werden,  gehören  allerdings  zu 
denen,  über  deren  Echtheit  Hultsch  einige  Zweifel  hegt;  aber 
jedenfalls  sind  dieselben  doch  wohl  einem  Manne  zu  verdanken, 
der  etwas  über  Eratosthenes'  Schrift  gewufst  hat,  und  das 
wenig(^  was  man  zu  wissen  bekonnnt,  dürfte  deshalb  etwas  An- 
sprucli  auf  Zuverlässigkeit  machen  können;  im  entgegengesetzten 
Falle  müfste  man  es  auch  als  zweifelhaft  betrachten,  ob  die 
angeführte  Schrift  überhaupt  etwas  über  Orter  enthalten  hat, 
da  darüber  bei  Pappus'  erster  und  zuverlässiger  Erwähnung 
diesen*  Schrift  (S.  636)  nichts  angegeben  ist. 

')  l^appus.  Ausg.  Y.  Hultsch,  S.  S4. 

'')  Aus<r.  V.  Hultsch,  S.  (ifi^^,  16  und  ()o!2,  8.     Die  im  Foltrenden  im  Text 
nn^'o^'obenen  Seiten  beziehen  sich  auf  diese  Ausgabe. 
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S.  GG:2,  17  wird  iicuh  einer  Auseinandersetzung  über  die 
Einteilung  der  Örter  in  ebene,  körperliche  und  lineare  gesagt, 
(lifs  die  erwähnten  geometrischen  Orter  ihrer  Art  nach  unter 
<lie  vorher  genannten  (zpozipr^fiiva)  gehören.  Es  lafst  sich  nicht 
erkennen,  ob  dabei  an  eine  einzelne  von  diesen  Arten  gedacht 
w-ird;  da  aber  keine  solche  genannt  wird,  so  ist  es  am  wahr- 
scheinlichsten, dafs  sie  zu  allen  dreien  gehört  haben.  Dafs 
einige  der  ÖrtcT  Kegelschnitte  gewesen  sind,  wird  nament- 
lich dadurch  wahrscheinlich,  dafs  Eratosthenes'  Schrift  nach 
dcT  bei  Pappus  mitgeteilten  Reihenfolge  (S.  630)  zuletzt  gelesen 
wrrden  sollte,  also  nachdem  man  durch  Apoll onius'  Kegel- 
schnitte und  Aristaus'  körperliche  Örter  sowohl  mit  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  allgemeinen  als  auch  mit  dem 
Auftreten  der  Kegelschnitte  als  kr)r})erlicher  örter  bekannt  ge- 
worden  war.  Neben  diesen  kann  es  ebene  Orter  für  Mittel- 
gröfsen  und  vielleicht  lineare  ()rter  gegeben  haben;  doch  werden 
diese  letzteren  kaum  sonderlich  untersucht  worden  sein,  da 
keine  von  den  übrigen  Schritten,  welche  Pappus  der  antiken 
analvtischen  Geometrie  zurechnet,  über  Formen  des  zweiten 
(xrades  hinausgegangen  zu  sein  scheint. 

Der  Grund  dafür,  dafs  die  Örter  für  Mittelgröfsen  doch 
hier  sowohl  wie  S.  65:2  für  sich  genannt  w-erden,  scheint  in  der 
folgenden  Zeile  662,  18  angegc?ben  zu  werden  und  der  gewesen 
zu  sehi,  dafs  die  Voraussetzungen  für  diese  Orter  von  einer 
besonderen  Beschaffenheit  gewesen  sind*).  Diese  kann  darin 
bestanden  haben,  dafs  diese  Orter  nicht,  wie  der  Ort  zu  vier 
(Geraden,  an  (Mue  geradlinige  P'igur  angeschlosen  wurden,  son- 
dern an  einen  im  voraus  gegebenen  Kegc^lschnitt  *'^). 


•  I  Eine  Lücke  in  dieser  Zeile  Heise  sich  vielleicht  in  der  Weise  er^ränzen, 
tlafs  nur  anjretnhrt  würde,  die  Orter  kannten  nach  den  vei^schieilenen 
V»iraussetzun|-'en  eben,  körperlich  oder  linear  werden.  Doch  ist  die 
Er^anzun^j'  von  Hultsch,  der  wir  uns  angeschlossen  haben,  insofern 
wahi^scheinlicher,  als  allerdin^rs  ein  (Jrund  filr  die  besondere  Aufstel- 
lun«.'  dieser  Orter  vorhanden  jrewesen  sein  niufs. 

•)  Der  Untei*schied  von  an<leren  ebenen,  körperlichen  und  linearen 
Ortern  kann  möglicherweise  auch  darin  bestanden  haben,  dafs  Erato- 
>thenes'    Orter   ebene    Kurven    in    verschiedenen    Ebenen   des 
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Eine  zu  dieser  Auffa^jsung  der  angeführten  Stelle  stimmende 
f]rkläriing  davon,  was  für  Kurven  die  Örter  für  Mittelgröfsen 
waren,  erhält  man,  wenn  man  beachtet,  dafs  die  Alten,  wie 
wir  aus  Apollonius'  drittem  Buche  wissen,  einen  an  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  angeschlossenen  geometrischen  Ort,  auf 
iWn  der  Name  besonders  gut  passen  würde,  kannten,  nämlich 
die  Polare  eines  Punktes  mit  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Nennen  wir  den  Punkt  C  (Fig.  57),  so  wird  eine  durch  ihn 
gezogene  Linie,  welche  den  Kegelschnitt  in  X  und  X*  schneidet, 
eine  gewisse  Gerade,  nämlich  die  Polare  von  C,  in  einem  sol- 
chen Punkte  H  schneiden,  dafs  CH  die  mittlere  harmonische 
Proportionale  zwischen  CX  und  CX'  wird.  Es  lag  also  nahe, 
die  Polare  den  Ort  für  die  harmonische  Mittelgröfse 
zu  n(»nnen,  und  dann  zugleich  die  Örter  für  die  Endpunkte  A 
und  G  der  arithmetischen  und  geometrischen  Mittel- 
gröfse zu  suchen  und  denselben  die  entsprechenden  Namen 
zu  geben. 

Ist  die  Kurve  eine  Ellipse,  so  sieht  man  leicht,  wenn  man 
sie  als  Parallelprojektion  eines  Kreises  betrachtet,  dafs  diese 
b(4den  Kurven  Ellipsen  werden,  w- eiche  der  gegebenen  ähnlich 
sind.  Diese  Methode  war,  wie  man  vielleicht  aus  Archimedes' 
.Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide  [4  und  5]  schliefsen  darf, 
den  Alten  nicht  ganz  unbekannt;  wahrscheinlich  hat  aber 
Eratoslhenes  die  Untersuchung  planimetrisch  durcligeführt,  um 
/ugl(Mch  die  Parabel  und  Hyperbel  berücksichtigen  zu  können; 
und  bei  der  Ilypei-bel  darf  man,  da  Eratosthenes  vor  Apol- 
lonius   lebte,    nur  an  einen  solclien  Hyperbelast   denken,    der 

Haiuncs  jrewesen  sind,  so  dafs  die  Voraussetzungen  hier  räumlicher 
Xatur  waren.  Dadurch  würde  man  auch  eine  Erklärung  für  die  Be- 
nierkuni^'  haben,  dafs  Eratosthenes'  Schrift  erst  nach  Euklids 
O  herflaclienortern  gelesen  werden  solle.  Wenn  man  dann 
zugleich  das  festhielte,  was  ich  als  die  Hauptsache  hei  meiner  Ver- 
mutung betrachte,  njlmlich  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Namen 
der  Sclirifl  und  der  Theorie  der  Polaren,  so  könnte  die  Benihrungs- 
kurve  zwischen  einer  Kugelfläche  oder  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
und  einer  umbeschriebenen  Kegelfläche  ein  Ort  für  eine  Mittelgröfse 
<ein.  Diese  Vermutung  ist  indessen  aus  verschiedenen  Gründen  weniger 
wahrsclieinlich  als  diejenige,  welche  hier  vorgetragen  werden  soll. 

^1* 
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von  Linien,    die  durch  C  gezogen   werden,   in  zwei   Punkten 
geschnitten  wird. 


/ 


1/ 


\ 


Fig.  57. 

Dafs  der  geometrische  Ort  für  den  „arithmetischen  Mittel- 
punkt" A  ein  Kegelschnitt  wird,  der  dem  gegebenen  perspek- 
tivisch ähnlich  ist  und  diametral  entgegengesetzte  Punkte  in  C 
und  dem  Mittelpunkt  0  des  gegebenen  Kegelschnittes  hat,  wenn 
die  Kurve  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  mufste  sich  leicht  aus 
dem  Umstände  ergeben,  dafs  CA  und  OA  konjugierten  Durch- 
messern oder  Supplementarsehnen  des  gegebenen  Kegelschnittes 
parallel  werden.  Vielleicht  kann  der  Beweis  eine  Form,  die 
der  analytisch-geometrischen  näher  steht,  angenommen  haben, 
indem  man  direkt  Ausdrücke  für  das  Quadrat  der  dem  Durch- 
messer CO  ensprechenden  Ordinate  von  A  suchte.  Auf  sol- 
chem Wege  kann  man  dann  auch  den  Fall  behandelt  haben, 
wo  die  gegebene  Kurve  eine  Parabel  ist. 

Der  Ort  für  den  „geometrischen  Mittelpunkt"  G  kann  dann 
durch  Benutzung  des  für  A  gefundenen  Ortes  ermittelt  sein, 
da  die  mittlere  Proportionale  CG  zwischen  CX  und  CX*  zu- 
gleich die  mittlere  Proportionale  zwischen  CA  und  CH  ist. 
Wir  wollen  mm  in  einem  Koordinatensystem,  in  dem  CO  Ab- 
scissenaxe  und  die  an  den  Ort  für  ^  in  C  gezogene  Tangente 
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(hdiiialonaxo  ist,  die  Ordinalen  von  A  mit  x^  und  //, ,  und 
die  von  (r  mit  jc  und  t/  bezeichnen.  Man  hat  dann  zuerst  die 
(ih'ichung  des  für  A  gefundenen  Orts 

und  .r*^  =  l'jc^ , 

worin  A*  die  Abscisse  d(T  Polare  von  C  bedeutet.  Aus  den 
beiden  ersten  von  diesen  Cfleichungen  leitet  man  zunächst  ab: 

•^  _  -^i   _        !/i  _      _    _  .  ^^i  _.    . 
(He  beiden  letzten  ergeben  ab(n*: 

niitjjin  A*//,  =  .r//. 

Durch  Einsetzen  eiMlt  man 

./•   ^^  xt/ 

(MJLr  //^  =  y>A:  -[-  a  j'^ . 

Diese  (Jleichung  stellt  einen  neuen  Kegelschnitt  dar,  der  den 
beiden  ersten  perspektivisch  ähnlich  ist  und  seinen  Mittelpunkt 
in  (.'  hat  (zwei  parallele  Geraden,  W(»nn  die  gegebene  Kurve 
»ine  Paral)el  ist). 

Da  a  nur  ein  konstantes  Verhältnis  ist,  so  kommt  in  dieser 
Ableitung,  wie  wir  sie  liier  geschrieben  haben,  nii*gends  ein 
Ausdruck  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  vor.  Ganz 
derselbe  Beweis  hat  sich  also  in  der  geometrisch-algebraischen 
Korm  der  Griechen  führen  lassen.  Dafs  wir  in  einem  Beweise, 
ilen  Kralosthenes  geführt  haben  soll,  die  Form  der  Gleichung 
benutzen,  die  man  Apollonius  verdankt,  ist  unwesentlich,  da 
wir  durch  Archimedes  wissen,  dafs  dies(»  Gh^ichung  der  Haupt- 
sache nach  vorher  l)ekannt  war,  und  wir  nicht  beabsichtigt 
liab(Mi  im  einzelnt^n  Eratosthenes'  Darst(»llungsform  zu  treffen. 

Wir  nehmen  also  an,  dafs  die  hier  gefundenen  beiden 
Kegelschnitte  entweder  allein  od(M'  in  Verbindung   mit   der  Po- 
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laie  von  C  und  den  höheren  Kurven,  welche  die  Orter  für  die 
Endpunkte  der  subkontraren  Miltel^röfsen  werden,  Erato- 
s  t  h  e  n  e  s'  Ö  r  t  e  r  f  u  r  >I  i  1 1  e  1  g  r  ö  f  .s  e  n  gewesen  sind.  Indessen 
liegt,  wie  bereits  erwähnt,  kein  Grund  vor  zu  glauben,  dafs 
Eratosthenes  genauer  auf  das  Studium  der  letzten  linearen 
Orter  eingegangen  sei. 

Seine  beiden  Bucher  über  Mittelgröfsen  werden  noch  an 
einer  anderen  Stelle  bei  Pappus^)  erwähnt,  nämlich  in  dem 
Bericht  über  Apollonius'  Schrift  über  Einschiebungen.  Die  Be- 
deutung hiervon  wird  aber  dadurch  geschwächt,  dafs  diese 
Stelle  von  den  Textkritiken! .  so  namentlich  auch  von  Hultsch, 
für  unecht  gehalten  wird.  Heibei-g  ninmit  an-),  dafs  die  be- 
trettenden Zeilen  von  einer  erklärenden  Randliemerkung  her- 
rühren, die  zuerst  von  einem  Herausgeber  hinter  den»  Bericht 
über  die  Schrift  von  den  Einschiebungen  angebracht  wurde, 
später  aber  von  einem  Abschreiber  aus  Versehen  über  die 
beiden  l(?tzten  Zeilen  dieses  Berichtes  hinauf-  und  in  den  Text 
hineingeschoben  worden  ist.  Das  kann  auch  wohl  zu  dem 
Hauptinhalt  dieser  Zeilen  stimmen,  der  eine  Erklärung  der 
vorher  gegebenen  Reihenfolge  der  Bücher,  welche  zu  (ier  antiken 
analytischen  Geometrie  gehören,  giebt  und  aussagt,  dafs  die 
bereits  erwähnten  Schriften  die  ebenen  Aufgaben,  die  sich 
mittels  Zirkel  und  Lineal   Iös(»n  lassen,  beliandelt   haben,  und 


')  Aujjgabe  von  Hultsch.  S.  f»7:2.  We^en  der  Ainvendun^.  die  wir  davon 
machen  werden,  soll  diese  Stelle  hier  in  Cbei'setzung  niitgeteilt  werden: 
Diese  ebenen  (Aufgaben)  also  finilen  sich  im  ro-og  d>aA'jofi£>og,  weldie 
auch  zuerst  bewiesen  (jrelost)  sind,  mit  Ausnahme  von  Eratosthenes' 
Mittelj^rofsen .  die  zuletzt  kommen.  Aber  nach  den  ebenen  verlan^'t 
«lie  Ordnunjr  die  Lehre  von  den  körperlichen.  Körperliche  Aufgaben 
nennt  man  aber  nicht  solche,  welche  an  körperlichen  Figuren  vor- 
gelej,'l  werden,  sondern  solche,  welche,  da  sie  nicht  durch  ebene  (ÖrterV) 
gelöst  werden  können,  durch  die  drei  konischen  Linien  gelöst  werden, 
so  dafs  es  notwendig  ist  zuerst  über  diese  zu  schreiben.  Über  die  Ele- 
mente der  KegeL<chnitte  waren  aber  zuei-st  die  fünf  Bücher  Aristaus' 
des  alteren  herausgegeben,  in  gedrängter  Dai-stellung  zum  Gebrauch 
für  diejenigen,  welche  bereits  imstande  waren  solche  (Probleme?  oder 
Elemente?)  aufzufassen. 

')  Litterai-geschichtliche  Studien  ilber  Euklid.  S.  S5. 
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dals  man  nacli  diesen  die  körperlichen  Aufgaben,  deren  Lösung 
die  Anwendung  der  Kegelschnitte  verlangt,  l>ehnndeln  soll,  dafs 
man  aber  doch,  ehe  man  zu  diesen  übei*gehe,  d'w  Li'hre  von 
den  Kegelschnitten  selbst  kennen  lernen  nu*iss(\ 

Selbst  wenn  diese  Zeilen  nun  wirklich  eingeschoben  sein 
sollten,  so  können  wir  doch  die  darin  enthaltene  HiMuerkung, 
wonach  die  Behandlung  von  Eratosthenes'  MittelgröFscn, 
obgleich  sie  bis  zuletzt  aufgeschol)en  ist,  unter  die  ebenen  Auf- 
gaben gehören  sollte,  nicht  ganz  unl)eachtet  lass(»n.  Da  etwas 
derartiges  sich  nämlich  aus  dem,  was  sich  sonst  bei  Pappus 
findet,  nicht  schliefsen  läfst,  so  mufs  die  l)etreflfende  Hemerkung 
zum  mindesten  von  einem  Manne  herruhrcMi,  dtT  auf  anderem 
Wege  etwas  über  Eratosthenes'  Schrift  wufste. 

Indessen  ist  die  hier  gemachte  Voraussetzung  kaum  dl«' 
einzig  mögliche  Erklärung  des  Umstandes,  dafs  Angaben  übrr 
den  Unterschied  zwischen  den  bis  <lahin  betrachtet(Mi  (»ben^'U 
Aufgaben  und  körperlichen  Aufgaben,  für  welche  die  folgenden 
Schriften  im  totzoq  dva?Mofisvog  als  Grundlage  dienen  sollen,  in 
die  besondere  Besprechung  von  Apollonius'  Schrill  über  ebene 
Einschiebungen  hineingeraten  ist.  Zur  Aufst(»lhuig  (^iner  anderen 
Erklärung  wird  man  geführt,  w(»nn  man  beachtet,  dafs  dir 
erwähnten  Zeilen  allerdings,  einerlei  ob  sie  vou  l*appus  oder 
von  einem  seiner  Herausgeber  lierrüliren,  später,  wenigsten-^ 
an  einer  Stelle,  etwas  modificiert  sein  nnissen.  Wenn  dort 
nämlich  auf  «Aristäus'  Elemente  der  Kegehhnit  te"  hin- 
gewiesen wird,  so  nnifs  das  auf  einer  Verweehshing  mit  de-i- 
selben  Verfassers  körp(M*lie|i(»n  Ortern  beruhen.  Nun  glaube 
ich  nicht ,  dafs  diese  V<*rw(»chslung  von  dem  urs|)rüngliehen 
Verfas><*r  herrührt,  der  in  der  That  Veranlassung  hatte  ein« 
Schritl  über  körperliclie  Oiier  zu  eitieren;  denn  gerade  ein<- 
soldie  ist  für  die  Vorbereitung  auf  chis  Lösen  kör|)erlicher  Aut- 
gaben erforderlich.  I)a  die  vorhergelienden  Worte  ind«*S".4n 
unmittelbar  mjr  sagen,  dafs  zuerst  üb'T  K'-gH-^chnitte  gesehrie- 
l>eh  \vt'V(\*'A\  nnifs.  so  kann  ein  späterer  llennjajfi'ber  dadureh 
i<i«  lit  veranlaf-t  worrlen  -ii-in  zu  überM'hen,  daf*  da^  citierte 
W*rk  ei'/«  iitlieh  nieht  die  Elemente  t\t'r  K'-g^'l-^hnitf'*  behamlelt. 


3:28  Vierzehnter  Abschnitt. 

Ist  nun  diese  Stelle  bei  Pappus  der  Gegenstand  einer 
spateren  erläuternden  Bearbeitung  gewesen,  so  ist  es  möglich^ 
dafs  diese  Bearbeitung,  weil  der  Herausgeber  Pappus'  Text 
nicht  verstand,  derselben  die  an  und  für  sich  recht  verständ- 
liche Gestalt  gegeben  hat,  in  der  sie  so  schlecht  an  ihren  Platz 
in  dem  Bericht  über  Apollonius'  Einschiebungen  pafst,  während 
sie  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  sehr  \vohl  hierher  gepafst 
haben  kann. 

Ist  das  aber  der  Fall,  oder  kann  man  überhaupt  diese 
Zeilen  an  dem  Platze  lassen,  für  den  der  überlieferte  Text 
denselben  wenigstens  das  Recht  des  faktischen  Besitzes  giebt, 
so  erfahren  wir  schon  dadurch  etwas  mehr,  nämlich  dafs  die 
(^bene  Aufgabe,  welche  in  Eratosthenes'  Schrift  über  Mittel- 
gröfsen  behandelt  war,  eine  Ein  sc  hiebung  gewesen  ist. 

Viel  melir  zu  erfahren  ist,  wenn  die  hier  aufgestellte  An- 
sicht das  richtige  trifft,  deshalb  schwierig,  weil  der  ursprüng- 
liche Gedanke  durch  die  Änderungen  dann  so  verwischt  ist, 
dafs  der  Text  nur  noch  die  allerbekanntesten  Dinge  enthält. 
Ursprünglich  dürfte  er  die  Angabe  enthalten  haben,  dafs  die 
in  Eratosthenes'  Schrift  gegebene  ebene  Einschiebung,  nach  der 
angenonnnenen  Ordnung  des  analytisch -geometrischen  Lehr- 
gebäudes, erst  nach  den  Schriften  über  körperliche  Orter  be- 
handelt wird;  vielleicht  ist  dies  zugleich  begründet  worden. 
Die  Reste  einer  solchen  Begründung  würden  dann  in  der  nega- 
tiven Bemerkung  zu  suchen  sein,  die  Pappus  sonst  nicht  zu 
seiner  Erklärung  körperlicher  Örter  hinzufügt,  dafs  diese  „nicht 
solche  sind,  welche  an  körperlichen  Figuren  vor- 
•^^elegt  werden".  Da  man  unter  Aufgaben,  welche  körper- 
liche Figuren  betreffen,  gewifs  aucli  solche  rechnen  würde, 
welche  die  „Oberflächen  körperlicher  Figuren"  (eine  Bezeich- 
nung für  die  Kegelschnitte,  die  sich  an  mehreren  Stellen  bei 
Pappus  tindet)  betreffen,  so  wird  hierdurch  unter  anderem 
gesagt,  dafs  ehie  Aufgabe  nicht  deshalb  körperlich  ist,  weil  sie 
vorgelegte  Kegelschnitte  betrifft. 

In  voller  Übereinsthnmung  hiermit  würde  man  die  Be- 
handlung einer  ebenen  Einschiebung,  welche  sich 
auf  Kegelschnitte   bezieht,    in  Eratosthenes'  Schrift   über 
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Miltel^rrörsen  vorweisen  können.  Verwirft  man  die  eben  aul- 
jrestellte  Erkliirung  der  Stelle  bei  Pappiis  teilweise  oder  ganz, 
so  gerät  man  dadurch  doch  niclit  in  Streit  mit  dieser  Annahme, 
sondern  rauM  ihr  nur  einige  von  ihren  Stützen.  Wenn  man 
der  Stelle  nur  nicht  jede  Bedeutung  absprechen  will,  so  bleibt 
die  Angabe  bestehen,  dafs  in  Eratosthenes'  Schrift  eine  ebene 
Aufgabe  gelöst  worden  ist.  Diese  kann  dann  um  so  mehr 
eine  Einschiebung  gewesen  sein,  als  die  Griechen  sich  viel  mit 
diesen  beschäftigten;  und  dafs  sie  sich  auf  Kegelschnitte  be- 
zogen hat,  wird  annehmbar  durch  das,  was  wir  sonst  über 
fben  diese  Schrift  gesagt  haben,  und  womit  die  Aufgabe  in 
Zusammenklang  gebracht  werden  sollte.  In  der  Art,  wie  dies 
letztere  geschieht,  mufs  unsere  Hypothese  die  ihr  noch  fehlende 
Stütze  suchen. 

Die  Aufgabe,  deren  Behandlung  ich  nach  allem  gesagten 
in  Eratosth(*nes' Schrift  hineinlegen  möchte,  ist  folgende:  Durch 
<'inen  Punkt  eine  gerade  Linie  zu  ziehen,  auf  der 
ein  gegebeiK^r  Kegelschnitt  eine  Sehne  von  gegebener 
Länge  abschneidet.  Für  die  Griechen,  die  sich  —  nachdem 
sie  wahrscheinlich  früher  Einschiebungen  mechanisch  ausgeführt 
hatten  —  so  viel  damit  beschäftigten  dieselben  auf  andere 
Konstruktionsmittel  zurückzuführen,  und  die  zugleich  die  Kegel- 
schnitte so  eingehend  untersuchten,  mufs  diese  Aufgabe  sehr 
nahe  gelegen  haben.  Die  Lösung  wird  auf  eine  Konstruktion 
zunickgefilhrt,  bei  der,  aufser  dem  gegebenen  Kegelschnitt,  nur 
Zirkel  und  Lineal  Verwendung  linden,  und  eine  solche  Kon- 
struktion würde,  wie  wir  früher  (S.  286)  nachgewiesen  haben, 
die  Aufgabe^  für  Papj)us  als  eben  ^)  charakterisieren.  In  welche 
V»ibindung  dieselbe  dessenungeachtet  mit  den  körperlichen 
Kurven  gr^ät,    die  wir  oben   als  Örter  für  Mittelgröfsen    auf- 


' )  ich  lasse  es  daliinjrestellt,  ob  man  vielleicht  einen  Ausspruch  in  dieser 
liirlitun;/  in  den  (d)en  erwähnten  Wollen  erldicken  darf,  dafs  ,,die 
körporliclien  Probleme  nicht  solche  sind,  welche  an  körperlichen  Fi- 
-Tinon  vorjrelejzt  werden*  (ütra  iv  arspsotg  c^/iain  nporsivtrai).  Wenn 
♦  ine  Aut'i-'a})e  an  solchen  Figuren  vorgelegt  wird,  so  nirtssen  nämlich 
<iu'^e  Figuren  selbst  auch  vorgelegt  werden;  es  wird  also  ausgesagt, 
«i.tls  die  Benutzung  dieser  die  Aufgabe  noch  nicht  körperlich  macht. 
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gestellt  haben,  wird  aus  der  folgenden  Auseinandersetzung  her- 
vorgehen. 

Wir  wollen  annehmen,  dafs  XX*  in  Fig.  57  eine  gegebene 
Länge  2/  haben  soll.  Die  Hälfte  derselben,  AX  ==  I,,  ist  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  AH  und  AC.  Durch  Benutzung 
der  geometrischen  Örter  für  A  und  H  ist  die  Aufgabe  also 
vorläufig  darauf  reduciert,  durch  einen  Punkt  C  eines  Kegel- 
schnittes eine  gerade  Linie  ClfA  zu  ziehen,  welche  den  Kegel- 
schnitt zum  zweiten  Male  in  A,  und  eine  Parallele  zu  der  Tan- 
gente in  C  in  einem  solchen  Punkte  H  schneidet,  dafs  die  mitt- 


Fig.  57, 


lere  Proportionale  zwisen  AC  und  AH  die  gegebene  Länge  / 
erhält. 

Nennen  wir  die  Koordinaten  des  Punktes  A^  bezogen  auf 
ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  mit  C  als  Anfangs- 
punkt und  der  Tangente  in  C  als  Ordinatenaxe ,  x  und  y/,  be- 
zeichnen wir  ferner  die  bekannte  Abscisse  des  Punktes  H 
mit  r,  und  setzen  wir  CA  =■  r,  so  ergiebt  sich 


AC^ 


iC.AH 


.•2 


/« 


X 


X  —  r 


(1) 


Wird  nun  der   Kegelschnitt  (A)  als  Ort    zu  drei  Geraden  auf 
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die  Ali-cis^enaxe  CY  und  auf  die  Tjuigi^nten  CV  und  IT.  dir 
an  die  S<}inittpmikte  der  Ab><'k?senaxe  und  dt*?  Kiyt*lsehnittt>> 
gelebt  sind,  bezogen,  sc»  wird  derselbe  durch 

bestinnnt.  worin  x'  d«*n  Abstand  AQ  des  Punklts  A  von  der 
Tangente  l'Y.  jtandlel  der  Abscissenaxt*  genn^-bnet.  bedeutet, 
wahrend  /  ein  auf  gewrilmliche  Weise  gi^ebenes  Verhältnis  ist. 
Wird  nun  in  (1» 

/•-  =  X-  -^  //*  =^  x(x  -7-  /.x*) 

eingeführt.  s<^»  ergi«^bt  sich,  dafs  die  Hyperbel 

durch  den  gesuchten  Punkt  A  gehen  niufs.  Von  dieser  Hy- 
perbel ist  die  eine  Asymptote»,  .r  —  /•  =  0,  gegeben  (die  Linie 
KH  in  der  Figur):  die  andere,  x -^  Ix*  =  CK  welche  dunh 
den  Pol  V  von  (Y  geht,  lalst  sich  leicht  konstruieren  (die 
Linie  AT),  und  die  Fläche  /-  d(s  konstanten  Hechtinks  ist 
gegeben. 

Die  Hyperbel  ist  also  bestinmit.  Bei  der  Ausführung  dieser 
Bestinnnung  hat  es  den  griechischen  Mathematikern,  die  so 
soi-gtältig  in  ihren  Untersuchungen  waren,  kaum  entgehen 
kr»nnen.  dafs  die  lieiden  Asymptoten  gleiche  Winkel  mit  jeder 
der  Axen  des  gegebenen  Kegelscimittes  (:2)  bilden.  Das  hat 
man  l)ewei.srn  können  durch  Betrachtung  der  Sclmittpunkte 
zwischen  dem  Ki*gelschnitt  und  einer  Parallelen  zu  der  Geraden 
./•—  /./•'=-=().  die  offenbar  selbst  den  Ki^elschnitt  nicht  schneidet. 
Aus  der  (Jleichung  (:2)  dieses  K(»gelschnittes  und  aus  der  (Uei- 
chung  der  Parallelen 

x+  Ix*  =^  A* 

hat  man  ableiten  können,  dafs  der  Kreis 

y«  :r=  ]{X  —  .r^, 

welcher  die  Ordinate  in  C  berührt,  durch  die  beiden  Schnill- 
punkte  geht.  Hieraus  folgt  wieder,  dafs  der  Schnittpunkt  der 
Onlinatenaxe  mit  der  erwähnten  Parallelen  dieselbe  Potenz  in 
diesen  Ixiden  Richtung(?n  mit  Beziehung  auf  den  Ktv^^lschnilt 
erhält.     Nach  dem  Potenzsatze  nuifs  dann  dasselbe  für  jeden 


/ 
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Punkt  der  Ebene  stattfinden,  und  die  beiden  Richtungen  müssen 
dann  gleiche  Winkel  mit  den  Axen  bilden. 

Zu  einer  anderen  Konstruktion  der  Schnittpunkte  zwischen 
dem  Kegelschnitt  (2)  und  der  Hyperbel  (3)  gelangt  man  durch 
Addition  ihrer  Gleichungen.    Man  erhält  dann 

r«  =.  I2j^c{x+  ?.x');  (4) 

diese  Gleichung  stimmt  überein  mit  der  analytisch-geometrischen 
Bestinunung  ehies  Kreises,  welche  die  Alten,  wie  w-ir  aus  Apol- 
lonius'  ebenen  Ortern  gesehen  haben,  kannten.    (Vergl.  S.  209). 

Durch  seine  Schnittpunkte  mit  dem  Ort  (2)  für  die  arith- 
metischen Mittelgröfsen  bestinunt  dieser  Kreis  die  Mitten  A 
der  gesuchten  Sehnen,  die  sich  dann  durch  diese  Punkte  und  C 
ziehen  lassen.  Indessen  wird  bei  dieser  Konstruktion  noch  der 
Kegelschnitt  (2)  benutzt,  der  nicht  voi-gelegt  ist,  sondern  erst 
konstruiert  werden  mufs.  Derselbe  ist  aber  dem  ursprünglich 
gegebenen  perspektivisch  ähnlich,  sogar  auf  zwei  Arten.  Be- 
nutzt man  eine  von  diesen,  so  erhält  man  die  Punkte  des 
ursprünglichen ,  vollständig  gegebenen  Kegelschnittes,  welche 
den  gesuchten  Punkten  A  entsprechen,  als  die  Durchschnitts- 
punkte zwischen  diesem  und  einem  neuen  Kreise,  und  nun 
wiederum  lassen  sich  die  entsprechenden  Punkte  A  leicht 
mittels  Zirkel  und  Lineal  konstruieren. 

Damit  indessen  die  hier  beschriebene  Konstruktion  nicht 
nur  ausgeführt  werden,  sondern  auch  Aufnahme  in  eine  durch- 
geführte antike  Schrift  finden  konnte,  war  es  notwendig,  dafs 
man  zugleich  den  zugehörigen  Diorismus  aufgestellt  hatte. 
Da  der  Mittelpunkt  des  Kreises  (4)  unabhängig  von  der  gege- 
benen Länge  /,  die  nur  Einflufs  auf  den  Radius  hat,  bestimmt 
wird,  so  kann  man,  nachdem  man  den  Mittelpunkt  gefunden 
hat,  mit  Hülfe  von  Apollonius'  fünftem  Buche  die  Grenzwerte 
für  den  Radius  bestinmien,  wenn  der  Kreis  (4)  den  Ort  (2) 
für  die  arithmetische  Mittelgröfse  schneiden  soll,  und  dadurch 
<lie  Grenzwerte  für  /.  hidessen  stand  dies  Hülfsmittel  dem 
Eratosth(»nes,  der  älter  war  als  Apollonius,  nicht  zur  Verfügung. 

Der  Diorisnms,  der  in  der  synthetischen  Dai^tellung  vor 
der  Konstruktion  angegeben  werden  nnifste,  braucht  übrigens 
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nicht  an  dc-n  Krei>'  angeschlossen  worden  zu  sein,  dun^i  den 
nach  unserer  Annahme  die  Konstruktion  durchgeführt  wunle, 
sondem  kann  sich  eben  so  gut  auf  die  Anwendiuig  der  Hy- 
perbel C^)  gestutzt  haben,  deren  Schnittpunkte  mit  dem  Kiyel- 
schnitt  (2)  sich  als  das  nächstliegende  Konstruktionsmittel  dar- 
boten. Da  die  Asymptoten  KH  und  KT  der  Hyperbel  unal>- 
hängig  von  der  Strwke  /  sind,  deren  Grenzen  bestimmt  \venit»n 
sollen,  so  hat  der  Diorisinus  in  einer  Bestimmung  von  Hyperbeln 
mit  diesi*n  Asymptoten,  welche  den  Kegelschnitt  (^)  berührtMu 
bestanden,  und  diese  Bestimmung,  welche  unter  die  am  Schlüsse 
des  vorhergehenden  Abschnittes  beruhigen  gehört,  ist  dadurch 
etwas  v(»reinfacht  worden,  dafs  die  Asymptoten,  wie  l)ereits 
angeführt,  gleiche  Winkel  mit  jeder  der  Axen  d(S  Kegelschnitli^ 
bilden.  Es  ist  deshalb  natürlich,  diese  Axen  als  Koordinateii- 
axen  zu  betrachten. 


K 


Wir  können  annehmen  (Fig.  58),   dafs  die  beiden  Asymp- 
luteij  KI)  und  KE,  auf  dieses  Koordinatensystem  bezogen,  die 

(Ileichuiigen 

.r  ==  ai/  -j-  (I      und      .r  =  —  «y  +  ^ 

erhallen.  Der  Berührungspunkt  M  mit  der  Hyperbel  nuifs  di(* 
Mitte  des  Stückts  ST  der  Tangente  sein,  welches  zwischen 
den  Asymptoten  abg(\schnitten  wird.  Bezeichnen  wir  di(^  Koor- 
dinaten von  .]/  mit  .r  und  y,  und  die  Abscisse  des  Schnitt- 
punktes zwischen  der  Tangente  und  der  Abscissenaxe  mit  .r\ 
so  haben  wir  ferner  in  der  Besprechung  von  Apollonius*  tM'stem 
Hnclie  (S.  Si)  gesehen,  dafs 
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j  —  a      ^  ^ 

Wir  erhalten  also,  wenn  wir  die  Koordinaten  von  S  und  T 
mit  0*1,  ij^  und  j?2?  Vi  bezeichnen,  folgende  Reihe  von  Pro- 
portionen : 

_L.i^  =    ^ ii_A =. y-^- 

~^  ay         X*  —  X         X*  —  ^  +  «^1  JC*  —  d  —  ay^ 

!/i+!/2  y-.  —  iix 


2x'  —  e  —  (l  —  a{y2  —  yt)         e  —  d  —  a{y^  +  y^) 

Da  nun  ^1  +  ^2  =  2y,  so  ergiebt  sieh  aus  der  Gleichheit  des 

zweiten  und  vorletzten  Verhältnisses,  dafs 

1 
Ut—Ui  =  —{^x  —  e  —  d); 

setzt  man  diesen  Wert  von  y,^  —  y^  in  das  letzte  Verhältnis 
ein,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  des  ersten  und  letzten  Verhält- 
nisses, dafs 

,    px  2x  —  e  —  d  ^         2 


«■  (^  - «) 


Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  der  Punkt  M  oder  (.r ,  y)  auf  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  liegen  mufs,  deren  Asymptoten  sowohl 
den  Axen  des  hier  vorgelegten  Kegelschnittes,  den  wir  früher 
durch  die  Gleichung  (2)  darstellten,  als  denjenigen  der  Hyperbel- 
reihe (3)  parallel  sind. 

Da  die  hier  entwickelten  Operationen  mit  Proportionen 
sich  in  allen  Stücken  an  der  Figur  verfolgen  lassen,  so  haben 
sie  auch  den  Alten  keine  Schwierigkeiten  bereiten  können.  Da 
die  Alten  zugleich  die  Glieder  überall  so  viel  wie  möglich 
zusammenzogen,  so  werden  sie  bemerkt  haben,  dafs  in  dem 
letzten  Verhältnis  —  wie  unsere  Umformung  zeigt  —  Zähler 
und  Nenner,  abgesehen  von  dem  Faktor  a^ ,  die  Koordinaten 
von  M,  bezogen  auf  parallele  Axen  durch  den  Mittelpunkt  K 
<ler  Hyperbelreihe,  darstellen,  dafs  also  die  gefundene  gleich- 
seitige Hyperbel  durch  diesen  Punkt  geht.  Dafs  dieselbe  durch 
den  Mittelpunkt  L  des  Kegelschnittes  (2)  geht,  ist  unmittelbar 
ersichtlich. 
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In  der  jjfooinetrischcn  Form,  welche  die  Alten  den  Beweisen 
für  diese  Resultate  geben  niufsten,  wird  es  deutlich  hervor- 
getreten sein,  dafs  K  und  L  jeder  auf  einem  besonderen 
Hyperbelaste  liegen,  wenn  die  Kurve  (:2)  eine  Ellipse  ist,  aber 
auf  demselben  Aste,  wenn  sie  eine  Hyperbel  ist.  Das  kann  um 
so  weniger  unbeachtet  geblieben  sein,  als  die  beiden  Hyperbel- 
aste von  den  Alten  als  zwei  verschiedene  Kurven  betrachtet' 
wurden,  die  aber  beide  bei  dem  vorliegenden  Diorismus  von 
Bedeutung  werden  konnten. 

Die  so  gefundene  gleichseitige  Hyperbel  wird  durch  ihre 
Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt  (2)  (dem  Ort  für  die  arith- 
metischen Mittelgröfsen)  dessen  Berührungspunkte  mit  Hyperbeln 
der  Reihe  (3)  bestinunen.  Diese  Punkte  werden  die  Mitten  A 
derjenigen  Sehnen  des  ursprünglich  gegebenen  Kegelschnittes 
sein,  welche  die  Maxima  oder  Minima  unter  denen  sind,  di(^ 
sich  (Uu'ch  den  gegebenen  Punkt  C  ziehen  lassen.  Hier  stellt 
es  sich  aber  als  notwendig  heraus,  die  Beschaffenheit  der 
Schnittpunkte  zwischen  dem  Kegelscluiitt  (:2)  und  der  gefundenen 
gleichseitigen  Hyperbel  zu  untersuchen  und  zu  entscheiden, 
welche  Schnittpunkte  den  Maximis,  welche  den  Minimis  von  2/ 
entsprechen,  sowie  w-elchc  von  diesen  absolut,  welche  relativ  sind. 

Eratosthenes  kann  sich  hier  mit  einer  Beantwortung 
l)egnügt  haben,  die  zwar  nicht  vollständig  war,  (iafür  al)er  auch 
keine  unüberwindlichen  Schwierigkeiten  verursachte. 

Die  erste  Einteilung  der  Aufgabe  beruht  darauf,  ob  der 
gegebene  Punkt  C  innin'lialb  oder  aufserhalb  des  gc^gebenen 
Kegelschnittes  liegt,  und  davon  hängt  es  wieder  ab,  ob  die 
Polar(?  von  C\  x  =  r,  w^elche  die  eine  Asymptote  der  Hyper- 
l)eln  (3)  ist,  aufserhalb  des  Orts  (2)  für  die  arithmetischen 
Mittelgröfsen  liegt  oder  ob  sie  diesen  Ort  schneidet;  er  selbst 
schneidet  keinenfalls  die  andere  Asymptote  x  +  kx*  -=  0.  Wir 
werden  den  besten  Überblick  erhalten,  wenn  wir  sogleich 
(Fig.  59,  in  der  die  aus  Fig.  57  und  58  herübergenonmienen 
Buchstaben  ihre  Bedeutung  behalten)  den  schwierigsten  Fall 
betrachten,  nämlich  den,  wo  Punkt  C  innerhalb  des  gegebenen 
Kt'geischnittes  liegt  und  dieser  eine  Ellipse  ist,  wo  also  der 
K('g(^lschnitt  (2)  gleichfalls  eine  Ellipse  ist  {CAiOA^A^A^  in 
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Fig.  59. 
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der  Figur),  die  keine  von  den  Asymptoten  KIS  und  KT  der 
Hyperbeln  (3)  schneidet.  Diese  Hyperbeln  wollen  wir  h ,  und 
die  letztgenannte  Ellipse  (A)  nennen. 

Da  die  Axen  der  Hyperbeln  //  den  Asymptoten  der  gleieh- 
seitigen  Hyperbel  parallel  sind,  so  ist  klar,  dafs  keine  von 
diesen  die  gleichseitige  Hyberbel  aufser  in  A'  schneidet.  Dit* 
Halbierungslinie  A'A'  des  Winkels  SKT,  in  dem  die  Ellipse  (A) 
und  die  Äste  der  Hyperbeln  ä,  auf  die  es  ausschliefslich  an- 
kommt, liegen,  wirci  also  die  innerhalb  dieses  Winkels  liegenden 
Teile  der  Äste  der  gleichseitigen  Hyperbel  trennen.  Wenn  nun 
derjenige  von  diesen,  der  durch  Abgeht,  die  Ellipse  (J)  schneidet, 
so  werden  die  Hyperbeln  (h^  und  h^  in  Fig.  59),  welche  die 
Ellipse  in  den  Schnittpunkten  A^  und  A^  berühren,  dieselbe 
notwendigerweise  zugleich  in  zwei  Punkten  schneiden;  denn 
die  Punkte  dieser  Hyperbeln,  die  symmetrisch  zu  A^  und  A^ 
mit  Beziehung  auf  die  Hauptaxe  KN  der  Hyperbeln  liegen, 
fallen  innerhalb  der  Ellipse  (A),  da  den^n  Axe  der  A'iV  parallel 
ist  und  den  zweiten  Ast  d(T  gleicliseitigen  Hyperbel  schneidet 
(nämlich  im  Mittelpunkt  L  der  Ellipse).  Die  Werte  2/^  un<l 
2/3  der  eingeschobenen  Sehne  2/,  welche  den  Hyperbeln  //,. 
und  A3  entsprechen  (vergl.  Gleichung  (3)),  gehciren  also  jrdr 
noch  zwei  anderen,  durdi  C  gezogen<»n  S(»hnen  an  un<l  können 
folglich  nur  ein  relatives  Maximum  und  (»in  relatives  Minimum 
darstellen.  Auf  ahnlichf»  Weis(»  (»rgiel)t  sich,  dafs  die  Schnitt- 
punkte .Ij  und  A^  mit  dem  Ast  der  gleichseitigen  Hyperl)el. 
der  durch  L  geht,  ein  absolutes  Maximum  und  ein  absolutes 
Minimum  bestinunen. 

Da  es  bestinnnt  ein  al)S()lutes  Maxinnun  und  ein  al)solutes 
Minimum  geben  mufs,  so  schneidet  der  letztgenannte  Zweig  die 
Ellipse  in  zwei  und  nur  in  zwei  Punkten,  woraus  wir  Hchliefs<*n 
können,  dafs  der  durch  K  gehcMide  Ast  sie  entweder  in  zwei 
Punkten  schneidet,  oder  berührt,  oder  ganz  aufscThaib  ihr  li«*gt. 
Dafs  nur  diese  Ffdle  eintreten  köjuien,  hat  sich  auch  zu  Erato- 
sthenes*  Z<'it  leicht  nachweisen  lass(»n;  da  al)er  das  genaue 
Kennzeichen  des  (Jbergangsfaih^  dur<*h  eine  (ileichung  sechsten 
(Jrades  ausgedrückt  wird,  so  düifen  wir  nicht  annehmen.  <lafs 
Kratosthenes  dasselbe  hat  bestimnien  könn<*n. 
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Er  kann  sich  dann  entweder  damit  begnügt  haben  durch 
ausschliof^^liche  Anwendung  des  durch  L  gehenden  Hyperbel- 
astes das  zu  bestinnnen,  was  sicherlich  für  die  Griechen  das 
unentbehrlichste  war,  nämlich  die  Grenzen,  hinerhalb  deren 
die  Lösung  der  Autgabe  im  ganzen  möglich  ist,  oder  er  kann 
zugleich  hieran  eine  fernere  Einteilung  in  Fälle  mit  :2,  3,  4  Auf- 
lösungen einfach  dadurch  angeschlossen  haben,  dafs  er  die 
entsprechenden  Lagen  des  durch  A"  gehenden  Hyperbelastes 
mit  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  angab. 

Ist  die  gegebene  Kurve  eine  Parabel  oder  ein  Ilyperbelast, 
<i)  fällt  das  absolute  Maxinunn  fort,  während  das  absolute  Mini- 
nunn  auch  dann  noch  durch  den  Ast  der  gleichseitigen  IIyperl)el 
l)estinuut  wird,  der  nicht  durch  K  geht.  Liegt  der  Punkt  C 
aufserlialb  des  gegebenen  Kegelschnittes,  schneidet  also  die 
Linie  x  =  c  den  Kegelschnitt  (J),  so  tallt  das  absolute  Mini- 
mum fort.  Im  übrigen  läfst  sich  das,  was  über  den  ausführ- 
licher behandelten  Fall  gesagt  ist,  direkt  auf  diese  Fälle  über- 
tragen. 

Dafür,  dafs  Eratosthenes ,  wie  ich  soeben  bemerkte,  die 
Bedingung  für  die  Berührung  zwisch(^n  dem  Kegelschnitt  {A) 
und  der  gleichseitigen  Hyperbel  nicht  aufgestellt  haben  kann, 
würde*  sich  noch  ein  anderer  Grund  ei'geben,  nämlich  der,  dafs 
er  dann,  wenn  aucli  auf  einem  anderen  Wege,  dem  Haupt- 
inhalt von  Apollonius'  fünftc'Ui  Buche  vorgegriffen  haben  würde. 
Wir  haben  nämlich  gesehen,  dafs  die  Mitten  A  der  durch 
einen  Punkt  C  gezogi^nen  Sehnen  von  gegebener  Länge  statt 
durch  eine  Hyperbel  //  auch  durch  einen  Kreis  (Gleichung  (4)) 
gefunden  wei'den  können,  bei  dem  die  Lage  des  Mittelpunktes 
unabhängig  von  der  Länge  ^11  ist.  Die  Punkte  A^,  A.^,  vlj,  A^ 
müss(»n  also  auch  Berührungspunkte  zwischen  dem  Kegelschnitt 
(.1)  und  Kreisen  mit  einem  gemeinsamen  Mittelpunkt  /  sein, 
das  heifst  Fufspunkte  der  von  /  aus  gezogenen  Normalen.  Die 
durch  diese  Punkte  gehende  gleichseitige  Hyperbel  wird  also 
di(»selb<»  wie  die,  W(»lch(?  die  Fufspunkte  der  von  /  aus  gezo- 
genen Normalen  bestimmt.  Die  Bedingung  für  die  Berührung 
dieser  Hyperbel  nnt  dem  Kegelschnitt  (J)  ist  also  dieselbe  wie 
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die  Bodiii^aiiig  dafür,  dafs  1  auf  die  Evolute  des  Kegelschnittes 
(.1)  tallt. 

Indessen  enthielt  dieser  selbe  Umstand,  nachdem  Apol- 
lonius  den  Diorismus  zur  Bestimnmng  der  Normalen  durch- 
^'eführt  halte,  eine  Aufforderung  diesen  Diorismus  zu  benutzen, 
um  den  [,'bergangslall  zu  linden  zwischen  solchen  Lagen  des 
testen  Punktes  C  in  der  hier  behandelten  Aufgabe,  für  welche 
(in  relatives  Maxinunn  und  ein  relatives  Minimum  der  Sehnen- 
län^^'n  existiert,  und  solchen,  wo  dies  nicht  der  Fall  ist.  Sucht 
man  namentlich  die  Punkte  C  auf  einem  Durchmesser  des 
l^ci^a'benen  Kegelschnittes  auf,  welche  diese  Cbergangslage  ein- 
nehmen, so  läfst  dieses  Problem  sich  leicht  zurückführen  auf 
di(*  Bestinmumg  entsprechender  Werte  der  Gröfsc^  r,  welche 
dem  auf  diesem  Durchmesser  gerechneten  Abstand  von  C  bis 
XU  seiner  Polare  mit  Beziehung  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt 
zukonnnen.  Da  nun  der  Kreis,  der  durch  seine  Schnittpunkte 
mit  dem  Kegelschnitt  (A)  die  Mitte  A  der  gesuchten,  durch  C 
LTi^henden  Sehne  bestinunen  sollte,  die  Gleichung  (4) 

hat,  wo  .r -f- /wf'  =  0  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  KS 
ist,  so  sieht  man,  dafs  der  Kreismittelpunkt  /,  wenn  r  unbe- 
kmuit  ist,  auf  einer  Geraden  liegt,  die  senkrecht  auf  der  eben 
;/euamiten  steht.  Die  Lagen  des  Punktes  /,  welche  den  ge- 
suditen  Grenzwerten  von  r  entsprechen,  sind  also  die  Schnitt- 
punkte dieser  Linie  mit  der  Evolute. 

Hat  man  nun,  während  die  Evolute  in  Apollonius'  eigener 
Arl)(Mt  nur  indirekt  vorkommt,  dieselbe  nach  seincT  Zeit  als 
eine  selbständige  und  zusammenhängende  Kurve  gezeichnet  und 
juis<rezogen,  so  kann  man  auf  diesem  Wege  zu  einer  graplu'schen 
P>estimmung  der  Grenzen  gelangt  sein.  Ohne  Einführung  der 
Kvolut(»  hat  man  dagegen  auch  auf  diesem  Wege  nicht  weiter 
'rTt^langen  können  als  bis  zu  der  Gleichung  vom  Gten  Grade,  die 
sieh  natürlicherweise  auch  hier  nicht  vermeiden  liefs,  und  deren 
hlofse  Darstellung  zu  grofsc  Schwierigkeiten  darbot,  als  dafs 
wii-  oluK^  positive  Gründe  den  Griechen  die  Bildung  derselben 
/.uschnMben  dürllen. 
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Diese  Schwierigkeiten  können  sich  indessen  erst  dann  dar- 
bieten, wenn  niiin  die  hier  l)eabsichtigte  Bestimmung  wirklich 
vorzunehmen  versuchte.  Dafs  bereits  ApoUonius  versucht 
hat  das  Normalenprol)lem  in  einer  Form  zu  behandeln,  in  der 
die  Durchführung  seines  Diorismus  eine  Aufstellung  der  Glei- 
chung enthalten  würde,  welche  die  Schnittpunkte  der  Evolute 
mit  einer  beliebigen  Geraden  bestimmt,  können  wir  aus  seiner 
Vorrede  '/um  fünften  Buche  ^)  ersehen,  in  der  er  sagt,  dafs  er 
beabsichtigt  halx»  dieses  Problem  auf  einen  beliebigen  Durch- 
messer zu  beziehen.  In  der  (irenzbestimnmng  nämlich  würde 
die  Evolule  dadurch  wahrscheinlich  auf  diesen  und  seinen 
konjugierten  Durchmesser  bezogen  worden  sein.  Da  ApoUonius 
gerade  die  Anwendung  auf  t^inteilung  und  Diorismus  der  Auf- 
gaben vor  Augen  hatte,  so  ist  es  nicht  undenkbar,  dafs  ein  sol- 
ches Bestreben  gerade  auf  die  hier  behandelte  Aufgabe  Rücksicht 
genommen  hat,  ehierlei  ob  diese  etwas  mit  Eratosthenes'  Mittel- 
gröfsen  zu  thun  hatte  oder  nicht. 

Vielleicht  wird  num  aus  dem  Umstände,  dafs  die  Griechen 
den  Teil  des  Diorisnms,  der  die  Möglichkeit  relativer  Maxinia 
und  Minima  betraf,  nicht  in  einer  Form,  wie  sie  sie  sonst 
zu  erreichen  strebten,  durchführen  konnten,  schliefsen,  dafs 
das  hit-'r  beschriebene  Problem  nicht  zum  Gegenstand  einer  ver- 
öffentlichten Schrift  habe  gemacht  werden  können,  die  Jahr- 
hunderte hindurch  bewahrt  worden  ist.  Sollte  ich  aus  diesem 
oder  aus  anderen  (h-ünden  in  meiner  allerdings  etwas  gewagten 
Hypothese  über  den  Inhalt  von  Eratosthenes'  Schrift  Unrecht 
haben,  so  würden  dennoch  die  angeführten  Untersuchungen 
über  di(»  Behandlungsart,  welche  der  erwähnten  Aufgabe  durch 
die  Griechen  zu  Teil  werden  konnte,  nicht  verloren  sein.  Sie 
würden  innner  noch  zur  Erläuterung  einer  meiner  Behaup- 
tungen dienen,  indem  sie  ein  Beispiel  für  eine  Arbeit  geben, 
welche  die  griechischen  Mathematiker  auszuführen  imstande 
waren  und  wahrscheinlich  auf  Wegen,  die  von  den  von  mir 
(Miigeschlagenen  nicht  sehr  verschieden  waren,  ausgeführt  haben, 
welche  aber  nicht  aufbewahrt  worden  ist,   weil  der  Diorismus 

'j  Vcrjrl.  Anhanjr  1. 
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sich    nicht    so    vollständig,    wie   verlangt    wurde,    durchführen 

liefs. 

Für  diej(^nigen  nämlich,  w^elche  sich  so  viel  wie  die  grie- 
chisclien  Mathematiker  mit  Einschiebungen  und  Kegelschnitten 
beschäftigten,  lag  die  behandelte  Aufgabe  —  wie  bereits  be- 
merkt —  zu  nahe,  als  dafs  sie  sie  hätten  unbeachtet  lassen 
k(")nnon,  und  die  benutzten  Hülfsmittel  gehören  zu  sehr  zu 
denen,  welche  jene  mit  Sorgfalt  entwickelt  haben  und  welche 
wir  sie  an  anderen  Stellen  mit  Sicherheit  gebrauchen  sehen, 
als  (lafs  sie  nicht  etwa  so  weit  in  der  Behandlung  der  Auf- 
graben hätten  gelangt  sein  sollen,  als  wir  Eratosthenes  haben 
^^elangen  lassen. 

Fiu*  die  erfolgreiche  BescJiäftigung  mit  dieser  Aufgabe  kann 
;nuh  leicht  der  Umstand  bestimmend  gewesen  sein,  dafs  die- 
selbe sich  als  (»ine  Erweiterung  der  Aufgabe  über  die  Ein- 
scliiebung  einer  Strecke  zwischen  zwei  gerade  Linien  auffassen 
läfst.  Wenn  nun  auch  die  (iriechen  diese  Auffassung,  nach 
der  zwei  gerade  Linien  eine  Grenzform  für  einen  Kegelschnitt 
bilden,  nicht  geteilt  haben,  so  giebt  der  faktische  Zusammenhang 
dcnnucii  Veranlassung  zu  einer  entsprechenden  Behandlung. 
Xjunentlich  lassen  sich  die  Konstruktionen  und  Diorismen, 
wciciio  sich  hier  an  einen  Kegelschnitt  angeschlossen  haben, 
unmittelbar  auf  Einschiebungen  zwischen  zwei  gerade  Linien 
übertragen,  allerdings  mit  einer  einzigen  Ausnahme.  Die  Be- 
liau])tung,  dafs  die  Einschiebung  sich  als  eine  ebene  Aufgabe 
ir)son  läfst ,  wenn  der  Kegelschnitt  gezeichnet  voi-gelegt  wird, 
-ilt  nicht  für  den  Fall,  wo  der  Kegelschnitt  aus  zwei  Geraden 
/.nsannnengesetzt  ist.  Will  man  nämlich  in  diesem  Falle  den 
Ort  (.1)  für  die  Mitten  der  eingeschobenen  Sehnen,  der  eine 
llyixrbel  ist,  als  dem  aus  zwei  Geraden  gebildeten  Kegelschnitt 
älmlich  auffassen,  so  entspricht  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden 
allen  Punkten  der  Ebene;  dadurch  schrumpft  der  Kreis,  durch 
dessen  Schnittpunkte  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitt  die  Auf- 
"/abe  gelöst  werden  sollte,  in  eben  diesen  Punkt  zusammen; 
die  den  Schnittpunkten  ensprechenden  Punkte  des  Kegel- 
sdmittes  (A)  werden  also  nicht  bestimmt.  Die  Rücksicht  auf 
solche  möglichen  Ausnahmen  ist  vielleicht  die  Ursache,  w^elche 
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Überall  die  Alten  zurückge.schreckt  hat,  die  Behandlung  der 
Grenzfälle  als  in  den  allgemeinen  Untersuchungen  mit  einbe- 
griffen zu  betrachten. 

Dadurch,  dafs  ich  die  hier  behandelte  Aufgabe  in  die  Zeit 
vor  Apollonius  verlegt  habe,  ist  es  mir  möglich  geworden 
dieselbe  als  Beispiel  für  die  Aufgaben  aufzustellen,  an  die 
Apollonius  in  der  Vorrede  zum  fünften  Buche  gedacht  haben 
kann;  dieselbe  kann  aber  zugleich  als  Erläuterung  für  die  Vor- 
rede zum  vierten  Buche  ^)  dienen.  Da  jedenfalls  nicht  zwei 
Hyperbeläste  gegeben  waren  und  bei  der  Lösung  selbst  nur 
ein  einzelner  Ilyperbelast  oder  ein  Kreis  benutzt  wurde,  so  hat 
Konons  Satz  über  die  Anzahl  von  Schnittpunkten  zwischen 
zwei  Kegelschnitten,  wobei  schon  ein  einzelner  Hyperbelast 
als  Kegelschnitt  betrachtet  wurde,  Anwendung  finden  können. 
Nikoteles'  Einwand  gegen  die  Anwendung  dieses  Satzes  bei 
Diorismen  ist  entweder  dadurch  hervorgerufen,  dafs  für  die 
vollständige  Auflösung  einer  Aufgabe  die  gleichzeitige  Benutzung 
von  zusammengehörenden  Hyperbelästen  erforderlich  sein  konnte, 
oder  vielleicht  dadurch,  dafs  er  auf  Grund  dessen,  dafs  auch 
zwei  zusammengehörende  Hyperbeläste  höclistens  vier  Schnitt- 
punkte liefern  können,  es  für  unzulässig  hielt  ein  Maxinmm 
für  die  durch  einen  einzelnen  Ast  bestinnnten  L()sungen  auf- 
zustellen, das  doch  in  vielen  Fällen  gar  nicht  eintreten  konnte. 
Die  gleichseitige  Hyperbel  in  dem  Diorismus  der  oben  behan- 
delten Aufgabe  hat  als  Beispiel  für  das  eine  oder  andere 
dienen  können.  Dafs  Nikoteles  sich  damit  begnügt  hat  die 
Möglichkeit  zu  betrachten,  dafs  der  eine  der  beiden  schnei- 
denden Kegelschnitte  mit  zusammengehörenden  Hyperbelästen 
vertauscht  wird,  kann  davon  herrühren,  dafs  er  den  anderen 
als  vorgelegt  betrachtet ;  zusanmiengehörende  Hyperbeläste 
werden  nämlich  nur  da  berücksichtigt,  wo  sie  sich  von  selbst 
darbieten.  Erst  Apollonius  nimmt  volle  Rücksicht  darauf, 
dafs  zu  der  vollständigen  Lösung  einer  vorgelegten  körperlichen 
Aufgabe  zwei  Paare  von  zusammengehörenden  Hyperbelästen 
benutzt  werden  können,  und  er  hebt  hervor,  dafs  die  möglichst 

'}  Vergl.  Anhang  1  und  S.  188-180. 
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•j:rorse  Anzahl  der  Schnittpunkte  in  allen  drei  Fällen  ihren 
Nutzen  ^'ewilhnMi  könne  uin  zu  bestimmen,  wie  viele  Lösungen 
eine  Auf^mbe  in  den  verschiedenen  Fällen,  in  die  sie  sich  teilt, 
erhalten  kann. 
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Erzeugung  der   Kegelschnitte   durch   eine  bewegte  Gerade  (durch  Tangenten); 
Apollonius'  Kegelschnitte,  3t«s  Buch,  41—43;    die  Bücher  über  den  Verhältnis- 
schnitt und  den  Flächenschnitt. 


Das  dritte  Buch  von  Apollonius'  Kegelschnitten  enthält, 
wie  wir  in  unserem  sechsten  Abschnitt  bemerkten,  aulser  den 
Theorien,  deren  Inlialt  und  weitere  Bedeutung  wir  b(»reits 
studiert  haben,  noch  in  zwei  kleineren  aber  selbständigen 
Satzj^niippen  [il— 48  und  45—52]  die  erste  Grundlage  für  einige 
Theorien,  welche  in  der  modernen  I^ehre  von  den  Kegelschnitten 
Lirol'sc  Bedeutung  erlangt  haben,  nämlich  die  Lehre  von  der 
Kr/eugung  der  Kegelschnitte  durch  Tangenten  und  die  Lehre 
von  (leren  Brennpunkten.  Wir  wollen  in  diesem  und  dem 
Ibigcnden  Abschnitte  untersuchen,  wie  weit  die  Griechen  in 
diesen  Richtungen  gelangt  waren. 

Vau  Satz  bezieht  sich  auf  die  Erzeugung  eines  Kegel- 
scliniltes  durch  Tangenten,  wenn  er  eine  Bestimmung  von 
dessen  Tangenten  imabhängig  von  ihren  Berührungspunkten 
giebt.  Doch  würde  es  unnatürlich  sein  diesen  modernen  Namen 
innerhalb  der  griechischen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  zu 
])(Miut/.en,  wenn  man  in  derselben  nur  einen  einzelnen  hierher 
geh()rig(Mi  Satz  tande,  oder  wenn  die  Griechen  keinen  Blick 
f'iir  die  Vorteile  der  Betrachtungsw^eise  gezeigt  hätten,  welche 
in  solchen  Sätzen  ihren  Ausdruck  findet.  Die  folgende  Über- 
sicht über  das  Material,  welches  uns  hier  zu  Gebote  steht, 
wird  indessen  zeigen,   dafs  die  Griechen  in  der  That  auf  dem 
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hier  l)ez('icliii('leii  Gebiete  liinreicherul  und  in  dem  Grade  heimisch 
waren,  dafs  es  zweckmafsig  a>c'm  kann  ihre  hierlier  gehörigen 
Arl)eilen,  deren  Gegenstand  wir  dann  mit  dem  angeführten 
Xamen  bezeichnen  dürfen,  zusammen  zu  betrachten. 

Zur  Lehre?  von  dieser  Erzeugung  durch  Tangenten  ge- 
h(")ren  zunächst  die  drei  Sätze  tl — 4;J  im  dritten  Buche  von 
Apoll onius'  Kegelschnitten,  welche  die  Verbindung  zwischen 
den  l^unktreihen  angeben,  in  denen  ehie  bewegliche  Tangente 
zwei  beliebige  Tangenten  dc^r  Paral)el  [il],  zwei  parallele 
Tangenten  der  Ellipse  oder  Hyperbel  [4:2]  und  die  Asymp- 
toten d(T  Hyperbel  |43J  schneidet.  Der  letzte  von  diesen 
Sätzen  ist  allerdings  so  einfach,  dafs  man  es  so  zu  sagen  nicht 
vermeiden  kann  denselben  zu  finden,  wenn  man  sich  mit  den 
Asymptoten  der  Hyperbel  beschälligt.  Satz  42,  der  im  Fol- 
genden zur  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Brennpunkten 
weit(»r  angewendet  wird,  könnte  nur  aus  diesem  Grunde  mit 
angefüiirt  sein,  ohne  dafs  dabei  an  seine  eigAitumliche  Bedeu- 
tung genauer  gedacht  worden  wäre.  Doch  liätte  man  in 
solchem  Falle  erwarten  dürfen,  dal's  er  von  seinen  Anwen- 
dungen nicht  durch  Satz  4;^  und  41-  getrennt  worden  wäre. 
Was  aber  namentlich  geg(Mi  die  Auffassung  spricht,  dafs  die 
drei  Sätze  mehr  zufiillig  entstanden  simu  sollten  und  ohne  da/Ai 
bestimmt  zu  sein,  wirklicli  als  Mittel  für  die  Erzeugung  eines 
Kegelschnittes  durch  Tangt.Miten  angewendet  zu  werden,  dtts  ist 
ilas  vereinigte  Auftreten  dieser  3  Sätze,  von  denen  der  erste 
die  allgemeine  Form  für  die  Erzeugung  einer  Parabel  durch 
Tang(Miten  in  der  projektivischen  Geometrie  dai^stellt,  während 
der  zweite  für  die  Ellij)se  und  der  zweiti»  und  dritte  für  die 
Hyperbel  die  einfachsten  Formen  enthalt(»n,  welche  die 
Erzeugung  durch  Tangenten  in  der  projektivis(-hen  Geometrie 
durch  specielle  Wahl  der  hierfür  benutzt(»n  festen  Tangenten 
amiehmen  kann.  Zusannuengenonnnen  enthalten  sie  die  Er- 
zeugung all<T  mögliclien  Kegelschnitte  durch  Tangenten. 

Diese  Vollständigkeit  deutet  darauf  hin,  dafs  man  auch 
über  das  unterrichtest  gewesen  ist,  wozu  diese  Sätze  sich  an- 
wenden lasscMi,  und  eine  Bestätigung  hierfür  findet  man  in 
zwei   kleinen  Schrillen  des  Aj)o  11  onius.     Die   einfachste  An- 
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Wendung  von  der  Erzeugung  einer  Kurve  dureli  Tangt»nl(Mi  isl 
nämlich  die  zur  Bestimmung  von  Tangenten,  die  von  gegebenen 
Punkten  gezogen  werden  sollen.  Nun  wird  durch  II  die  lie- 
stinnnung  einer  Tangente,  die  dureli  eincMi  gegebenen  IMmkl 
an  eine  l^irabel  gezogen  werden  soll,  gerade  auf  dii»  Konstruk- 
tion zurückgeführt,  welche  mit  grofser  Soiyfalt  in  Apollonius' 
zwei  Büchern  über  den  Verhält  nissehni  tt  iM'handelt  isl, 
und  durch  42  und  43  wird  die  H(»stimnnmg  von  Tangenlen, 
die  von  einem  gegebenen  Punkte  an  eine  Kllipse  oder  llyjM'rbel 
gezogen  werden  sollen,  auf  wichtige  Fjille  der  allgenn^inen  Anl- 
gabe  zurückgeführt,  die  in  scmuc^ii  zwei  HüchiTii  über  ilen 
FHichenschnitt  behandelt  ist.  Die  Ausführlichk<'il ,  niil 
der  diese  Aufgaben  behandelt  werden,  d(?ulel  auf  eine  be- 
stimmte  und  wichtige  Anwendung,  und  wenn  die  Kegflsrlinille 
auch  nicht  g(»nannt  werden,  so  kann  diese  Anwendung  doch 
kaum  eine  andere  als  die»  von  uns  (rrwährite  sein'). 

Hierdurch  schreiben  wir  den  Schriften  ül)cr  den  VcrhällniH- 
schnitt  und  über  den  Fläctiensctinitt  eine  Auwr^ndung  zu,  die 
«lurchaus  derjenigen  entspricht,  welche  wir  im  neunten  Abschnitt 
der  Schrill  über  rlen  bestimmten  Schnitt  zugeschrietii-n  haben, 
l)i«-se  rbereinstimmung  in  den  sich  voti  srrlbst  darbietenden 
Anwendungen  spricht  in  hohem  ^irarle  für  die  Hirhtigkeit  de-ren. 
wn-  wir  von  jerjer  einzelnen  Srhrift  beh:iij{jten. 

Satz  11  sagt  aus.  dafs.  wenn  (Fi;:.  M);  die  Linien  /jfj,  /)/ 
■iMd  KX  die  Parabel  beziehungsweise  in  J.  Jß  und  C  berühren. 

CZ   _    EI)  ZlS 

ZK    "'   DA    "     lih 

-       • 

F  .:  'S-fi  l>w»-i*  benutzt  n.an  die  der  S^rbne  JC  par;diele 
T.r..i-;.'-  Kl.  ;::,'♦.  d'-m  H^-njhnjn^rprjukte  T.  den  dufh  7' 
j  z  ,•-;.•:.  0  .r- f.r.'i"--^r  KY  ufid  den  dfiich  h  '/*^/j//*u*.u  .!/(/. 


j 

i 
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sowie  die  zu  dem  letzteren  gehörenden  Ordinalen  AO  und  CQ. 
Nach    den  Sätzen   des   ersten  Buches   ist   Yl'  =  J  YE,   also 


./' 


rjo 


I 


A'y 


H' 


P 


/ 


Q 


Fig.  60. 


CL  =  iCE,  und  QB  =  \QM,  mithin  CZ^  },CM.    Hieraus 
und  au.s  der  Figur  folgt,  dafs 

CZ  _   CM  _     CX 
CL    "    CE     "'   CY 

oder,  da  auch  CY  ^=  jCi,  dafs 

CZ         CX 


und  daraus,  dafs 


CE 

CZ 

ZE 


'CA 
CX 


XA 


Auf  ganz  dieselbe  Weise  wird  bewiesen,  dafs 

AI)         AX        ,         ED         CX 
DE 


AX        ,         ED 
ICC      ""^^^     ITA 


XA 


ZB 


Dafs  auch  das  Verhältnis   „  r»  denselben  Wert  hat,  folgt  daraus, 
dafs  ZB  ^  {CQ  und  BD  =  \0 A. 
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Mit  Bezug  auf  die  hier  benutzte  Figur  wollen  wir  daran 
erinnern,    dafs  Archimedes   im  Buche  über  die  Quadratur 

XB 

der  Parabel  bewiesen  hat,  dafs  auch  das  Verhältnis  -^ttt-  ^^en- 

CX 

selben  Wert  -^.   -  hat  (vergl.  S.  61);  hieraus  geht  hervor,  dafs 

man  auch  vor  ApoUonius  sich  mit  dieser  Figur  beschäftigt  hat. 
In  4:2  wird  bewiesen,  dafs,   wenn  eine  beliebige  Tangente 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel  die  Tangenten  in  den  Endpunkten 
A  und  B  eines  Durchmessers  (Fig.  61)  in  C  und  I)  schneidet, 


ACBI)  = 


.  /  b^^ 


(I 


ist,  worin  h  die  Länge  des  dem  Durchmesser  A  B  konjugierten 
Durchmessers  bedeutet. 


Fig.  61. 

\'om  ersten  Buche  her  ist  nämlich  bekannt,  dafs  die  Tan- 
gente in  einem  Punkte  E  und  die  von  demselben  Punkte  an 
den  betrachteten  Durchmesser  gezogene  Ordinate  diesen  Durch- 
messer in  Punkten  K  und  L  schneiden,  die  einander  harmo- 
nisch zugeordnet  sind  mit  Beziehung  auf  A  und  B,  Ist  Z  der 
Mittelpunkt  der  Kurve,  so  hat  man  sicher  längst  gewufst,  dafs 
aus  den  im  ersten  Buch  gefundenen  Ausdrücken  für  diese  Ver- 
bindung sich  ableiten  läfst,  dafs 

KB  _  KL 
KZ  "  KA  ' 

(Ins  lieifst,  da  KZ  das  arithmetische  Mittel  zwi.schen  KA  und  A'^ 
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darstellt,  dafs  KL  diis  ist,  was  auch  die  Griechen  die  mittlere 
harmonische  Propoiilonale  zwischen  denselben  beiden  Gröfsen 
nannten.  Doch  hält  Apollonius  es  nicht  für  überflüssig 
diese  Umformung  der  Proportionen  durchzuführen.  Dadurch 
erhält  man  weiter: 

M)  _   LE^ 

ZT  ""  ÄC  ' 

oder  BD.AC  ==  ZT.LE; 

al^er 


ZT,LK  =.-  ZT.ZM  =  (-*) 


liefert  diejenige  Bestimnmng  der  Tangente  mit  Bezug  auf  den 
konjugierten  Durchmesser  ZT,  deren  Richtigkeit  Apollonius  im 
i'rsten  Buchen  nicht  nur  für  die  KUipse  sondern  auch  für  die 
Hyperbel  nachgewiesen  hat. 

Der  dritte  Satz  [43]  der  Gruppe,  dafs  das  Rechteck  aus 
den  beid(^n  Stücken,  welche  eine  Tangente  einer  Hyperbel  auf 
den  Asymptoten,  vom  Mittelpunkt  an  gerechnet,  abschneidet, 
ktmstant  ist,  folgt  so  unmiltelbar  aus  dem  zweiten  Buche,  dafs 
kein  Grund  vorliegt  bei  dem  Beweise  zu  verweilen. 

Wenn  man  nun   im  Anschlufs  an  41    eine  Tangente  ZD 

(Fig.  00)    von    einem   gt^gebenen   Funkle   P   an    eine   Parabel 

zi(»hen  will,  von  der  man  ben^its  zwei  Tangenten  KC  und  EA 

sowie  deren  Berührungspunkte  C  und  .1  kennt,  so  konnnt  es 

darauf  an  diese  so  zu  bestimmen,  dafs  sie  auf  der  ersten  vom 

Schnittpunkte  {E),  auf  der  zweiten  vom  Berüln'ungspunkte  {A) 

an  gerechnet  Stücke  {EZ  und  AD)  abschneidet,  welche  in  einem 

/  E  C  \ 
gegebenen  Verhältnis   (    '  ,v  )  stehen.     Diese  Aufgabe  wird   im 

(M'sten  Buche  von  Apollonius' Schrift  über  den  Verhältnisschnitt  ^) 
äufserst  detailliert  gelöst,  so  dafs  in  den  einzelnen  Fällen  die 
Bedingungen  für  die  Lösbarkeit  sorgfältig  diskutiert  werden. 

Sind  statt  der  Berührungspunkte  A  und  C  noch  zwei  Tan- 
genten gegeben,  welche  EC  in  Zj  und  Z^ ,  EA  in  D^  und  Z)« 


'I  Apollonii  JWfjnei  de  iSectione  liüiionix  Libri  duo,  ex  Arabico   rcrw, 
herausjreirehen  von  Hjilley  (Oxford  17U»). 
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schneiden,  so  mufs  die  Linie  PZD  Stucke  abschneiden,  die, 
von  Zj  und  D^  an  gerechnet,  in  einem  gegebenen  Verhältnis 

Z  Z         Z  Z  \ 

,,-  ,-  -=    xr  vr-l  stehen.   Diese  Aufgabe  wird  ausführlich  im 

zweiten  Buch  der  oben  erwähnten  Schrift  gelöst. 

Wenn  wir  nun  vorläufig,  wie  es  in  diesen  beiden  Büchern 
durchaus  geschieht,  von  den  Anwendungen  auf  die  Parabel 
absehen,  so  besteht  die  allgemeine  Aufgabe  darin,  durch  einen 
Punkt  P  (Fig.  G2)  eine  Linie  so  zu  ziehen ,   dafs  sie  auf  zwei 


C     M  (C)      A 


Figr.  62. 


gegebenen  Linien  von  zwei  gegebenen  Punkten  A  und  A^^  an 
Stücke  AM  und  A^M^  abschneidet,  welche  in  einem  gege- 
benen Verhältnis  stehen.  Diese  Aufgabe  wird  im  zweiten 
Buch  auf  die  speciellere  zurückgeführt,  wo  der  Punkt  Ai  mit 
dem  Schnittpunkt  der  beiden  Linien  vertauscht  ist.  Das  geschieht 
dadurch,  dafs  man  PA^  zieht  und  durch  ihren  Schnittpunkt 
A\  mit  AM  eine  Parallele  zu  AiM^.  Das  auf  dieser  Paral- 
lelen abgeschnittene  Stück  A\  M\  steht  dann  nämlich  in  einem 
gegebenen  Verhältnis  zu  A^M^^  folglich  auch  zu  AM.  Wir 
brauchen  uns  also  nur  mit  der  Aufgabe  zu  beschäftigen,  durch 
P  eine  Linie  PMM\  zu  ziehen,  welche  die  beiden  Linien 
A\M  und  A\M\  in  solchen  Punkten  M  und  M\  schneidet, 

A'   M' 

dafs       \u  ^   einen  gegebenen  Wert  X  erhält. 

Diese  Aufgabe  wird  im  ersten  Buch  behandelt,  von 
dessen  Konstruktionen  und  Diskussionen  das  zweite  Buch  mit 
Ausnahme  der  angeführten  Reduktion  nur  Wiederholungen  ent- 
hält.   Das  llauptveifahren  besteht  in  Folgendem.    Durch  den 
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gegebenen   Punkt   P  wird    PB   parallel    zu   A\M*y    gezogen, 
und  ;.  denkt  man  sich  so  durch  einen  Punkt  C  der  Linie  AM 

bestimmt,  dafs  — j-t-j--    -^=  -,  ^    =  /. 

AM  AC 

Dann  folgt  aus  dieser  Proportion  und  aus  Fig.  62,  dafs 

AM  _   ^^ijl\   _    A\M 
AC  BP'     " '    BM   ' 

MC         BA* 
woraus  -.-^  =-     ^  ^ .'  ,  so  dafs  di^s  Rechteck  BM.MC  einen 
Aiy  n  M 

gegebenen  Wert  erhalt.     Die  Aufgabe  ist  also   auf  eine 
Flächenanlegung  zurückgeführt. 

Für  andere  Lagen  der  Punkte  bleibt  die  Lösung  —  abge- 
sehen von  den  Modifikationen  oder  den  Vereinfachungen,  welche 
in  speciellen  Fällen  eintreten  können,  z.  B.  wenn  die  gegebenen 
Linien  parallel  sind  oder  wenn  A  mit  ji\  zusammentallt  — 
dieselbe  und  läfst  sich  sogar,  wenn  man  die  Strecken  mit  Vor- 
zeichen rechnet,  in  eine  gemeinsame  Darstellung  zusanunen- 
ziehen.  Wenn  nun  auch  Apollonius  nicht  im  Besitze  dieses 
Mittels  ist,  so  kann  doch  der  Leser,  der  in  seinen  Kegelschnitten 
gesehen  hat,  mit  wie  grofser  Gewandlheit  er  Sätze  und  Beweise 
betreffs  der  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  zusammenzuziehen 
versteht,  nur  mit  Verwunderung  wahrnehmen,  dafs  er  hier 
dieselben  Operationen  für  jeden  einzelnen  Fall  wiederholt.  Die 
Ursache  hierfür  darf  man  darin  suchen,  dafs  ihm  darum  zu 
thun  ist  gerade  das  hervorzuheben,  was  die  einzelnen  Fälle 
charakterisiert,  so  dafs  klar  hervortritt,  wie  viele  Auflösungen 
sich  jedesmal  innerhalb  der  bestimmten  Grenzen  ergeben;  dies 
wird  auch  mit  einer  Sorgfalt  durchgeführt,  die,  wie  man  leicht 
sieht,  nicht  ohne  Beschwerde  gewesen  sein  kann*). 


)  Ha  Hey  sucht  (S.  W.)  seiner  ol)en  citierten  Ausgahe)  einen  keineswegs 
üheinrissigen  ferneren  Grund  für  die  grofse  Breite  dieser  Schrift  in 
dem  Umstände,  dafs  sie  für  Anfanger  hestimmt  war  und  deshalb 
mit  schuhuäfsiger  Vollständigkeit  und  Strenge  als  erstes  Beispiel  für 
diese  Art  von  Untersuchungen  ausgeffdirt  werden  niufste.  Die  ange- 
führten Eigenschaften  machen  dieselbe  für  uns  auch  zu  einem  vor- 
Irelllichen    Beispiele    nicht   nur    für   die    Form    der   Alten,    sondern 
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So  lindet  man  in  dem  durch  Fig.  62  dargestellten  Fall, 
dals  sich  eine  und  nur  eine  Auflösung  ergiebt,  da  für  den 
Augenblick  nur  nach  einer  Linie  PM  gefragt  wird,  die  so 
mit  Beziehung  auf  die  gegebenen  Punkte  gelegen  ist,  wie  die 
Figur  zeigt.  Dafs  die  Lösung  der  Aufgabe  bei  dieser  Lage 
überhaupt  möglich  ist  für  alle  Werte  des  gegebenen  Verhält- 
nisses, folgt  daraus,  dafs  der  bekannte  Wert  BÄ\,AC  des 
llechtecks  BM.MC  kleiner  ist    als  BA.AC,    also  in  jedem 

-  ^  -  I     eines   Rechtecks, 

dessen  Seiten  BC  zur  Summe  haben.  Da  es  zwei  Funkle  giebt, 
welche  die  Linie  BC  auf  die  Weise  teilen,  wie  M  hier  bestinnnt 
werden  soll,  so  ist  noch  ein  Beweis  dafür  erforderlich,  dafs 
nur  einer  von  diesen  Punkten  auf  AC  filllt  und  demnach  eine 
solche  Lösung  giebt,  wie  sie  für  den  Augenblick  gesucht  wird. 
Auch  das  folgt  daraus,  dafs  BM .  MC  kleiner  als  BA  .  AC  sein 


jiucli  —  wie  schon  erwähnt  —  für  ihre  methodische  Benutzunj.?  der 
FlJUlienanle«,'iinjj:en  (oder  (juadratischen  Gleichungen)  und  der  sich 
daran  anschlicfsenden  Diorisnien.  Halleys  Vermutung  widerstreitet 
(hurliaus  nicht  unserer  Annahme  üher  die  Zwecke  dieser  Schritt;  denn 
da  in  der  ganzen  Schrift  die  Parahel  garnicht  envahnt  wird,  so  kann 
sie  recht  wohl  für  Anfanger  geschriehen  sein,  wenn  auch  der  Ver- 
lasscr  ausdrücklich  die  Ahsicht  gehaht  hat,  die  Leser  durch  dieselhe 
L'leichzeitig  in  methodischer  Untersuchung  zu  üben  und  auf  die  Be- 
handlung der  wichtigen  Aufgahen  uher  die  Kegelschnitte  voi7.uhereiten. 
welche  von  vornherein  diese  sowohl  wie  die  walii-scheinlich  ehensc» 
ausführlichen  Schriften  üher  den  Flächenschnitt  und  den  hestimmten 
Schnitt  hervorgerufen  hahen.  Doch  läfst  sich  die  ilhermäfsig  grofse, 
schulinälsige  Breite  auch  noch  auf  andere  Weise  erklären,  z.B.  dadurch 
dals  Ai)olloniu.s,  veranlafst  durch  die  Anwendungen  auf  die  Kegel- 
schnitte, diese  Untei'suchungen  in  jugendhchem  Alter  vorgenonmien 
ha  he.  wo  er  sich  seihst,  wenigstens  wenn  e.s  sich  um  etwas  neues 
lian<lolte,  an  diese  Darstellungsart  gehunden  glauhte.  Frtr  die  reich- 
haltige Lehre  von  den  Kegelschnitten  würde  diese  Art  der  Dai-stellung 
nicht  durchführhar  sein,  und  dafs  Apollonius  es  vermocht  liat,  in  den 
Kegelschnitten  die  strengen  Anforderungen  an  Vollständigkeit  in  der 
Beweistuhrung  mit  einem  so  starken  Zusammendrängen  der  vei-schie- 
(lenen  Fälle  zu  vereinigen,  dürfte  darauf  beruhen,  dafs  er  sich  hier 
auf  einem  Gebiete  bewegte,  das  von  seinen  Vorgängern  wohl  vor- 
iMToilot  war. 
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soll;   die  unbekannten  Punkte  M  müssen   dann   nämlich   auf 
verschiedene  Seiten  von  A  fallen^). 

Die  Diskussion  erhält  ein  gröfseres  Interesse  und  ihre  An- 
wendung auf  die  Parabel  eine  gröfsere  Bedeutung  in  den 
Fällen,  wo  das  gegebene  Verhältnis  gewissen  Grenzbedingungen 
unterworfen  werden  mufs,  damit  die  Lösung  der  Aufgabe 
möglich  sein  soll.  Das  wird  z.  B.  stattfinden,  wenn  die  ver- 
schiedenen Punkte  eine  solche  Lage  einnehmen  wie  in  Fig.  63, 
in  der  allein  auf  die  im  ersten  Buch  behandelten  specielleren 


m; 


Fig.  63. 

Fälle  Rücksicht  genommen  wird,  und  in  der  die  Bezeichnungen 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  Fig.  62.  Apollonius  beginnt  ^) 
die  hierzu  gehörende  Diskussion  damit,  den  Grenzfall  aufzu- 
stellen, indem  er  sagt,  dafs  man  auf  eine  besondere  Weise 
eine  Lösung  erhalte ,  wenn  der  Punkt  M  (wie  in  Fig.  63  an- 
genommen) in  die  Mitte  zwischen  B  und  C  fällt,  in  welchem 


' )  Dagegen  lag  durchaus  kein  logischer  Grund  dafür  vor,  dafs  Apollonius 
noch  hinterher  —  wie  es  allerdings  in  dem  durch  die  Araber  über- 
lieferten Text   geschieht    (Ausg.  v.  Halley,  S.  16)    —   einen   synthe- 

tischen  Beweis  dafür  durchführte,  dafs  das  Verhältnis  — '  .  '  einen 

AJS 

von  dem  gegebenen  verschiedenen  Wert  annimmt,  wenn  M  der  ge- 
suchte Punkt  ist  und  N  ein  anderer  Punkt  der  Strecke  ACj  sowie 
N\  der  Schnittpunkt  der  Linien  PN  und  A\  M\.  Das  folgt  nämlich 
unmittelbar  aus  der  aufgestellten  Analysis,  in  der  gezeigt  ist,  dafs 
die  einzigen  möglichen  Lösungen  durch  Flächenanlegung  bestimmt 
werden.  Die  synthetische  Begmndung  dafür,  dafs  die  als  möglich 
angegebene  Lösung  wirklich  den  gestellten  Bedindungen  genagt,  ist 
dagegen  vollständig  an  ihrem  Platz,  da  die  Analysis  nicht  ausdrücklich 
so  aufgestellt  wird,  dafs  man  erkennen  kann,  dafs  jedes  einzelne  von 
ihren  Gliedern  sich  umkehren  lasse. 
^)  Ausg.  V.  Halley,  S.  47. 
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Falle  das  gegebene  Rechteck  BM.MC  ==  BA\,AC  seinen 
Maxiniahvert  annimmt.  Um  den  zugehörigen  Grenzwert  des 
gegebenen  Verhältnisses 

^  "     AM      ~~    AC 

darzustellen,  sucht  Apollonius  die  diesem  entsprechende  Lage 
des  Punktes  C.    Dieser  wird  dadurch  bestimmt,  dafs  man 

AiJS   __  BM  _  A\M 
MC     ~"   CA    ""  ~MÄ 

erhält,  folglich,  da  MC  =  BM. 

A\B  _  BM  _  A\M 

A\M         MÄ  ~"   A\A'  ^^ 

oder  dafs  A\  M  die  mittlere  Proportionale  zwischen  A\B  und 
A\A  ist.     Hierdurch  wird  i¥  bestimmt,  also  auch  C. 

Je  nachdem  nun  das  gegebene  Verhältnis  ?,  kleiner  oder 
<rröfser  wird  als  der  durch  den  hier  gefundenen  Punkt  C  be- 

BP 

stimmte  \\  ert    von    -yj^  ,    erhält  Apollonius    keine  oder  zwei 

Auflösungen.  Zum  Schlufs  ^)  wird  noch  folgende  Bestimmung 
vom  (Grenzwert  des  Verhältnisses  hinzugefügt.    Man  hat 

CA  =  A\A  +  A\B  —  {A\C+  A\B) 
=  A\A  +  A\B-^A\M 
=  A\A  +  A\B  —  ^VA'^ArA\B. 
Die   Bedeutung  des  hierdm'ch  erhaltenen  Ausdrucks  läfst  sich 
am  l)esten   i^ibersehen,   wenn  wir  die  Punkte  auf  ein  System 
von  Parallelkoordinaten   mit   den   festen  Linien  als  Axen  be- 
ziehen und  die  Koordinaten  von  P  mit  x  und  y,  die  Abscisse 

D  p 

von  yi  mit  a  bezeichnen.  Das  Verhältnis  ?,  =  — .-^  wird  dann 
(abgesehen  von  dem  willkürlich  gewählten  Vorzeichen) 

/  = ^  -    ^  .  (II) 

a  +  x  —  '^Vax 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  Apollonius  wirklich  diese  Resul- 
tate auf  die  Parabel  angewandt  habe,  so  kann  er  nicht  unter- 

M  a.  a.  0.  S.  5:2. 

23 
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lassen  haben  zu  bemerken,  dafs  der  Grenzfall  der  ist,  wo  die 
Parabel  durch  den  gegebenen  Punkt  P  geht,  und  dafs  PM 
dann  mit  der  Tangente  in  diesem  Punkte  zusammenfallt.  Die 
Parabel  benihrt  die  beiden  gegebenen  Linien,  und  zwar  Ä\A 
im  Punkte  A,  und  der  Punkt  C  ist  bestimmt  als  der  Schnitt- 
punkt von  A\A  mit  der  Tangente,  welche  auf  A\M\  ein 
Stück  gleich  BP  abschneidet.  Man  hat  dann  zunächst,  dafs 
die  Tangente  PM  die  Mitte  M  zwischen  diesem  Punkte  C  und 
der  schiefen  Projektion  B  des  Punktes  P  trifft,  sowie  dafs  die 
Relation  (I)  zwischen  den  hier  genannten  Punkten  stattfindet. 
Von  gröfserer  Bedeutung  indessen  ist  die  Relation  (II),  die  sich 
auffassen  lafst  als  die  Gleichung  einer  Parabel,  die  auf 
ein  Paar  Tangenten  als  Koordinatenaxen  bezogen 
ist.     Diese  Gleichung,    in  der  man  sich  X   dai-gestellt   denken 

kann   als   das   Verhältnis   —    zwischen   den   Stücken,    welche 

a 

zwischen  dem  Anfangspunkt  und  den  Berührungspunkten  der 
Parabel  mit  den  Axen  abgeschnitten  werden,  giebt  unmittelbar  y, 
ausgedrückt  durch  x,  während  man  heutigen  Tages  die  sym- 
metrische Form 


(:)'+(!)'= 


1 


vorzieht,  auf  die  jene  sich  leicht  reducieren  läfst.  Dies  Resultat 
liefs  sich  auch  aus  einer  Betrachtung  der  Parabel  als  Ort  zu 
drei  Geraden  ableiten. 

Mit  der  Lösung  werden,  wie  schon  gesagt,  auch  die  hier 
jrefundenen  Diorismen  auf  die  im  zweiten  Buch  behandelte 
ailgemehie  Aufgabe  über  den  Verhältnisschnitt  übertragen. 
Daraus  würden  sich  mit  Rücksicht  auf  das,  was  über  die  An- 
wendung der  allgemeinen  Aufgabe  auf  die  Parabel  gesagt  ist, 
weitere  Sätze  über  diese  Kurve  ergeben.  Da  wir  aber  nirgendwo 
(*inen  bestinmiten  von  diesen  benutzt  finden  und  es  auch  keine 
Sätze  sind,  denen  man  jetzt  Bedeutung  beilegt,  so  wollen  wir 
uns  damit  begnügen  als  Beispiel  einen  derselben  anzuführen, 
der  eine  unmittelbare  Umfornmng  des  in  der  Diskussion  gewon- 
nenen Resultates  (I)  ist;  die  Bezeichnungen  (aber  nur  diese) 
wählen  wir  ebenso  wie  in  Fig.  (iS. 
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Wenn  eine  Tangente  AM  einer  Parabel  von  zwei  anderen 
Tiingenten  AA^  und  MP  in  A  und  M  geschnitten  wird,  wo 
P  der  Berührungspunkt  von  MF  ist,  während  A^  einen  be- 
liebigen Funkt  von  AA^  bedeutet,  und  wenn  die  erstgenannte 
Tangente  AM  ferner  noch  von  A^F  in  A\,  und  von  einer 
Parallelen,  die  durch  F  zu  der  Tangente  gezogen  ist,  welche 
jinCser  der  A^A  von  .4^  ausgeht,  in  B  geschnitten  wird,  so  ist 

A\M^  ^  A\A.A\B, 

Dieser  Satz  giebt,  wenn  man  z.  B.  ^',  und  M  lest  sein  läfst, 
ciiir  Relation  zwischen  den  Bestimmungen  der  Tangenten,  welche 
von  einem  beweglichen  Punkte  (A^)  der  festen  Geraden  A\F 
jiiisgehen. 

r)i(^  Aufgaben,  von  einem  Punkte  P  eine  Tangente  an 
«ine  Hllipse  oder  Hyperbel  zu  ziehen,  die  auf  ein  Paar  konju- 
|/ierler  Durchmesser  bezogen  sind,  oder  an  eine  Hyperbel,  die 
;iuf  ihre  Asymptot(^n  bezogen  ist,  sind  nach  den  darüber  be- 
\vies(^nen  Sätzen  [42  und  43]  speciell  einbegriffen  in  der  Auf- 
grabe, von  einem  Punkte  F  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche 
auf  zw(M  gege])enen  Geraden  Stücke  abschneidet,  die,  von  gege- 
Ix^ni-n  Punkten  aus  gerechnet,  ein  Rechteck  von  konstantem 
liilialt  l)ildcn.  Im  ersten  Falle  werden  die  beiden  gegebenen 
Geraden  parallel,  im  zweiten  fallen  die  festen  Punkte  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Geraden  zusanunen.  Die  Behandlung  der 
angefühlten  allgemeinen  Aufgabe  hat  nach  Pappus'  Bericht') 
(Ion  ({(^genstand  von  Apollonius*  verlorenem  Werk  über 
(1  < '  n  F 1  ä  c  h  (^  n  s  c  h  n  i  1 1  ausgemacht.  Da  Pappus  zugleich  angiebt, 
(lafs  die  Sätze  dieses  Werkes  einzeln  den  Sätzen  in  der  Sclirift 
liber  den  Verhältnisschnitt  entsprochen  haben,  so  wissen  wir, 
(lafs  die  beiden  Fälle,  auf  die  es  hier  ankommt,  besonders 
l)( 'handelt  worden  sind. 

Dieselbe  Angabe  giebt  uns  zugleich  eine  ziemlich  sichere 
Vorstellung  davon,  wie  die  allgemeine  Aufgabe  des  Werkes 
ln'liandt^lt  worden  ist^):  das  ergiebt  sich  leicht  durch  Betrach- 

M  AiH^'.  V.  Hultsch,  S.(Ji()-(>i8. 

^1  Deshalb  liat  Halley  seiner  Ausgabe  der  Schrilt   über  «len  VerhAltni^- 
vcfmitt   in  oineni  Anhange  die  höchst  wahrscheinlichen  (trundzüge  zu 
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tung  des  in  Fig.  02  dargestellten  Falles.  Die  Reduktion  auf  den 
Fall,  wo  einer  der  gegebenen  Punkte  mit  dem  Schnittpunkte 
der  gegebenen  Geraden  zusammenfällt,  läfst  sich  zunächst  auf 
ganz    dieselbe    Weise    wie    beim    V'erhältnisschnitt    ausführen. 


C     M  (C)      A 


FiL',  ()i>. 


■c 


Darauf  kann  man  sich  den  gegebenen  Wert  des  Rechtecks 
A\  M\  .  AM  als  ein  Rechteck  PB .  AC  bestimmt  denken,  wo  C 
(in  Fig.  62  als  (C)  bezeichnet)  ein  Punkt  der  Linie  AM  ist. 
Man  erhält  dann,  da 


A\M^,    _  A\^I 
BP      "    BM 


—  1 


AJ[  _  _AC      _    CM 
^^    '  BM  ""  A\M   ■"  ~B~A',' 

wonach  das  Rechteck  A\M ,  CM  einen  bekannten  Inhalt  erhält. 
Die  Aufgabe  ist  also  auf  eine  Flächenanlegung  zurückgeführt. 

Da  der  bekannte  Inhalt  hier  auf  dieselbe  Weise  wie  im 
Buche  über  den  Verhältnisschnitt  bestimmt  ist,  wenn  auch 
durch  andere  Punkte,  so  werden  die  einzelnen  Diskussionen, 
die  vorzunehmen  sind,  sich  auf  dieselbe  Weise  ausführen  lassen, 
doch  so,  dafs  die  Resultate  sich  anders  auf  die  verschiedenen 
Fälle  verteilen.  Die  Übereinstimmung  in  dieser  Beziehung  zeigt 
sich  auch  darin,  dafs  Pappus  für  die  beiden  Bücher  dieselben 
Hülfssätze  aufstellt. 


einer  Wiederherstellung  der  Schritt  über  den  Flächenschnitt  hinzufügen 
können.  Mit  diesen  befinden  sich  unseie  nachfol^'enden  Bemerkungen 
in  Obereinst iniinung. 
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Die  besonderen  Fälle  von  Flächenschnitt,  die  Bedeutung 
füi*  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  haben,  nämlich  diejenigen, 
wo  entweder  die  beiden  gegebenen  Geraden  parallel  sind,  oder 
di(*  gegel)enen  festen  Punkte  beide  auf  den  Schnittpunkt  der 
«regebenem  Geraden  fallen,  müssen  in  Übereinstimmung  mit 
tlem,  was  sich  in  der  Schrift  über  den  Verhältnisschnitt  findet, 
zu  Anfang  des  ersten  Buches  behandelt  sein.  Wie  die  Auf- 
gabe in  di(^sen  b(\«;onderen  Fällen  behandelt  sein  kann,  geht  aus 
dem  h(n*vor,  was  dort  über  die  allgemeine  Aufgabe  gesagt  ist. 
Einzelheiten  aus  Apollonius'  Diorismen  dieser  Fälle  zu  besitzen 
würde  hier  von  keiner  so  grofsen  Bedeutung  für  uns  sein,  wo 
di(^  Alten  im  voraus  die  entsprechenden  Punktgleichungen  für 
die  Kegelschnitte  kannten,  nämlich  die,  durch  welche  sie  auf 
ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  oder  auf  die»  Asymptoten 
l)e/og(Mi  werden. 

Wenn  wir  nun  die  Vermutung  aufstellen,  dafs  beide  hier 
(Mwähnt(Mi  kleinen  Schriften  des  Apollonius  wegen  ihrer  An- 
wendung auf  die  Konstruktion  von  Tangent(jn  an  Kegelschnitte 
ausgearbeitet  sind,  so  könnte  man  vielleicht  hinsichthch  des 
Kläolienschnittes  einige  Bedenken  hegen,  da  nur  ein  kleiner 
'r(.H  dieser  l(4zteren  Schrift  die  hier  erwähnte  Anwendung 
tlndct.  Dafs  die  Schrift  über  diese  Anwendungen  weit  hin- 
ausgeht, läfst  sich  indessen  auf  zwei  verschiedene  Arten  er- 
klären. 

Zunächst  konnte  es  dem  Apollonius,  wenn  er  vorher  Ge- 
legenheit hatte  den  Verhältnisschnitt  in  voller  Allgemeinheit  zu 
behandeln,  nicht  fernliegen  hinterher  zu  prüfen,  ob  ähnliches 
sich  nicht  auch  für  den  Flächenschnitt  durchführen  lasse.  Hierbei 
sliels  (^r  dann  auf  keine  anderen  Schwierigkeiten  als  diejenigen, 
wi^lche  b(Teits  überwunden  waren  entweder  durch  den  einen 
von  den  s})eciellen  Flächenschnitten,  welche  er  der  Anw-en- 
dungen  wegen  ausgeführt  hatte,  oder  in  den  Büchern  über 
den  V^uhältnisschnitt.  Diesen  konnte  er  überdies  Schritt  für 
Schritt  folgen.  Dann  war  Grund  genug  für  ihn  vorhanden, 
um  in  seine  Schrift,  die  unabhängig  von  den  Anwendungen 
auf  di(*  Kegelschnitte  auftritt,  die  vollständige  Behandlung  auf- 
zunehmen. 
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Indes  gelangt  man  zu  einer  anderen  möglichen  Erklärung, 
wenn  man  bedenkt,  dafs  die  Enveloppe  einer  Geraden,  die  auf 
zwei  festen  geraden  Linien  Stücke  abschneidet,  welche,  von 
beliebigen  testen  Punkten  an  gerechnet,  ein  Rechteck  von  kon- 
stantem Inhalt  bilden,  im  allgemeinen  ein  Kegelschnitt  ist,  der 
die  beiden  festen  Geraden  berührt  (oder,  wenn  man,  wie  die 
Alten,  nicht  durch  Vorzeichen  zwischen  Richtungen  unterscheidet, 
aus  zwei  solchen  Kegelschnitten  zusannnengesetzt  ist).  In  Wirk- 
lichkeit liegt  nichts  unzutreffendes  in  der  Annahme,  dafs  Apol- 
lonius  die  hierdurch  angegebene  Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
gekannt  und  über  den  Flächenschnitt  ausdrücklich  mit  dem 
Bewufstsein  geschrieben  habe,  dafs  er  dadurch  Mittel  an  die 
Hand  gäbe,  um  Tangenten  von  einem  Punkt  an  einen  Kegel- 
schnitt, der  durch  gegebene  Tangenten  bestimmt  war,  zu  ziehen. 
Wir  haben  nämlich  zunächst  gesehen  —  und  namentlich  in 
der  Bestinnnung  des  Orts  zu  vier  Geraden  ein  vollkommen 
zuverläfsiges  Beispiel  dafür  gehabt  — ,  dafs  Apollonius'  Bücher 
über  die  Kegelschnitte  keineswegs  alles  enthalten,  was  man 
damals  über  diese  Kurven  wufste.  Auf  mich  macht  die  in  den 
drei  Sätzen  41 — 43  enthaltene,  kurzgefafste  Darstellung  der 
einfachsten  Art,  Tangenten  eines  Kegelschnittes  unabhängig 
von  den  Berührungspunkten  zu  bestimmen,  sogar  den  Eindruck, 
als  solle  sie  für  derartige  Bestimmungen  die  Grundlage 
bilden;  für  diese  allein  war  Verwendung  in  einem  Kompendium 
der  Theorie  dieser  Kurven,  da  man  von  ihr  aus  zu  anderen 
Bestimmungen  übergehen  konnte.  Aufserdem  wird  man  sehen, 
dafs  die  nachfolgende  Ableitung  des  Satzes,  auf  den  es  hier 
ankommt,  den  griechischen  Geometern  keineswegs  ferngelegen 
haben  kann. 

Es  sei  ABCI)  (Fig.  64)  ein  Parallelogramm,  das  um  einen 
Kegelschnitt  beschrieben  ist,  E  und  F  die  Berührungspunkte 
der  Seiten  AB  und  CD,  Wenn  nun  eine  fünfte  Tangente  die 
Seiten  des  Parallelogranmis  in  A/,  P,  .Y,  Q  schneidet,  so  isl 
nach  Apollonius'  Kegelschnitten  III,  4!2 

KA.FI)  =--  EM.FN, 


also 


EA         EM         AM         AI 


> 


FX         FD         XD         PD 
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oder,   da    fJA  =  CF. 

CF 
AP 


FN 
PD 


CN 


AD 


Das  Uechtock  AP,CN  erhält  also  den  von  der  Lage  der 
fünften  Tangente  nnabhängigen  Wert  AD  .CF, 

Wären  nnigekehrt  die  festen  Geraden  yl/>  und  DC  gegeben, 
sowie  die  Punkte  A  und  C  und  d(»r  Wert  des  Rechlecks 
.IP.CW,  so  würde  man,  wenn  man  dieses  gleich  AD,CF 
setzt,  den  Berührungspunkt  F,  und  demnächst  den  Berührungs- 
punkt K  bestinunen  können.  Da  man  nun  zugleich  die  Rich- 
tun<jr  der  zum  Durchmesser  EF  gehörenden  Sehnen  und  der 
Tan^'tMiti»  A  D  kennt,  so  läfst  sieh  die  an  den  Berührungspunkt 
(li(\sor  Tangente  gezogene  Sehne  leicht  bestimmen;  dadurch 
erhält  man  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  dem  durch  den 
Durchmesser  EF  und  die  zugehörigen  Sehnen  bestimmten 
Koordinatensystem.  Nimmt  man  Strecken  und  dadurch  Recht- 
ecke nicht  mit  Vorzeichen,  so  erhält  man,  wie  bereits  ange- 
fiihrt.  zwei  Kegelschnitte. 

Dafs  die  Griechen  auf  dem  hier  angeführten  Wege  die  ge- 
sdiilderle  Dai-stellung  der  Erzeugung  eines  Kegelschnittes 
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als  Enveloppe  von  geraden  Linien,  welche  einander 
entsprechende  Punkte  zweier  beliebiger  projektivi- 
scher  Punktreihen  verbinden,  gefunden  haben  können, 
wird  imi  so  wahrscheinlicher,  wenn  man  bedenkt,  dafs  Satz 
und  Beweis  aufgestellt  wurden  lange  bevor  von  projektivischer 
Geometrie  überhaupt  die  Rede  war,  nämlich  von  Newton  in 
seinen  Principia*).  Nun  weifs  ich  zwar  wohl,  dafs  viele  zu 
der  Annahme  geneigt  sind,  es  geschehe  aus  einer  gewissen 
Liebhaberei,  wenn  Newton  seine  Sätze  nach  Art  der  Alten  auf- 
stelle und  beweise;  in  Wirklichkeit  habe  er  bei  seinen  pei-sön- 
lichen  Untersuchungen  moderne  Hülfsmittel  vorzugsweise  be- 
nutzt. Selbstverständlich  hat  er  das  nicht  versäumt,  wo  es  ihm 
zum  Nutzen  gereichen  konnte;  aber  in  diesem  wie  in  manchem 
anderen  Falle  konnte  die  damals  existierende  analytische  Geo- 
metrie ihm  keine  sonderliche  Hülfe  gewähren,  es  sei  denn  bei 
einem  Beweise  a  posteriori;  jedenfalls  konnte  dieselbe  ihn  nicht 
so  leicht  und  einfach  zum  Ziele  führen,  wie  es  durch  seinen 
Anschlufs  an  die  Alten  geschehen  ist. 

In  der  That  mufs  man  zugeben,  dafs  der  geführte  Beweis 
so  einfach  ist  und  so  sehr  nn*t  dem  Verfahren  der  Alten  über- 
einstimmt, dafs  diese  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  den  Satz 
linden  mufsten,  wenn  sich  für  sie  eine  Veranlassung  bot,  den- 
selben zu  suchen.  War  derselbe  nun  nicht  bekannt,  bevor 
A  p  o  1 1  o  n  i  u  s  über  den  F I  ä  c  h  e  n  s  (;  h  n  i  1 1  schrieb  und  einzelne 
der  in  diesem  vorkommenden  Konstruktionen  auf  die  Bestim- 
nmng  der  Tangenten  von  Kegelschnitten  anwandte,  so  mufste 
die  Veranlassung,  ihn  zu  suchen,  durch  eben  diese  Schrift 
gegeben  worden  sein.  Apollonius  mufste  ebenso  wie  Halley 
veranlafst  werden  zu  versuchen,  ob  nicht  auch  die  allgemeinen 
Konstruktionen  dieser  selben  Schrift  sich  auf  ähnliche  Weise 
anwenden  liefsen,  und  würde  dann  sicher,  ebenso  wie  im 
wesentlichen  Halley^),  das  Ziel  erreicht  haben. 


1)  ^.vtes  Lemma  zum  ersten  Buche.  C.Taylor  hat  die  Aufmerksamkeit 
darauf  gelenkt,  dafs  hier  wirklich  einer  der  Hauptsätze  der  projek- 
tivischen  Geometrie  aufgrestellt  werde  {Äticient  and  modern  Geometrii, 
S.  LXXXIV). 

^)  S.  16^^  seiner  oben  citierten  Ausgabe  und  Wiederherstellung  von  Apol- 
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Man  könnte  vielleicht  in  dem,  was  über  Euklids  Porisnien 
berichtet  ist,  eine  fernere  Stütze  dafür  finden,  dafs  die  Alten 
wirklich,  sogar  vor  Apollonius,  solche  Erzeugungen  von  Kegel- 
schnitten durch  Tangenten  gekannt  haben  wie  die  ist,  mit  der 
wir  uns  beschäftigen.  Ebenso  nämlich  wie  wir  angenommen 
haben,  dafs  die  Porismen,  welche  ausdrücken,  dafs  Punkte 
auf  einer  geraden  Linie  liegen,  im  wesentlichen  nur  Ausnahme- 
fälle sind,  in  denen  ein  geometrischer  Ort,  hervorgebracht  durch 
projektivische  Büschel,  nicht  ein  Kegelschnitt  wird,  ebenso 
wohl  könnten  wir  annehmen,  dafs  die  Porismen,  welche  aus- 
drücken, „dafs  gerade  Linien  durch  einen  Punkt  gehen"  ^),  im 
wesentlichen  nur  entstanden  sind  als  Ausnahmefalle,  in  denen 
die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  zwischen  zwei  projektivi- 
schen  Punktreihen  nicht  ein  Kegelschnitt  wird. 

Wenn  die  Griechen  wirklich,  was  wir  recht  wahrscheinlich 
•jreinacht  zu  haben  glauben,  die  erwähnte  Erzeugung  eines 
Kegelschnittes  kannten,  so  mufsten  sie  auch  einen  noch  wich- 
tigeren Gebrauch  von  den  Porismen  machen  können.  Der 
nämlich,  der  mit  den  Porismen  vertraut  war.  mufs  leicht  im- 
stande gewesen  sein,  die  Verbindung  zwischen  den  projektivi- 
schen  Punktreihen  auch  auf  andere  Arten  auszudrücken  als 
«ladurch,  dafs  das  Rechteck  aus  den  Abständen  von  festen 
Punkten  konstant  sein  solle;  wir  können  also  dasselbe,  was 
wir  über  die  Eiv.eugung  durch  projektivische  Büschel  gesagt 
haben,  auch  hier  sagen,  dafs  nämlich  einige  Wahrscheinlichkeit 
dafür  spricht,  dafs  die  Griechen  die  Erzeugung  eines 
Kegelschnittes  durch  Tangenten  mittels  projektivi- 
scher     Punktreihen     unter     verschiedenen     Formen 


lonius  beiden  kleineren  Schriften.  Es  scheint  nämlich,  als  ol)  Halley, 
dessen  Schrift  1706  erschien,  während  die  erste  Ausgabe  der  Principia 
von  1086  datiert,  fibersehen  habe,  dafs  die  Beantwortung  der  Frage, 
welche  er  sich  stellt,  sich  bei  Newton  findet.  Denn  erstens  citiert  er 
diesen  nicht,  und  zweitens  wurde  er,  wenn  er  die  Principia  benutzt 
hatte,  nicht  übersehen  haben,  dafs  die  eine  von  den  beiden  Enve- 
loppen.  die  man  erhält,  wenn  man  die  Vi)rzeichen  nicht  benlcksichtigt. 
eine  Ellipse  sein  kann. 
' )  Pajjpus.  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  656. 


362  Fünfzehnter  Abschnitt. 

kannten,  doch  ohne  dieselben  in  dem  Gattungsbegriff  Projek- 
ti\ität  zusammenzufassen.  Wie  aber  unsere  historischen  Be- 
weise hier  weniger  vollständig  sind,  so  müssen  wir  auch  an- 
nehmen, dafs  die  Kenntnisse  der  Griechen  auf  diesem  Gebiete 
weniger  umfassend  wai'cn  als  mit  Bezug  auf  die  Erzeugung 
eines  Kegelschnittes  durch  Punkte. 

In  jemehr  Formen  die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  als 
Enveloppen  der  Verbindungslinien  zwischen  projektivischen 
Punktreihen  bei  den  Griechen  aufgetreten  ist,  um  so  verstand- 
licher wird  es,  dafs  Apollonius  dieselben  in  seine  kompen- 
diöse  Darstellung  nicht  hat  aufnehmen  können,  sondern  sich 
damit  hat  begnügen  müssen,  die  Grundlage  dafür  kurz  darzu- 
stellen und  die  weitere  Entwicklung,  hiervon  sowohl  wie  von 
der  Lehre  von  körperlichen  Örtern  für  Punkte,  anderen  Werke 
zuzuweisen.  Eine  Stelle  bei  Pappus  scheint  sogar  darauf  hin- 
zudeuten, dafs  man  diese  an  dieselbe  Stelle  verwiesen  hatte  wie 
die  Lehre  von  den  körperlichen  Örtern,  und  dafs  man  die 
Sätze  über  die  Erzeugung  eines  Kegelschnittes  durch  Tangenten 
als  eine  besondere  Art  von  Sätzen  über  körperliche  Örter  be- 
trachtete. In  seiner  Klassifikation  der  Örter  ^)  wird  nämlich 
aufser  von  Ortern  für  Punkte  auch  von  Ortem  für  Linien  und 
Flächen  gesprochen,  und  im  besonderen  wird  gesagt,  dafs  die 
Örter  für  eine  einfach  unendliche  Menge  von  Linien  {wTTfn 
dis^odixot)  Oberflächen  sind.  Hierbei  mufs  man  wohl  zunächst 
an  die  Erzeugung  von  Flächen  durch  Linien  im  Räume  denken. 
Da  nun  aber  die  Griechen  —  wenigstens  in  den  drei  Sätzen 
in  Apollonius'  drittem  Buche  —  Systeme  von  einer  einfach 
unendlichen  Anzahl  von  Linien  derselben  Ebene  untersucht 
haben,  so  liegt  die  Annahme  nicht  fern  (was  der  Wortlaut  bei 
Pappus  auch  vollkommen  gestattet),  dafs  der  Teil  einer  Ebene, 
welcher  alle  diese  geraden  Linien  enthält,  auch  als  ein  zono;; 
fit£$odtx6>;  für  diese  aufgefafst  worden  sein  kann.  Der  Ort  für 
die  Tangenten   einer  Ellipse  oder  Parabel  wird  dann  der  Teil 


')  Ausg.  V.  Hultscli,  8.660—662.  Pappus'  Bemerkungen  an  dieser  Stelle 
enthalten  einen  Auszug  aus  der  Einleitung  zu  Apollonius'  Schrift 
uher  ehene  Örter. 


I 
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clor  Ebene,  welcher  auf  den  konvexen  Seiten  der  beiden  Kurven 
liegt.  Der  Ort  für  die  Tangenten  einer  Hyperbel ,  d.  h.  eines 
llyperbelastes,  wird  der  Teil  der  Ebene,  der  auf  der  konvexen 
Seite  derselben,  doch  aufserhalb  desjenigen  Winkels  zwischen 
den  Asymptoten  liegt,  welcher  den  zweiten  Ast  enthält. 

Da  nun  diese  Örter  durch  die  Kurve,  welche  die  Linien 
l)erühren  sollen,  wesentlich  charakterisiert  werden,  so  war  es 
nicht  unnatürlich,  wenn  diese  Kurve  ein  Kegelschnitt  war,  auch 
diese  ()rter  als  eine  Art  von  körperlichen  Örtern  zu  betrachten. 

In  den  Fällen,  wo  alle  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen, 
wie  in  den  oben  angeführten  Forismen,  würde  die  ganze  Eben(j 
Ort  der  Geraden  werden,  doch  so,  dafs  dies(T  durch  den  Punkt 
besonders  charakterisiert  wird.  Auf  diese  Weise  würden  diese 
F*orisnien  nicht,  wie  wir  im  achten  Abschnitt  als  möglich 
angenonniien  haben,  solche  unvollständige  Sätze  sein,  in  denen 
von  einem  Punkt  als  Ort  {tottoq  i^sxzixng)  für  einen  Punkt  die 
Uede  ist.  sondern  solche,  in  denen  von  einem  zoTzog  dts^odtxn^ 
für  eine  Gerade  die  Rede  ist. 

Sollte  nun  auch  diese  Erklärung  von  Apollonius*  Einteilung 
der  Orter.  welche  ich  nur  als  möglich  aufstelle,  unrichtig  sein. 
so  ist  damit  doch  nicht  ausgeschlossen,  dafs  die  Sätze  über 
Erzeugung  d(M'  Kegelschnitte  durch  Tangenten  in  die  Lehn* 
der  Alten  über  körperliche  Örter  mit  aufgenonunen  sein  konnten. 
Für  di(^  Möglichkeit  dieser  Annahme  liefert  di(*  Art,  wie  Halley 
sich  ausdrückt,  ein  indirektes  Zeugnis,  indem  er  in  seinen  Zu- 
sätzen über  die  Anwendungen  des  Verhältnisschnittes  und 
Flächenschnittes  die  Enveloppen  beständig  Orter  nennt,  Orter 
nämlich  für  die  unbekannten  Berührungspunkte  der  Tangenten. 
Dasselbe  hätten  die  Alten  thun  können. 

Wenn  die  Griectien  nun  wirklich  eine  ausgedehntere  Kenntnis 
der  F]rzeugung  von  Kegelschnitten  durcli  Tangenten  besessen 
haben  als  die  ist,  welche  in  den  Sätzen  in  Apollonius'  drittem 
Buche  ihren  Ausdruck  findet,  so  geht  es  geradezu  aus  unserer 
HewtMsfülirung  hervor,  dafs  sie  dieselbe?  in  Übereinstimmung 
niil  der  Schrift  vom  Flächenschnitt  angewandt  haben  müssen, 
um  Tangenten  von  einem  gegebenen  Punkt  an  einen  Kegel- 
schnitt zu  ziehen,  der  durch  fünf  Tangenten,  unter  denen  zwei 
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Paare  parallel  sind,  bestimmt  ist.  Die  bekannten  Umformungen 
der  Ausdrücke,  welche  die  Verbindung  zwischen  den  projek- 
tivischen  Punktreihen  bestinnnen,  würden  sie  auch  befähigt 
haben,  die  Bestimmung  von  Tangenten  eines  Kegelschnittes, 
von  dem  fünf  beliebige  Tangenten  gegeben  sind,  auf  irgend 
einem  Wege  hierauf  zurückzuführen.  Der  Diorisnms  zum 
Flächenschnitt  mufs  an  und  für  sich  eine  Bestimmung  der 
Punkte  eines  Kegelschnittes ,  bezogen  auf  ein  System  von 
Parallelkoordinaten  mit  zwei  Tangenten  als  Axen,  geliefert 
haben.  Ferner  ist  die  Bestimnumg  von  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes von  der  Art,  dafs  sie  unmittelbar  zur  Lösung  der 
Aufgabe  führt:  die  fehlenden  gemeinschaftlichen  Tangenten  von 
Kegelschnitten  zu  finden,  die  bereits  zwei  gegebene  Tangenten 
gemeinschaftlich  haben. 

Ob  nun  in  der  That  irgend  ein  alter  griechischer  Mathe- 
matiker Gebrauch  z.  B.  von  der  zuletzt  angeführten  Bestimmung 
gemacht  hat,  darüber  läfst  sich  keine  sichere  Ansicht  aufstellen. 
Jene  Bestimmung  soll  hier  auch  nur  hervorgehoben  werden  als 
Beitrag  zu  einer  Schilderung  des  Gebietes,  innerhalb  dessen  die 
(iriechen  sich  mit  vollkommener  Freiheit  zu  bewegen 
vermochten,  so  dafs  sie  Sätze  finden  und  auf  der  Grundlage 
dieser  sich  gegenseitig  Aufgaben  zum  Lösen  stellen  konnten. 
Wollte  ich  den  Versuch  machen,  durch  mehr  einzelne  Beispiele 
dieses  Gebiet,  das  nach  den  Auseinandersetzungen  in  diesem 
und  dem  vorhergehenden  Abschnitt  zu  ApoUonius'  Zeit  im  Be- 
sitze der  griechischen  Mathematiker  war,  genauer  zu  schildern, 
so  würde  ich  gezwungen  sein  zu  willkürlichen  Annahmen  zu 
greifen.  Ich  ziehe  es  deshalb  vor  auf  etwas  bestimmtes  hin- 
zuweisen, das  allerdings  in  der  neueren  Zeit,  aber  mit  den 
Hülfsmitteln  der  alten  Geometrie  ausgeführt  ist,  nämlich  auf 
den  ganzen  fünften  Abschnitt  des  ersten  Buches  von 
Newtons  Principia,  aus  dem  bereits  zweimal  (im  siebenten 
Abschnitt  und  kürzlich  in  diesem)  Einzelheiten  citiert  worden 
sind.  Dadurch  wird  in  W^irklichkeit  keine  zu  hohe  Vorstel- 
lung von  dem  erweckt,  was  die  alte  Geometrie  leisten  konnte, 
wenn  die  Griechen  selbst  auch  möglicherweise  die  Bestätigung 
dafür    durch   Behandlung   anderer   Fragen   geliefert   haben. 
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Dunu  die  Hülfe,  die  Newton  l)ei  diesen  Untersuchungen 
aus  der  damalip:en  modernen  Mathematik  entnehmen  konnte, 
stand  hinler  der  zurück,  welche  Euklids  l^orismen  und  die 
^^ur/(^  Entwicklung,  aus  der  diese  hervorgegangen  sind,  den 
Alten  gewährten.  Allerdings  war  Xewion  durch  sein  h(u*vor- 
rngendes  und  alleinstehendes  Genie  unterstützt;  al)er  das  Jahr- 
hundert, in  dem  Euklid,  Archimedes  und  Apollonius 
wirkten,  besafs  auch  seine  grol'sen  Mathematiker,  und  diese 
halten  hier,  wo  es  darauf  ankam  antike  Methoden  anzu- 
wenden, zu  deren  Benutzung  sie  mündlich  und  diu*ch  jetzt 
verlor(Mie  Bücher  erzogen  worden  waren,  viel  vor  Newton  vor- 
aus, der  in  dieser  Beziehung  auf  die  wenigen  hinterlassenen 
Schrift  (Ml  angewiesen  war,  deren  Abfassungsart  überdies  mehr 
darauf  ])erechnet  ist  volle  Sicherheit  für  die  Gültigkeit  der 
gewonnenen  Resultate  zu  geben  als  den  Weg  hervortreten  ym 
lassen,  auf  dem  diese  Resultate  erreicht  worden  sind. 


Sechzehnter  Ahschnitt. 

Brennpunktseigenschaften;   Apollonius'  drittes  Buch  45 — 52;   Apollonius'  zwei 

Bücher  über  Berührungen. 


Apollonius  benutzt  einen  der  Sätze  über  die  Erzeugung 
eines  Kegelschnittes  durch  Tangenten,  nämlich  Satz  42  des 
;jttMi  Buches,  um  die  einfachsten  Sätze  über  die  Brennpunkte 
der  Ellipse  und  Hyperbel  zu  entwickeln.  Ein  .solcher  Anschlufs 
der  L(^hre  von  den  Brennpunkten  an  die  Erzeugung  durch 
Tangenten  ist  an  und  für  sich  der  einfachste  Weg.  wenn  man 
die  analytisdi-geometrische  oder  projektivisch-geometrische  Be- 
st inunung  der  Kegelschnitte  zum  Ausgangspunkt  nehmen  will. 
In  der  nachfolgenden  Auseinandersetzung  wollen  wir  uns  der 
Küize  wegen  an  die  Ellipse  halten,  während  Apollonius  Ellip.^e 
und  Hyperbel  zusanunen  behandelt. 


3GG 
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In  Satz  45  werden  die  Brennpunkte,  welche  keinen  be- 
sonderen Namen  erhallen,  als  zwei  solche  Punkte  (Fig.  65)  F 
und  F^  der  Hauptaxe  ÄA^  (mit  den  Endpunkten  Ä  und  A^) 
bestimmt,  dafs 

AF,FA^  =  AF^.F^A^  =  \  der  Figur,  d.h.  =  {aj), 

wo  a  und  p  die  Längen  der  Axe  und  des  Parameters  bedeuten. 
Demnächst   sagt    der  Satz    über   diese  Punkte   aus,    dafs   das 


Fig.  05.  . 

Stück  J/J/j,  welches  die  Tangenten  in  A  und  A^  von  emer 
beliebigen  Tangente  abschneiden,  von  F  und  F^  aus  unter 
rechten  Winkeln  gesehen  wird. 

Zieht  man  nämlich  FM  und  FM^^  so  wird  AM ,  A^My^ 
=  AF,FA^,  und  deshalb  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
MAF  und  FA^M^^  ähnlich.  Die  Winkel,  welche  in  diesen 
Dreiecken  bei  F  liegen,  sind  also  Komplemente,  mithin  ist 
Winkel  MFM^  ein  Rechter.  Auf  dieselbe  Weise  wird  der 
Beweis  für  den  Punkt  F^  geführt. 

Aus  diesem  Satze  folgt  wiederum,  dafs  die  vier  Punkte 
J/.  F,  f\ ,  ifi  auf  einer  Kreisperipherie  liegen,  woraus  sich 
[in  40]  ergiebt,  dafs  z  MM,F  =  z  MF,F  =-  z  F,M,A^, 
und  dafs   z  M^  MF,  ==  z  FMA. 

Darauf  wird  [in  47]  bewiesen,  dafs  man  den  Berührungs- 
punkt der  Tangente  J/3/,  erhält,  wenn  man  den  Schnittpunkt 
T  zwischen  FM,  und  F,  M  auf  diese  Tangente  projiciert. 
Aus  46  und  45  folgt  nämlich,  wenn  wir  diese  Projektion  R 
nennen,  dafs 


•* 

^ 


also  (lal's 
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Mji  _   MF  _  M,  h\  _  M^A^ 
MB  ~~  MT  "■   M,T    ~   M\B 

MR  MÄ    _    MP 

RM,  "    ~M,A~  ~  M,P' 


wo  P  den  Schnittpunkt  der  Tangente  mit  der  Axe  bedeutet. 
Dafs  R  dann  Berührungspunkt  wird,  folgt  aus  der  im  ersten 
Buch  (vergl.  S.  8:^)  gegebenen  Bestimmung  von  Tangenten. 

Dafs  (iie  Tangente  gleiche  Winkel  mit  den  an  ihren  Berüh- 

run^^spunkt   gezogenen  Brennstrahlen  bildet,    ei'giebt  sich  nun 

|1S|  mit  Hülfe  von  Kreisen,  die  durch  die  Punkte  M,  F,  2\  R 

und   M^,   t\,   T,  R  gelegt  werden,  woraus  hervoi'geht,  djjfs 

MRF  =-.  z  MTF  =--  z  F,  TM^  =  F,RM, . 

Um  ferner  zu  dem  Hauptsätze  von  der  Sunmie  der  Brenn- 
slrahlen  zu  gelangen,  wird  die  Projektion  G  des  Brennpunktes 
F  auf  die  Tangente  benutzt.  A,  M,  G,  F  liegen  auf  einem 
Kreise,  und  .Ij,  J/, ,  G,  F  auf  einem  zweiten;  daraus  folgt, 
dafs  zAGF  =  /_AMF  ==  z.  A,FM,  =  ^A,GM,. 
Hieraus  wird  wiederum  geschlossen,  dafs  die  Axe  AA^  vom 
Punkte  G   aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  wird  [4U]. 

Zieht  man  nun  parallel  dem  Brennstrahle  /\  R  Lhiien 
von  F  und  dem  Mittelpunkt  0  bis  an  die  Tangente,  so  wird 
die  erstere,  FIL  gleich  FR,  woraus  folgt,  dafs  G  die  Mitte 
/wischen  //  und  R  ist,  die*  von  0  gezogene  Linie  also  durch 
diesen  Punkt  geht.  .Die  FWallele  OG  ist  dann  nach  49  halb 
so  }jrrofs  wie  die  Axe  AA^  [Satz  50].  Zugleich  ist  sie  das 
arithmetische  Mittel  zwischen  F^  R  und  FII  oder  zwischen  den 
Hrennstrahlen  F^R  und  FR,  Die  Summe  dieser  wird  also 
lileich  der  Axe  [51].  Dafs  für  die  Hyperbel  die  Differenz  der 
IJiennstrahlen  gleich  der  Axe  ist,  wird  in  5:2  bewiesen. 

Dies  stellt  das  dar,  was  Apollonius  über  die  Brennpunkte 
mitleill.  Er  macht  also  keinen  Satz  über  den  Brennpunkt 
der  Parabel  namhaft,  und  daraus  haben  moderne  Schrift- 
steller, die  über  diese  Sache  geschrieben  haben,  geschlossen, 
dafs  man  damals  garnichts  über  diesen  Punkt  gewufsthabe.  Das 
(lies  indessen  unrichtig  ist,  haben  wir  schon  S.  i213  Gelegenheit 
^a?lial)t  zu  sehen,  da  Pappus'  zweiter  Hülfssatz  zu  Euklids 
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Oberflächenörtern^)  zeigt,  dafs  Euklid  den  Satz  benutzt  und 
demnach  auch  gekannt  hat,  dafs  der  geometrische  Ort  für 
einen  Punkt,  dessen  Abstände  von  einem  gegebenen 
Punkte  und  einer  gegebenen  Geraden  in  einem  gege- 
benen Verhältnis  stehen,  eine  Ellipse,   Parabel  oder 

Hyperbel  ist,  je  nachdem  das  Verhältnis  ^  1.    Ich  zeigte 

im  zehnten  Abschnitt  (vergl.  S.  212)  durch  eine  Anwendung,  die 
nicht  aus  der  erwähnten  verlorenen  Schrift  herrührt,  dafs  dieser 
Satz  wahrscheinlich  sogar  wohl  bekannt  war.  Dafs  man  dann 
während  der  Beschäftigung  mit  Euklids  Schritt  gesehen  hat,  dafs 
jede  Parabel  sich  als  ein  solcher  Ort  bestimmen  lasse,  ist  anzu- 
nehmen. 

Um  nun  zu  verstehen,  dafs  ApoUonius  dennoch  weder 
Brennpunkt  und  Leitlinie  der  Parabel  noch  die  dem  entspre- 
chenden allgemeineren  Sätze  über  Ellipse  und  Hyperbel  mit 
aufgeführt  hat,  mufs  man  zunächst  auch  hier  beachten,  dafs 
es  aus  ApoUonius'  eigenen  Vorreden  hervorgeht,  dafs  er  nicht 
imstande  ist  alles  zu  geben,  was  er  über  die  Kegelschnitte 
weifs.  Ferner  mufs  man,  w^enn  man  Forderungen  mit  Bezug 
auf  das  stellen  will,  was  jedenfalls  hätte  mit  aufgenommen 
werden  müssen,  sich  hüten  von  den  modernen  Anschauungen 
über  die  Bedeutung  der  Brennpunkte  für  die  Astronomie  oder 
von  ihrer  Brauchbarkeit  als  Ausgangspunkt  für  die  gesamte 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  auszugehen. 

Eine  besondere  Erklärung  des  Umstandes,  dafs  ApoUonius 
neben  den  übrigen  Sätzen  über  Brennpunkte  nicht  auch  die 
die  Parabel  umfassenden  Sätze  über  Brennpunkt  und  Leitlinie 
aufgenonmien  hat,  läfst  sich  vielleicht  aus  der  oft  benutzten 
Angabe  in  seiner  Vorrede  entnehmen,  dafs  das  dritte  Buch 
namentlich  die  Grundlage  für  die  Bestimmung  von  Örtern 
geben  solle  —  also  nicht  die  Bestiirmmng  der  Orter  selbst. 
Ob  man  nun  zu  ApoUonius'  Zeit  die  Bestinmiung  des  Ortes 
für  einen  Punkt,  dessen  Abstände  von  einem  gegebenen  Punkte 
und  einer  gegebenen  Geraden  in  einem  gegebenen  Verhältnis 


')  Pappus,  Ausjr.  V.  Hultsch.  S.  1004  ff. 
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stdieu,  auf  dieselbe  Welse  bestimmte,  wie  es  von  Pappus 
^a'schelien  ist,  oder  ob  man  dafür  eine  andere  Behandlung  der 
(ileiciiunj^^  von  der  Form  y-  =  ax^^  -{-bx  -{-  C,  auf  welche  der 
Ort  sich  unmittelbar  beziehen  läfst,  benutzte:  für  diese  Best im- 
iiuin^^  l)edurfte  man  keiner  anderen  Grundlage  als  derjenigen, 
welciie  in  Apollonius'  erstem  Buche  gegeben  war.  Anders  da- 
«^a'ij't'ii  verhielt  (\s  sich  mit  der  Bestimmung  des  Ortes  für  einen 
Funkt,  dessen  Abstände  von  zwei  gegebenen  Punkten  eine  gege- 
ben«' Sunnne  oder  Differenz  haben.  In  der  unmittelbaren  Auf- 
-lelhin^^  der  Gleichung  für  einen  solchen  Ort  kommen  nämlich 
zwei  Wurzelzeichen  vor.  Eine  Arbeit,  die  der  entspricht,  welche 
uns  das  Fortschaffen  dieser  Wurzelzeichen  verursacht,  war  auch 
bei  der  geometrischen  Form,  welche  die  Griechen  solchen  Fragen 
l^^aben.  erford(Tlicli.  Diese  wird  vermieden,  indem  ApoUonius 
direkt  l)eweisl,  dal's  jede  Ellipse  oder  Hyperbel  ein  solcher  Ort  ist. 

Dal's  nun  in  der  That  dies  das  Ziel  ist,  dem  ApoUonius 
zustrebt,  sieht  man  aus  der  Flüchtigkeit,  mit  der  er  die 
ril)rijien  Breimpunktseigenschaflen  behandelt,  welche  Glieder  in 
<1<M-  Satzreihe  bildi^n,  die  ihn  an  dieses  Ziel  führt.  Ungeachtet 
drssen.  daCs  sein  Satz  49  in  Wirklichkeit  eine  Bestimnmng  des 
Ortes  liir  die  Projektion  G  eines  Brennpunktes  auf  eine  Tan- 
i:<*nte  ist.  und  dal's  im  Folgenden  geradezu  von  der  Thatsache 
(irhrauch  gemacht  wird,  dals  der  Abstand  des  Punktes  G  vom 
Miltcljjunkte  des  Kegelschnittes  gleich  der  halben  Hauptaxe  ist, 
l)u:jmi«rt  ApoUonius  sich  doch  in  der  Darstellung  des  genannten 
Satzes  damit  zu  sagen,  dafs  die  Hauptaxe  von  G  aus  unter 
«iiieni  rechten  Winkel  gesehen  wird. 

Der  Umstand,  dafs  ApoUonius  die  einzelnen  Sätze  über 
Ureiuipunkte,  durch  welche  er  zu  seinem  Endresuhate  gelangt, 
so  wellig  hervorhebt,  könnte  leicht  die  Meinung  erwecken,  dafs 
man  überhaupt  sich  nur  wenig  mit  diesen  Sätzen  beschäftigt 
habe  und  deshalb  nicht  auf  ihre  Bedeutung  aufmerksam 
geworden  sei.  Es  ist  von  nicht  geringer  Wichtigkeit  zu  erfah- 
ren, ob  di(se  Ansicht  richtig  ist  oder  nicht.  Ist  sie  nämlich 
richli;:.  so  ist  es  möglich,  dafs  das  bereits  Angeführte  zu 
ApoUonius"  Zeit  wirklich  die  Grenze  für  das  war,  was  man 
libei    (Wv  Breimpunkte  wufste,    dafs  man    also   nicht  bemerkt 

^4 
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hatte,  dafs  der  feste  Punkt  in  den  dem  Euklid  bekannten 
Örtern  einen  der  beiden  Brennpunkte  für  die  Ellipse  und  Hy- 
perbel darstellte,  und  dafs  man  nicht  vei'suchte  die  Sätze 
über  die  Parabel  zu  finden,  welche  den  anderen  bekannten 
Brennpunktseigenschaften  der  Ellipse  und  Hyperbel  entsprechen. 
Hat  man  dagegen,  wie  ich  nachzuweisen  versuchen  werde,  sich 
eingehender  mit  diesen  letzteren  beschäftigt,  so  kann  die  Frage 
nach  den  entsprechenden  Eigenschaften  der  Parabel  nicht  unter- 
drückt worden  und  noch  weniger,  nachdem  sie  ei'st  einmal 
aufgestellt  war,  unbeantwortet  geblieben  sein.  Dazu  waren 
die  Alten  zu  sehr  daran  gewölmt  die  Sätze  über  die  Parabel 
neben  denen  über  die  anderen  beiden  Kurven  aufzustellen:  sie 
geben  hierdurch  zu  erkennen,  dafs  sie  recht  wohl  die  Über- 
einstimmung in  Sätzen  und  Beweisen  sahen,  wenn  auch  diese 
letzteren  oft  formell  von  einander  unabhängig  wai*en.  Nament- 
lich müssen  die  Sätze  über  die  Lage  einer  Parabeltangente  mit 
Beziehung  auf  den  an  den  Berührungspunkt  gezogenen  Brenn- 
strahl  und  über  den  Ort  für  die  Projektion  des  Brennpunktes 
einer  Parabel  auf  eine  Tangente*)  sehr  bald  hervoi'getrelen 
und  äufserst  leicht  zu  beweisen  gewesen  sein. 

Dafs  man  sich  nicht  so  ganz  wenig  mit  den  Sätzen  über  die 
Brennpunkte^  der  Ellipse  und  Hyperbel  beschäftigte,  welche  die 
einzelnen  Glieder  in  der  Reihe  von  Beweisen  bilden,  die  Apol- 
lonius  zuletzt  zu  den  Sätzen  über  Summe  und  Differenz  der 
h>rennstrahlen  führen,  schlielse  ich  zunächst  aus  der  eigentüm- 
lichen Beschatfenheit  dieser  Beweisreihe.  Die  äufserst  einfachen 
llülfsmittel,  welche  in  derselben  benutzt  werden,  machen  sie 
nahezu  so  elegant  wie  möglich:  aber  es  sieht  nicht  ganz  danach 
aus,  als  ob  sie  den  Weg  darstellte,  auf  dem  man  zuerst 
zum    Endresultate   gelangt    ist.      Dieses    Resultat    ist    vielmehr 


0  0er  eiitsprecheiule  Satz  Aber  die  Elliiise  uml  Hyperbel  t*^-^  I»*?'  Apul- 
loniu.s]  ist  ein  Beispiel  «lafur,  dafs  es  niclit  {lanz  riclitig  ist,  wenn  man 
zur  Erklärung?  von  Apr)ll()nius'  vermeintlicher  Blindheit  jrejjrenOber 
den  Brennpunktseijifenscliat'ten  der  Parabel  behauptet  hat.  dals  er  sich 
nur  mit  den  symmetrischen  Brennpunktseigenschatten  beschatti^'te. 
\ev\:\.  eine  xVnmerkun;:  von  Dr.  Heiberjr,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  I'hy>.. 
bist.  Abth.  XXVIII.  S.  !:><>. 
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vorher  gefunden  worden  als  Antwort  auf  die  Frage,  welches 
der  geometrische  Ort  sei  für  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei 
gegebenen  Punkten  eine  gegebene  Summe  oder  Differenz  haben. 
Diese  Frage  kann  leicht  durch  Konstruktionsaufgaben  veranlafst 
sein,  namentlich  durch  die  Aufgabe  einen  Kreis  zu  konstruieren, 
der  drei  gegebene  Kreise  l)eruhrt.  Wenn  auch  Apollonius  in 
seiner  Schrift  über  die  Berührungen^)  diese  Aufgabe,  mit 
der  die  Griechen  sich,  wie  man  annehmen  darf,  auch  früher 
l)esrhäftigten ,  mittels  Zirkel  und  Lineal  gelöst  hat,  so  lag  der 
(iedanke,  dieselbe  durch  geometrische  Örter  für  den  Mittelpunkt 
zu  lösen,  doch  zu  nahe,  als  dafs  man  dies  nicht  zuerst  ver- 
sucht haben  sollte. 

Die  Analysis  nun,  welche  darauf  geführt  hatte,  dafs  dieser 
( )rt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  sei,  war  wahrscheinlich  zu  wenig 
übersichtlich  und  zu  weitläufig,  um  in  eine  Synthesis  umge- 
formt zu  werden.  Dagegen  wird  man  bei  genauerer  Unter- 
suciumg  der  betreffenden  Punkte  andere  mit  ihnen  verl)undene 
F]igenschaften  der  Kurven  gefunden  haben,  aus  denen  man 
«Innn  nach  und  nach  die  Beweisreihe  hat  konstruieren  können, 
i\\e  sich  bei  Apollonius  fmdet.  Dafs  nun  —  wie  ich  behaupte  — 
diese  Untersuctiung  gründlich  und  ziemlich  umfassend  gewesen 
i>l ,  das  schliefse  ich  aus  der  aufserordentlichen  Einfachheit 
«'l)en  dieser  Beweisreihe;  denn  sie  aus  so  einfachen  Gliedern 
zusamnu^nzusetzen  hat  nur  dem  gelingen  können,  der  aus  einer 
jircifsercMi  Zahl  von  Eigenschaften  die  einfachsten  und  für  den 
vorliegendc^n  Zweck  bequemsten  auswählen  konnte. 

Einen  anderen  Beweis  finde  ich  darin,  dafs  sich  nachweisen 
läfst,  Apollonius  sei  nicht  der  erste  und  einzige  gewesen,  der 
sich  mit  den  Sätzen,  von  denen  die  Rede  ist,  beschäftigt  hat. 

D(T  31^te  von  Pappiis'  Hülfssätzen  zu  Euklids  Porismen 2) 


'1  l'appus.  Ausjr.  v.  Hultsdi,  S.  «)44  fll'.  Da  Apollonius  in  der  t'^nannten 
Srlnift  aucb  die  Falle  behandelt,  wo  einer  oder  mebrere  der  Kreise 
Ulli  ;:(M'aden  Linien  vertauscht  werden,  so  durfte  auch  diese  Aufjr.ibe 
oiiK'  natnrlicbe  Veranlassung^  dargeboten  haben,  die  rntersucliunj:  des 
Hreiinimiiktes  der  I\irabel  vorzunehmen  und  die  rbereinstimniunj: 
zuiscben  diesem  und  denjenijren  dei  Ellipse  und  Hyperbel  zu  bemerken. 

')  Ausu'.  V.  Hultscb,  S.*K)»). 
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lautet,  wenn  wir  nur  die  Buchstaben  etwas  verändern  und  im 
übrigen  dieselbe  Figur  (Fig.  66)  zeichnen,  folgendermafsen : 

Gegeben  ist  ein  Halbkreis  über  A^A  als  Durchmesser;  in 
den   Endpunkten   A    und  A^  dieser  Strecke  werden  die  Senk- 
rechten AM  und  A^it^  erreichtet, 
und   eine    beliebige   Gerade   MM^ 
wird   gezogen;   in   dem  Punkte  G 
(in  dem  diese  Gerade  den  Halbkreis 
schneidet)  wird  die  GF  senkrecht 
p^F     ZU  iVi  M  gezogen ;  trifft  diese  Senk- 
rechte die  A^A  in  F,  so  ist 
Vig.m.  AM.A,M,=^  A.F.FA. 

Merkwürdigerweise  beweist  nun 
Pappus  nicht  diesen  Satz  selbst,  sondern  die  Umkehr ung 
desselben,  oder  man  kann  sagen,  da  die  Einzelheiten  des  Be- 
weises sich  umkehren  lassen,  dafs  er  die  Analysis  giebt,  aus 
der  sich  der  synthetische  Beweis  eben  des  Satzes,  den  er  aus- 
spricht, würde  ableiten  lassen.  Der  wirklich  bewiesene  Satz 
fallt  —  ohne  dafs  ein  Kegelschnitt  genannt  wird  —  genau 
mit  dem  zusammen,  dafs  der  geometrische  Ort  für  die  Projek- 
tion eines  Brennpunktes  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  (die  Figur 
entspricht  der  letzteren)  auf  eine  Tangente  der  Kreis  über  der 
Hauptaxe  als  Durchmesser  ist,  also  genau  mit  demjenigen,  den 
Apollonius  in  49  beweist  und  darauf  in  50  anwendet,  ohne  dafs 
er  sich,  bei  seinem  Eifer  das  Endresultat  zu  erreichen,  Zeit  lafst, 
denselben  auszusprechen.  Die  Bestimmung  der  Tangente  M^  M 
durch  das  Rechteck  aus  den  Stücken,  welche  sie  auf  den  Tan- 
genten der  Scheitelpunkte  abschneidet,  und  des  Brennpunktes 
F  durch  das  dem  ersteren  gleiche  Rechteck  A^F.  FA  ist  genau 
dieselbe  wie  die,  welche  Apollonius  anwendet.  Dasselbe  gilt 
für  Pappus'  ganzen  Beweis. 

Nun  darf  man  annehmen,  dafs  der  hier  vorliegende  Hülfs- 
satz,  ebenso  wie  Pappus'  Hülfssätze  zu  bekannten  Werken, 
nichts  anderes  enthalten  habe  als  einen  ausführlicheren  Nach- 
weis von  etwas,  das  dem  Verfasser  des  Hauptwerkes  bekannt 
war,  das  dieser  aber  entweder  als  etwas  auch  seinen  Lesern 
bekanntes  betrachtete  oder  indirekt   aus  dem  Zusammenhange 
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so  lioi'vortretoii  Hers,  dal's  ein  besonderer  Beweis  überflüssig 
wurde.  Euklid  kannte  also  einen  Satz,  der  nach  seinem  Inhalt 
und  nach  dem  Beweise,  den  Pappus  für  den  naehstliefrenden 
ansieht,  genau  mit  einem  wichtigen  Satze  aus  Apollonius*  Lehre 
von  dvn  Bi'ennpunkten  zusammenfallt,  einen  Satz  überdies,  der 
erst  dann  eine  einfache  Form  annimmt,  wenn  man  ihn  als 
rjnen  Satz  über  Brennpunkte  aufifafst. 

Der  Umstand  also,  dafs  der  Hülfssatz,  abgesehen  von  der 
Form,  ganz  der  Lehre  von  den  Brennpunkten  angehört,  macht 
«'S  wahrsctieinlich,  dafs  dasselbe  mit  dem  oder  den  von  Euklids 
Porismen  der  Fall  gewesen  ist,  zu  deren  Beweisen  er  gehört. 
Sogar  Chasles,  der  keine  bewufste  Verbindung  zwischen 
Euklids  Porismen  und  der, Lehre  von  den  Kegelschnitten  an- 
nimmt, stützt  auf  den  angeführten  Hülfssatz  sein  Porisma  174, 
das  —  selbstverständlich  ohne  einen  Kegelschnitt  besonders  zu 
nennen  —  aussagt,  dafs  die  Senkrechten,  welche  in  den  Schnitt- 
punkten einer  Tangente  eines  Kegelschnittes  mit  dem  über  der 
llau[)tax(^  als  Durchmesser  beschi'iebenen  Kreise  errichtet  wer- 
<len,  durch  feste  Punkte  gehen;  ferner  seine  Porismen  1U4  und 
IDo,  welche  ausdrücken,  dafs  die  Enveloppe  des  einen  Schenkels 
«Ines  lechtcMi  Winkels,  dessen  anderer  Sch(4ikel  durch  einen 
Irstim  Punkt  geht,  wahrend  der  Scheiteli)unkt  auf  einer  Kreis- 
peripherie gleitet,  ehi  Kegelschnitt  ist  (mit  dem  festen  Punkte 
als  Brcimpunkt);  endlich  sein  Porisma  IDü,  welches  aussagt, 
dafs  die  Enveloppe  der  Sehnen  eines  Kreises,  welche  die  End- 
[)unkte  paralleler  Sehnen  verbinden,  die  durch  feste,  auf  einem 
Durchmesser  gleich  weit  vom  Mittelpunkte  gelegene  Punkte 
gezogen  sind,  ein  Kegelschnitt  ist  (mit  den  festen  Punkten  als 
Rrennpunkten). 

Dal's  Euklids  Bücher  über  die  Porismen  unter  Formen, 
ix'i  denen  die  Kegelschnitte  nicht  genannt  werden,  die  hier 
erwähnten    oder   andere  Sätze    über  Brennpunkte*)   enthalten 


'I  Dil  <lio  Hficher  über  die  I^orismen,  wenigstens  vorzugsweise,  (unvoll- 
stäiidige)  Satze  Ober  Örter  enthalten  hal)en.  und  da  ich  geneigt  l)in, 
♦  inen  etwas  gnlfseren  Abstand  zwischen  Euklids  Porismen  und  l*a[)pus' 
Hnlfssätzen  anzunehmen  als  Chasles  thut,  so  würde  idi  mir  eher  den 


iJL 
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liaben,  würde,  wie  schon  bemerkt  (S.  168),  vollkommen  zu  der 
Vermutung  über  den  Ursprung  der  Porismen  stimmen,  die  ich 
im  achten  Abschnitt  aufgestellt  habe,  und  dafs  Euklid  die  dazu 
nötigen  Kenntnisse  besafs,  bezeugt  Pappus'  llülfssatz.  Unter- 
suchungen über  Brennpunkte  sind  also  schon  vor  Apol- 
lonius  bekannt  gewesen.  Man  hatte  also  Zeit  genug 
gehabt  auch  an  die  Parabel  denken. 

Sind  diese  meine  Behauptungen  richtig,  so  hat  man  aller- 
dings aufs  neue  einigen  Grund  sich  darüber  zu  wundem,  dafs 
in  ApoUonius'  Werk,  das  docli  in  die  gesamte  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  einführen  sollte,  einige  der  wichtigsten  Brenn- 
punktseigenscliaften  der  Ellipse  und  Hyperbel  nur  als  Glieder 
in  einer  Beweisreihe  angeführt  und  die  entsprechenden  Sätze 
über  die  Parabel  garnicht  genannt  werden').  Der  Grund  hier- 
für kann,  da  es  sich  vor  allem  um  die  Sätze  über  die  Lage 
der  Tangente  mit  Beziehung  auf  die  an  den  Berührungspunkt 
gezogenen  Brennstrahlen  handelt,  nicht  der  sein,  dafs  dieselben 
in  Werke  über  geometrische  Örter  aufgenommen  worden  waren. 
Indessen  kann  es  auch  nicht  wohl  ein  anderer  sein  als  der, 
dafs  man  sich  in  anderen  Schriften  hinreichend  mit  diesen 
Sätzen  beschäftigt  hatte. 

Hierbei  mufs  man  an  eine  bestimmte  Klasse  von  Schriften 


citierten  Hfilfssatz  in  einem  Porisma  angewandt  denken  können, 
welches  den  Ort  l)ehandelt  für  die  Sclinittpunkte  zwischen  einer  Tan- 
;renle  eines  Kegelschnittes  und  einer  Geraden,  welche,  vom  Brennpunkt 
aus  gezogen,  die  Tangente  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidet. 
*)  Als  eine  mögliche  Veranlassung  dieses  l'mstandes  liefse  sich  anführen, 
dafs  die  Beweise  für  die  Brennpunktseigenschaften  der  Parahel  am 
leichtesten   sich    durch    den    erst    im    fünften    Buch    bewiesenen   Satz 

führen  lassen,    dafs  die   Subnormale  gleich  ~-  ist  {SN  in  Fig.  67  im 

Folgenden),  da  in  Folge  dessen  F  die  Mitte  von  PN  wird,  mithin 
FR  =  FP.  Wir  haben  nämlich  aus  der  Vorrede  zu  Apollonius' 
fünftem  Buch  gesehen,  «lafs  der  Wert  der  Sul)normale  vor  Apolloniu.n 
bekannt  war.  und  dafs  er  dieselbe  im  ei^sten  Buch  hätte  berücksich- 
tigen können,  dies  al)er  des  Zusammenhangs  wegen  bis  zum  fünften 
Budie  verschol)en  liat.  Doch  würde  Apollonius  sich  aus  diesem  Grunde 
nidit  haben  hindern  lassen,  die  Brennpunktseigenschallen  der  Pai-ahel 
im  dritten  Buche  mit  zu  behandeln,  wenn  es  für  ihn  von  Wichtigkeit 
jrewesen  wäre. 
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(leiikoii.  nämlich  die  Schriften  über  Katoptrik  oder  über  die 
Zurückwerfung  des  Lichtes  von  spiegelnden  Flächen.  In  einem 
kürzlich  entdeckten  Bruchstücke  einer  solchen  Schrift,  nämlich 
in  dem  Teil  des  sogenannten  „Fragment um  Bobiense", 
der  von  Dr.  Heiberg^)  interpretiert  ist,  findet  man  auch 
wirklich  einen  vollständigen  Beweis  für  den  Satz,  dafs  eine 
Paiabeltangente  gleiche  Winkel  mit  der  Axe  und  dem  an  den 
ßei'üiirungspunkt  gezogenen  Brennstrahi  bildet.  Wenn  auch 
anzunehmen  ist,  dafs  dieser  Beweis  in  einer  viel  späteren  Zeit 
aus^^earbeitet  wurde  als  die  ist,  mit  der  wir  uns  hier  beschäf- 
tij.^Mi,  so  wollen  wir  denselben  hier  doch  mitteilen,  da  er  den 
ältesten  darstellt,  welcher  uns  erhalten  ist,  und  da  er  sich  ganz 
pMiau  an  die  in  Apollonius'  Kegelschnitten  enthaltenen  Sätze 
ausciiliefst. 

Ist  (Fig.  G7)  F  der  Brennpunkt  einer  Parabel,  auf  der  Axe 
Ixstimmt   durch  den  Abstand    AF  =  ^j)  vom  Scheitelpunkt, 


Fig.  07. 

und  sind  RS  und  liP  Ordinate  und  Tangente  eines  beliebigen 
Kurvenpunktes  Ä,  so  wird  nach  der  Gleichung  der  Parabel. 
und  weil  Ä  die  Mitte  zwischen  P  und  S  ist,  das  Stück  AG 
(1(T  Scheitelpunktstangente  bestimmt  durch 

AG^  =  |.S'Ä2  =  \p.AS  =  AF.AS  =  AF.PA, 

[heraus  folgt,  dafs  FG±PR,  und,  da  P«  =-  GÄ,  dafs 
PF  ==  FB,   sowie   dafs    ^  RPF  =  z  FRP,     [Trägt   man 


Zeit  sehr.  f.  Math.  u.  Phys.,  bist.  Ablh.  XXVIII,  S.  1:21  ff. 
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auf  der  Verlängerung  der  Axe  das  Stuck  AE  =  FA  ab,  so 
folgt  auch  aus  PF  =  FR,  dafs  FR  =  ES.  also  die  früher 
♦»rwahnte  Haupteigenschafl  des  Brennpunktes  der  Parabel:  aber 
die  Katoptrik  gab  dem  Verfasser  keine  Veranlassung  hierauf 
(»inzugehen]. 

Über  das  Bruchstück,  dessen  hihalt  hier  wiedergegeben  ist, 
stellt  Heiberg  in  Cbereinstimnuuig  mit  Beiger,  der  früher 
die  Fortsetzung  desselben  Manuskriptes  herausgegeben  hatte,  die 
Vermutung  auf,  dafs  es  aus  dem  6ten  Jahrhundert  n.  Chr.  von 
A  n  t  h  e  m  i  u  s  stamme  und  sich  an  ein  anderes  erhaltenes  Frag- 
ment desselben  Verfassers  angeschlossen  habe,  das  in  Dr.  Heibergs 
Übersetzung^)  folgendermafsen  lautet:  ,,Da  aber  die  Alten  auch 
die  gewöhnlichen  Brennspiegel  erwähnt  haben,  wie  man  die 
Einfallsflächen  konstruieren  solle,  nur  rein  mechanisch,  ohne 
geometrische  Beweise  hierfür  vorzubringen,  alle  aber  solche 
(d.  h.  die  Meridiankurven  der  Flächen)  als  Kegelschnitte  be- 
zeichnend, ohne  aber  anzugeben,  welche,  und  wie  sie  ent- 
stehen, so  w^crden  wir  hier  versuchen,  die  Konstruktionen 
einiger  solcher  Einfallsflächen  zu  geben,  und  zwar  nicht  ohne 
Beweis,  sondern  durch  die  geometrischen  Methoden  begründet**. 

Der  Umstand,  dafs  Anthemius,  wie  ersichtlich,  keinen 
älteren  Beweis  kennt,  ist  nach  Heiberg  ein  Grund  für  die  An- 
nahme-), dafs  das  soeben  nach  dem  Fragmentum  Bobiense 
mitgeteilte  nicht  älter  als  Anthemius  ist,  und  da  darin  gerade 
das  Versprechen  erfüllt  wird,  welcties  er  giebt,  so  ist  es  natür- 
lich, ihm  dasselbe  zuzuschreiben.  Anthemius'  Unkenntnis  eines 
älteren  Beweises  ist  dagegen  kein  zuverlässiges  Zeugnis  dafür, 
dafs  niemand  früher  einen  solchen  geführt  habe.  Im  Gegenteil, 
wenn  Anthemius  uns  mitteilt,  dafs  man  vor  seiner  Zeit  Brenn- 
spiegel gekannt  habe,  die  aus  Kegelschnitten  gebildet  waren 
(und  das  können   nur  solche  gewesen  sein,  die  durch  Umdre- 

M  a.a.O.  8.128-1:29. 

')  Entscheidend  ist  dieses  Arirunient  indessen   keineswegs,    da  es    nicht 

nötig  ist.   (Ulfs  Anthemius  das  Manuskript  gekannt  hat.     Dieser  Grund 

spricht  also  nicht  gegen  Cantors  Annahme   THermes  XVI,   S.  H:i7ft'.). 

dafs  das  Manuskript  viel  alter  sein   un<l  z.  B.  von  Diokles   herrfdiren 

könne. 
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liuni.^  von  Kcgi^lsclinitten  um  die  Ilaiiptaxe  gebildet  waren),  so 
(Ulahren  wir  mit  genau  derselben  Sicherheit,  dafs  man  die 
Haupteigenschaft  dieser  Brennspiegel  bewiesen  habe.  Solclie 
Spiegel  sind  nämlicli  zu  schwierig  zu  konstruieren,  als  dafs 
jemand  auf  ihre  Konstruktion  verfallen  konnte  ohne  vorher  auf 
theoretischem  Wege  ihre  Eigenschaften  gefunden  und  bewiesen 
zu  haben.  Wenn  also  die  „Alten",  welche  Anthemius  kennt, 
so  wenig  von  der  alten  griechischen  Mathematik  gewufst  haben 
sollten,  dafs  sie  die  Anwendbarkeit  parabolischer  Hohlspiegel 
(4-wähnten  ohn(j  dieselbe  beweisen  zu  können,  so  müssen  sie 
(las,  was  sie  hiervon  wufsten,  noch  alteren  Schriftstellern  ver- 
dankt haben,  welche  die  Bewei.se  geführt  hatten. 

Da  indess(»n  di(^  Alten,  nach  Anthemius,  nur  von  d(T  Be- 
nutzung der  Kegelschnitte  gesprochen  haben  oIuk^  anzugeben, 
\v(?lchen  Kegelschnitt  .sie  meinen,  so  wäre  es  innner  noch  mög- 
lich, dafs  sie  nur  an  ellipsoidi.schc  Hohlspiegel  gedacht  und 
dann  auch  aus  Apollonius*  drittem  Buche  gewufst  hatten,  dafs 
Strahlen,  welche  von  dem  einen  Brennpunkt  au.sgehen,  nach 
dem  anderen  zurückgeworfen  werden.  Die.se  Möglichkeit  ist 
wirklich  vorhanden,  sobald  man  annehmen  darf,  dafs  man 
in  der  alten  Zeit  sich  nicht  mit  dem  Studium  d(T  Znrück- 
wtMt'ung  paralleler  Lichtstrahlen  be.schaftigt  hat. 

Hierauf  könnte  das  Werk  deuten,  das  uns  unter  dem 
\amen  von  Euklids  Katoptrik  aufbewahrt  i.st.  In  die.seni 
Werke  findet  sich  nichts  üb(T  parallele  I/ichtslrahlen,  und  in 
ilrin  letzt(^n  Satze  demselben,  der  von  spharisclu^n  Holilspiegeln 
handelt,  werden  ausdrücklich  Strahlen  betrachtet,  W(»lche  von 
t'incm  Punkt  der  Sonne  ausgehen,  und  nicht  parallele  Strahlen. 
Da  überdies  nichts  über  die  Grenzen  für  die  Entfernung  dieses 
leuchtenden  Punktes  gesagt,  sondern  derselbe  nur  still.schweigend 
als  weiter  vom  Spiegel  entfernt  als  der  Kugelmittelpunkt  be- 
trachtet wird,  so  erhrdt  man  keine  andere  (irc^nze  für  die 
Schnittpunkte  der  zurückgeworfenen  Strahlen  mit  dem  durch 
den  leuchtenden  Punkt  gezogenen  Durchme.s.ser  als  eben  den 
Kngelmittelpunkt. 

Ditser  Umstand  dürfte  d(»n  Verfasser  des  Stückes  vom 
Krairmentum    Bobien.<e,    welches    auf   den    Beweis    des   Spitzes 


:i7^  r^echzehoter  Al»2«hoitt. 

fihfv  dk'  Parab*.-!  \|  folgt,  zu  dem  Ausspruch  veranlafst  faaben. 
dafs  einijre  den  Brennpunkt  eines  cirkularen  Spiegels  im  Mittel- 
punkte annehmen:  aber  —  fugt  er  hinzu  —  diese  fehlerhafte 
Meinung  hat  Apolionius  in  seinem  Buche  über  Brennspiegel 
<oder  -gegen  die  Katoptriker- )  hinlänglich  widerlegt,  und  er 
hat  deutlich  gemacht,  wo  der  Brennpunkt  liegt.  Von  welchem 
Brennpunkt  nun  die  Rede  ist,  erfahrt  man  dadurch,  dafs  der 
Verfasser  dc^  Fragmentes,  trotz  dieser  Anerkennung  von  Apol- 
ionius' Resultat,  nicht  ganz  mit  seiner  Darstellung  zufrieden 
ist  und  deshalb  eine  andere  an  die  Stelle  setzt.  Aus  dieser*) 
einlebt  sich,  dafs  von  parallelen  Strahlen  die  Rede  ist,  die 
von  einem  sphärischen  Spiegel  zurückgeworfen  werden,  der  von 

jeder  durch  die  Axe  DB  (Fig.  68)  gelegten 

Diametralebene  in  einem  Kreisbogen  ABC 

von  90*^  geschnitten  wird.   Es  wird  bewiesen. 

'  dafs  die  zurückgeworfenen  Strahlen  die  Axe 

,; ,: — r—B        in  Punkten  treffen,  die  zwischen  der  Mitte 

E  des    Radius    BD    und   dessen   Schnitt- 
/  punkt  F  mit  der  Ebene   des  den  Spi^el 

^  begrenzenden  Kugelkreises  AC  liegen. 

Dasselbe   hat  also  Apolionius   gewufsl 
'*"*  und  ausgesprochen.     Da  nun  die  Anwend- 

bark(Mt  des  Hohlspiegels  als  Brennspiegels  auf  der  Nähe  der 
Punkte  E  und  F  beruht .  so  enthielt  diese  Untersuchung  eine 
Aufforderung  zu  der  Frage,  ob  es  nicht  Hohlspiegel  geben 
k()nne,  welche  alle  i)arallelen  Stralilen  auf  denselben  Punkt 
zurückwerfcjn.  Diese  Aufforderung  mufste  um  so  stärker  auf 
Apolionius  einwirken,  als  er  durch  seine  Kenntnis  der  Brenn- 
punkte* der  Ellii)se  imstande  war  Spiegel  zu  konstruieren,  die 
Strahlen,  welche  von  einem  festen  Punkte  ausgingen,  auf  einen 
anderen  zurückwarfen,  und  dadurch  nmfste  er  zugleich  darauf 
geführt   werden    zu    versuchen,    ob    nicht   parabolische  Spiegel 


*)  Was  sicli   hiervon  nicht  hei   Heil>ei>r  Inulet.    inufs  man    in  Belpers 

Artikel.  Hermes  XVI,  S.  4H1  ff.  suchen, 
'j  Ver^rl.  (Ismtors    Wiederherstellung   am    Schlüsse   seines   unil    Wachs- 

muths  Artikels,  Hermes  XVI.  S.  HiO  ff. 


Katoptri-sche  Arbeiten  von  ApoUonius  und  Archimedes.  371> 

^a»rade  die  verlangte  Eigenschaft  haben  sollten.  Dafs  er,  wenn 
die  Frage  einmal  so  gestellt  war,  mit  grofser  Leichtigkeit 
die  Antwort  linden  nmfste,  ist  einleuchtend. 

Wir  sehen  also,  dafs  die  Frage  betreffs  der  Brennspiegel 
Apolloniiis  auf  die  Betrachtung  des  Parabelbrennpunktes  füh- 
ren nmfste,  wenn  er  denselben  nicht  schon  früher  kannte. 
Übrigens  bin  ich  am  meisten  zu  der  Annahme  geneigt,  dafs 
er  denselben  kannte,  und  dafs  man  nicht  vom  Studimn  der 
sphärischen  Brennspiegel  zu  dem  der  parabolischen  und  mög- 
licherweise elliptischen  übergegangen  ist,  sondern  dafs  man 
umgekehrt,  nachdem  man  durch  Entdeckung  der  Sätze  über 
Brennpunkte  die  Anwendbarkeit  paraboloidischer  Hohlspiegel 
erkannt  hatte,  untersuchte,  in  wie  weit  sphärische  Hohlspiegel, 
die  man  konstruieren  konnte  und  die  vielleicht  auch  früher 
(MTie  so  flüchtige  Behandlung  erfahren  hatten  wie  in  der  Euklid 
zugeschriebenen  Katoptrik,  an  die  Stelle  dieser  treten  konnten. 

Mit  dieser  Untersuchung  also  hat  ApoUonius  sich  in  seiner 
katoi)tris(}ien  Arbeit  beschäftigt,  und  wenn  er  nach  der  Erwäh- 
nung im  Fragmentum  Bobiense  nicht  ausführlich  auf  die  Be- 
handlung paraboloidischer  Spiegel  eingegangen  ist*),  so  ist  der 
nntürliche  Grund  dafür  der  gewesen,  dafs  diese  Eigenschaften 
bekannt  waren.  Vielleicht  darf  man  dann  die  Vermutung  auf- 
stellen, dafs  die  Erfindung  dieser  dem  Archimedes  zu  ver- 
danken sei,  der  sich  so  viel  mit  der  Parabel  und  dem  Um- 
(hehungsparaboloid  beschäftigt  und  auch  in  einer  verlorenen 
Schrill  die  Katoptrik  2)  behandelt  hat.  Ob  nicht  die  her\'or- 
ragende  Schönheit  gerade  dieser  Erthidung  die  Quelle  für  die 
Sage  gewesen  ist,  dafs  er  die  römische  Flotte  durch  Brenn- 
spiegel in  Brand  gesteckt  habe? 

Dafs  die  Erfindung  der  vei^chiedenen  Brennspiegel  in 
(li(^ser  natürlichen  Ordnung  vor  .sich  gegangen  ist,  stimmt  recht 


M  Ks  Ware  nicht  undenkbar,  dafs  Antheniius  bei  ihm  die  aus  Kejzel- 
sclinitten  gebihietcn  Brennspiegel  erwähnt  gefunden  hat,  ohne  dafs 
die  Ei^'enschaflen  derselljen  genauer  beschrieben  oder  l>ewiesen  waren. 

')  Heiberg.  (Juaestiones  Archimedeae,  S. 38.  oder  Arcliimedes.  Ausg. 
V.  Heil)erg.  H.  S.  460-467. 


:^S0  Sechzehnter  Ahschnitt. 

KiU  ZU  dem  Unistande,  dafs  Antheniius  in  der  citierten  Stelle 
die  durch  Kegelschnitte  hervorgebrachten  Brennspiegel  die  ge- 
w()hnlichen  {aü\^7jtirj)  nennt.  Wegen  der  Schwierigkeit  ihrer 
Konstruktion  können  sie  allerdings  zu  einer  Zeit,  wo  man  auch 
die  sphärischen  Spiegel  kannte,  im  praktischen  Smne  nicht 
gewöhnlich  gewesen  sein.  Dagegen  wird  diese  Benennung  ver- 
ständlich, wenn  sie  ui*sprünglich  aus  einer  Schrift  herrührt,  in 
der  die  Lehre  von  den  sphärischen  Spiegeln  zum  ersten  Mal 
entwickelt  wurde,  also  vielleicht  aus  ApoUonius'  katoptrischer 
Arbeit. 

In  Verbindung  mit  den  Brennpunktseigenschaften  der  Kegel- 
schnitte habe  ich  im  Vorhergehenden  auch  die  Konstruktion 
eines  Kreises,  der  drei  gegebene  Kreise  berührt,  und  ApoUonius' 
Schrift  über  diese  Aufgabe  erwähnt.  Der  Zusammenhang  besteht 
darin,  dafs  der  geometrische  Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  der  zwei  gegebene  Kreise  berührt,  aus  zwei  Kegel- 
schnitten besteht,  deren  Brennpunkte  die  Mittelpunkte  der 
Kreise  sind  (aus  zwei  Parabeln,  wenn  der  eine  Kreis  mit  einer 
(xeraden  vertauscht  wird).  Die  genannte  Aufgabe  läfst  sich 
mittels  Zirkel  und  Lineal  lösen,  und  deshalb  hat  ApoUonius 
diese  Kegelschnitte  nicht  benutzt;  aber  dadurch  ist  umgekehrt 
die  (.»bene  Lösung  derselben  von  Bedeutung  gegenüber  diesen 
Kegelschnitten.  Die  Konstruktion  eines  Kreises,  der  durch  zwei 
gegebene  Punkte  geht  und  einen  gegebenen  Kreis  berührt,  ist 
in  Wirklichkeit  gleiclibedeutend  mit  der  Konstruktion  der  Schnitt- 
punkte zwischen  einer  Geraden  und  einem  Kegelschnitt,  von 
dem  die  Brennpunkte  und  die  Länge  der  Hauptaxe  gegeben 
sind^),  und  die  Konstruktion  eines  Kreises,  der  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht  und  zwei  gegebene  Kreise  berührt,  ist 
(^ine   mittels  Zirkel    und  Lineal  ausführbare  Konstruktion    der 


*)  Deshalb  kann  man  diese  Aufgabe  und  ihre  Diskussion  einer  elementar- 
;5'ec>nietnschen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  zu  Gmnde  legen,  wie 
ich  es  gethan  habe  in  einer  Arbeit,  Tidsskrifl  for  Mathematik  1878, 
die  sijuter  besonders  herausgegeben  ist  unter  dem  Titel:  Gitindi'iss 
t'iner  elementar-tjeometrischen  Kegelschniffslehre  (Leipzig  1882). 
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Schniltpiinkto  zwischen  zwei  Kegelschnitten  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Brennpmikt. 

Es  liegt  nichts  vor,  was  darauf  deuten  könnte,  dal's  die 
Griechen  von  diesen  Umständen  Gebrauch  gemacht  hätten,  und 
d(M-  geringere  Grad  von  Interesse  für  die  Brennpunkte,  für  den 
der  ilangel  einer  Untersuchung  des  Parabelbrennpunktes  ni 
Apollonius'  Hauptwx^rk  Zeugnis  ablegte,  macht  es  vielleicht 
sogar  unwahrscheinlich,  dafs  sie  es  gethan  haben:  aber  wenn 
über  die  Mittel  berichtet  werden  soll,  die  den  Griechen  da,  wo 
sicii  Verwendung  dafür  finden  konnte,  zu  Gebote  standen,  so 
verdienen  die  Konstruktion  des  Berührungskreises  von  3  Kreiseu 
und  die  Lösungen  der  hierin  einbegriffenen  specielleren  Auf- 
raben, die  ApoUonius  nach  Pappus  auch  aufgenonmien  hat. 
angeführt  zu  werden. 

Es  wird  aus  di(\sem  Grunde  nicht  unpassend  sein  hier 
einige  Worte  über  die  Art  hinzuzufügen,  wie  ApoUonius 
wahrscheinlicherweise  diese  Konstruktionsaufgaben  gelöst  hat,  um 
so  mehr  als  man  aus  Pappus'  Hülfssätzen  zu  ApoUonius'  ver- 
lorener Schrift  mehr  hierüber  schliefsen  kann,  als  aus  den  meisten 
übrigen  Konnni^ntaren  desselben.  Wenn  nämlich  als  Hülfssatz 
zum  zweiten  Buch  die  Konstruktion  eines  Dreiecks  angeführt 
wird  M.  das  in  einen  Kreis  beschrieben  ist,  während  die  Seiten 
durch  drei  feste  Punkte  einer  Geraden  gehen,  so  liegt  nichts 
unzutreffendes  in  der  Annahme,  dafs  ApoUonius  in  seinem 
zw('iten  Buch,  in  dem  sich  die  Lösung  der  allgemeinsten  von 
den  Berührungsaufgaben  l)efand,  von  der  folgenden  sehr  nahe- 
liegenden Reduktion  auf  die  von  Pappus  behandelte  Aufgabe 
Ge])rauch  gemacht  habe. 

vi,  B  und  C  (Fig.  (Y,))  seien  die  Mittelpunkte  der  drei 
gegebenen  Kreise,  deren  Radien  wir  r/,  b  und  c  nennen  wollen, 
und  einer  der  gesuchten  Berührungskreise  sei  gezeichnet.  Dann 
werden,  was  auch  die  Alten  wufsten  (wie  wir  unter  anderem  aus 
Pappus'  i'tein  Buche  2)  ersehen  können),  die  Verbindungslinien  der 


M  Aus-    V.  Hultsch.  S.  SiS. 
')  \\\>\:.  V.   Hultscli.  S.  iJlO. 
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Sechzehnter  Abschnitt. 


Berührungspunkte  P,  Q  und  B  durch  drei  solche  Ähnlichkeits- 
punkte />,  K  und  F  gehen,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 
Verlängert  man  nun  PQ  und  Pi?,  bis  sie  den  Kreis  um  A  zum 
zweiten  Male  in  S  und  T  schneiden,   so  wird  die   Linie  ST 


Fij?.  ()9. 


parallel  der  QIi\  sie  schneidet  also  die  Linie  DEF  in  einem 

Funkte»  (t,  der  durch    >,  ,^  ==  —  bestimmt  ist.     Dann   kommt 

G  r  a 

OS  darauf  an,  in  den  Kreis  um  A  ein  Dreieck  PST  zu  be- 
schreiben, dessen  Seiten  durch  die  bekannten  Punkte  G,  E 
und  F  gehen. 

Die  von  Pappus  angefühi'to  Lösung  dieser  Aufgabe  findet 
man,  wenn  man  die  Sehne  TU  parallel  der  EF  zieht,  sowie 
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die  Sehne  UP,  welche  EF  in  H  schneiden  möge.  Das  Viereck 
SP  HG  ist  dann  ein  Sehnenviereck,  da  die  Winkel  S  und  H 
Suppk^mente  sind;  Punkt  H  läfst  sich  also  dadurch  bestimmen, 
(iafs  FG  .  FH  gleich  der  Potenz  des  Punktes  F  mit  Bezug  auf 
den  Kreis  A  sein  mufs. 

Dann  ist  die  Aufgabe  wiederum  darauf  reduciert,  von  K 
und  H  an  einen  unbekannten  Punkt  P  des  Kreises  Ä  zwei 
^'erade  Linien  zu  ziehen,  welche  den  Kreis  A  zum  zweiten 
Male  in  den  Punkten  U  und  T  so  schneiden ,  dafs  die  Sehne 
VT  d(^r  Geraden  EH  parallel  wird.  Diese  Aufgabe  —  welche 
librigens  identisch  ist  mit  der  folgenden:  den  Berührungspunkt 
/^  des  Kreises  A  mit  einem  Kreise  zu  bestimmen,  der  durch 
K  und  //  geht  —  löst  Pappus  in  einem  Hülfssatze  zum  ersten 
Huclie  über  die  Berührungen^)  dadurch,  dafs  er  den  Schnitt- 
punkt /  zwischen  EH  und  der  im  Punkte  U  an  den  Kreis  A 
l^'ezogenen  Tangente  bestimmt.  Da  das  Viereck  VPEI  ein 
Si^hnenviereck  wird,  so  geschielit  diese  Bestimmung  dadurch, 
dafs  HE ,  HI  gleich  der  Potenz  des  Punktes  H  mit  Bezug  auf 
den  Kreis  A  wird. 

Wie  man  sieht,  ist  bei  der  hier  abgeleiteten  Konstruktion 
eines  Kreises,  der  drei  andere  Kreise  berührt,  eine  so  unmittel- 
bare Anwendung  von  Pappus'  Hülfssätzen  gemacht,  dafs  man 
kaum  bcv.weifeln  kann,  dafs  die  Lösung  nahe  mit  der  zusammen- 
fäiiL  an  welclie  Pappus  denkt.  Sie  nmfs  dann  auch  im  wesent- 
lichen mit  Apollonius'  eigener  Lösung  zusammenfallen,  selbst 
w(^nn  Pa})pus  bei  seinen  Hülfskonstruktionen ,  die  zu  schwierig 
sind,  als  dafs  Apollonius  dieselben  ohne  weiteres  als  bekannt 
v()ransg(\setzl  haben  kann,  einzelne  Änderungen  an  Apollonius' 
Konstruktionen  oder  Beweisen  beabsichtigt  haben  sollte. 

M  Aus-.  V.  Hultsoli.  S.  834  ff. 
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Ähnliche  Kegelschnitte;   Apolionius'  6tes  Buch. 


Für  die  Aufgabe,  die  ich  mir  gestellt  habe,  nämlich  ans 
Licht  zu  ziehen,  was  die  Griechen  überhaupt  von  den  Kegel- 
schnitten wufsten,  sowie  zu  untersuchen,  wie  sie  dieses  Wissen 
erwarlKMi,  befestigten  und  anwandten,  hat  Apollonius'  ßles 
Buch  keine  grofse  Bedeutung.  Denn  die  Sätze  über  Kon- 
gruenz und  Ähnlichkeit,  welche  dasselbe  enthält,  sind  meistenteils 
solche,  welche  man  in  der  Kegel  als  unmittelbar  einleuchtend 
ansieht,  die  man  deshalb  ohne  Bedenken  vor  Apollonius'  Zeit 
beimtzt  haben  würde,  und  für  die  Beweise  enthält  das  erste 
Buch  eine  so  gute  Grundlage,  dafs  derjenige,  der  mit  diesem 
vertraut  ist,  nicht  in  Zweifel  darüber  sein  kann,  wie  man  sie 
zu  fühn^i  habe.  Aufser  diesen  Sätzen  enthält  das  6te  Buch 
ein  Paar  hübscher  Konstruktionen  im  Räume,  von  denen  die 
eiiK»  allerdings  nur  eine  w(?itere  Ausführung  einer  Konstruktion 
ist .  die  in  einer  bestimmten  Absicht  im  ersten  Buche  vorge- 
n(jmmen  wurd(^  während  die  zweite?  eine  Behandlung  einer 
vfM'wandten  Aufgabe  darstellt. 

Aus  dies(?n  Gründen  werden  wir  im  Oten  Buche  keine  Ge- 
leg(*nh(jit  haben  zu  sehen,  dafs  Apollonius  irgendwie  neue, 
eigentlich  geometrische  Schwierigkeiten  überwindet.  Dagegen 
sind  die  Verdienste  des  Buches  von  mehr  ordnender  und 
systematisierender  Natur,  indem  dasselbe  durch  Hinführung  auf 
])estimmte  Definitionen  und  Beweise,  welche  sich  an  das  im 
ersten  Buche  aufgestellte  System  anschliefsen,  zur  Beherrschung 
d(*s  schfMubar  unmittelbaren  Wissens  verhilft,  so  dafs  der 
wuniger  sichere  Forscher  vor  Irrtümern  behütet  und  der  vor- 
sichtige der  rnbe(|uemlichkeit  enthoben  wird,  für  jeden  ein- 
zelnen von  den  Fällen,  die  unter  das  in  diesem  Buche  behan- 
delte allgemeinere  Gebiet  gehcirt^n.  Beweise  aufzustellen. 

•  Das  sechste  Huch  dient  also  nicht  dazu,  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  einen  gröfseren  Inhalt,  sondern  ausschliefslich 
dazu,   derselben  gröfsere  Festigkeit  zu  geben.     Wenn   indessen 
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Apollüniiis  selbst  dasselbe  unter  die  für  besondere  Unter- 
.sucliungen  bestimmten  letzten  Büchern  gestellt  hat,  so  muls 
das  darin  seinen  Grund  gehabt  haben,  dafs  die  ausdrücklicht.» 
Aufstellung  der  in  demselben  enthaltenen  Sätze  wenigstens 
teilweise  neu  war.  Wir  dürfen  also  in  diesem  Buche  ein  Bei- 
spi(^l  für  solche  systematisierendeSpecialuntersuchungen  erblicken, 
die  gewifs  auch  zu  ihrer  Zeit  der  Aufführung  anderer  Teile 
<les  griechischen  geometrischen  Lehrgebäudes  vorangegangen 
sein  müssen,  und  die  dazu  gedient  haben  diesem  Gebäude  seine 
bewunderungswürdige  Festigkeit  und  Zuverlässigkeit  zu  geben. 

Der  Umstand,  dafs  die  geometrischen  Schwierigkeiten,  welche 
im  ()ten  Buche  zu  überwinden  waren,  an  und  für  sich  so  gering 
sind  und  dafs  der  hihalt  dieses  Buches  sich  so  genau  an  den 
des  ersten  anschliefst,  liefert  eine  Bestätigung  für  unsere  im 
(InMzehnten  Abschnitt  aufgestellte  Behauptung,  dafs  nicht  der 
<u'genstand  der  Untersuchung  den  Unterschied  zwischen  den 
vier  letzten  und  den  vier  ersten  Büchern  von  Apollonius'  Kegel- 
schnitten ausmacht. 

Dafs  man  sich  auch  vor  Apollonius  mit  kongruenten  und 
ähnlichen  Kegelschnitten  und  Bogen  von  solchen  beschäftigt 
habe,  wird  —  wie  es  scheint  -—  durch  die  letzten  Worte  der 
Vorrede  zum  Oten  Buche  zu  erkennen  gc^geben;  diese  drücken 
aus,  dals  die  in  diesem  Buche  enthaltenen  Dinge  vollständiger 
und  klarer  behandelt  werden  als  von  denen  geschehen  ist,  die 
früher  darüber  geschrieben  haben.  Zwar  wäre  es  möglich, 
dals  diese  Bemerkung  sich  nur  auf  die  im  selben  Buche  be- 
handelten Konstruktionen  bezöge;  aber  es  giebt  jedenfalls 
<'ine  erlialtene  ältere  Schrift,  in  der  ein  sehr  umfassender  Ge- 
i)rauch  von  ähnlichen  Kegelschnitten  gemacht  und  der  Begriff 
Almlichkeit  sogar  auf  Umdrehungsflächen  zweiter  Ordnung  ange- 
wandt wird,  nämlich  Archimedes'  Buch  über  Konoide 
und  Sphäroide. 

Wie  man  aus  diesem  Buche  ersieht,  mufs  es  bekannt  ge- 
wesen sein,  dafs  alle  Parabeln  ähnlich  sind,  da  Archiniedes 
den  hierruit  verwandten  Satz,  dafs  alle  Umdrehungsparaboloide 
ähnlich  sind,    als  unmittelbar  einleuchtend  betrachtet*).     Das 

M  Aus-.  V.  Heil)erg,  I,  S.  !278. 

25 


;j8()  Siebzelinter  Abschnitt. 

von  ihm  benutzte  Kennzeichen  für  die  Ähnlichlceit  von  Ellipsen 
und  Hyperbehi  erfahren  wir  ausdrücklich,  indem  gesagt  wird» 
dafs  parallele  Schnitte  derjenigen  Umdrehungsflächen  zweiter  Ord- 
nung, mit  denen  Archimedes  sich  beschilftigt,  ähnlich  sind,  weil 
die  Quadrate  der  unter  reichten  Winkeln  errichteten  Ordinalen 
bei  allen  diesen  Schnitten  in  demselben  Verhältnis  zu  den  Recht- 
ecken aus  den  Abständen  der  Ordinaten  von  den  Scheitel- 
punkten stehen  ^).  Bestimmt  man  die  Länge  der  zweiten 
Ilyperbelaxe  auf  dieselbe  Weise,  wie  es  von  Apollonius  (und 
den  Mathematikern  der  Gegenwart)  geschieht,  so  ist  dieses 
Kennzeichen  gleichbedeutend  mit  dem,  dafs  die  Axen  propor- 
tional sind.  In  Übereinstimnmng  hiermit  werden  Umdrehungs- 
ellipsoide,  deren  Axen  proportional  sind,  ähnlich  genannt-), 
und  unter  den  von  Archimedes  betrachteten  Umdrehungshyper- 
boloiden  diejenigen,  deren  Asymptotenkegel  ähnlich  sind.  Hiei-zu 
werden  noch  Definitionen  für  die  Ähnlichkeit  von  Segmenten 
hinzugefügt. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  verschiedenen  Aussprüche  ist  man 
—  wie  schon  bei  Euklids  speciell  für  geradlinige  Figuren  oder 
ümdrehungskegel  geltenden  Definitionen  der  Ähnlichkeit  —  in 
einiger  Verlegenheit,  ob  man  sie  vom  rein  logischen  Gesichts- 
punkte aus  Definitionen  oder  Behauptungen  nennen  soll.  In 
Wirklichkeit  nämlich  haben  alle  diese  Fäih»  etwas  gemeinsam, 
was  man  nicht  aussprach,  für  dessen  Erkennung  man  aber 
einen  sicheren  praktischen  Blick  deutlich  zeigte,  indem  man 
jedesmal  gerade  den  Figuren,  die  dieses  gemeinsam  hatten, 
und  keinen  anderen  den  Namen  ,ähnlich*  beilegte.  Dem  Mangel 
einer  Definition  dieses  ,gemeinsamen'  half  man  dadurch  ab, 
dafs  man  in  den  einzelnen  Fällen  das  als  Definitionen  be- 
trachtete, was  unter  der  Voraussetzung  einer  allgemeinen  De- 
finition der  Ähnlichkeit  Sätze  darstellen  würde;  hierbei  spielen 
jedoch  die  Parabel  und  diis  Paraboloid  eine  besondei*e  Rolle, 
da    der  Undefinierte,    aber  deutlich   erfafste   allgemeine   Begi'iff 
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.Ähnlichkeit'  auf  sie  alle  pafst,  also  kein  Raum  blieb  für 
Aufstellung  einer  ausscheidenden  Definition. 

Einen  solchen  Weg  schlägt  Archiniedes  ein,  jedenfalls  mit 
[]e/ug  auf  Flächen.  Was  dagegen  die  Kurvten  betrifft,  so  ist 
<.s  mr)glich,  (lafs  er  sich  auf  frühere  Arbeiten  stützt,  welche  die 
Ähnlichkeit  direkt  behandelten,  und  dafs  Apollonius'  angeführte 
Woite  in  der  Vorrede  auf  solche  hindeuten.  In  einer  solchen 
Schrift  war  vielleicht  eine  Definition  für  die  Ähnlichkeit  von 
Kc^frelschnitten  gegeben,  die  ebenso  beschaffen  war  wie  die- 
jenig(s  welche  sich  bei  Apollonius  findet,  nämlich  [Def.  2]: 
Solche  Kegelschnitte  heifsen  ähnlich,  bei  denen  die  Ordinaten, 
die  senkrecht  auf  den  Axen  emchtet  werden,  den  entspre- 
chenden Abscissen,  die  von  einem  Scheitelpunkt  an  gerechnet 
werden,  proportional  sind,  wenn  zugleich  diese  Abscissen  den 
Axem  proportional  sind. 

Diese  Definition  ist  von  allgemeiner  Natur,  wenn  sie  auch 
unmittelbar  nur  an  Kegelschnitte  angeschlossen  ist,  die  auf  eine 
Axe  und  eine  Scheitelpunktstangente  als  Koordinatenaxen  be- 
zogen sind.  Sie  ist  nämlich  nur  eine  specielle,  für  den  xVugen- 
hlick  verwendbare  Form  von  folgender  Detinition  —  welche 
die  Alten  allerdings  nicht  ausgesprochen  haben  — :  Kurven 
liriCsen  ähnlich,  wenn  sie  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system sich  so  beziehen  lassen,  dafs  die  beiden  Koordinaten 
«'utsprechender  Punkte  in  einem  und  demselben  konstanten  Ver- 
hältnis stehen.  Dadurch  wird  es  ein  Satz,  dafs  alle  Parabeln 
ähnlich  sind  |11],  und  gleichfalls  ein  Satz,  dafs  Ellipsen  oder 
Hyperbeln  ähnlich  sind,  wenn,  nach  Apollonius' Ausdrucksweise, 
ihre  „Fi^niren*'  über  einer  Axe  ähnlich  sind,  d.  h.  wenn  ihre 
('in(^  Axe  und  der  zugehörige  Parameter  in  demselben  Ver- 
hältnis stehen  [  12|.  Die  von  Archiniedes  benutzten  Kennzeichen 
'^'ohen  aus  diesen  ohne  weiteres  hervor. 

Wenn  ich  es  nicht  für  unmöglich  halte,  dafs  man  auch 
vor  Apollonius  für  die  Kegelschnitte  diese  Definition  aufgestellt 
hat,  so  geschieht  das  deshalb,  weil  noch  ein  anderer  bestimmter 
Fortschritt  xVpollonius  veranlafst  haben  kann  die  Lehre  von 
(Irr  Ähnlichkfut  zu  behandeln.  Durch  die  gegebene  Definition 
sowohl  wie  durch  die  früher  bei  Archiniedes  vorgefundenen 
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Kennzeicfien  war  nämlich  nur  Rücksicht  genonnnen  auf  Kegel- 
schnitte, die  auf  die  Axen  bezogen  waren.  Apollonius,  der 
—  wie  er  selbst  in  der  Vorrede  zum  fünften  Buch  hervorhebt  — 
bestrebt  war  seinen  Sätzen  eine  so  allgemeine  Form  zu  geben, 
dafs  sif»  all(?  beliebigen  konjugierten  Durchmesser  mit  gleicher 
Vollständigkeit  umüifsten,  mufste  ein  Kennzeichen  wünschen, 
das  auch  an  diese  sich  anschlofs.  In  Satz  13  beweist  er,  dafs 
Kegelschnitte  ähnlich  sind,  wenn  die  „Figuren**  über  solchen 
Durchmessern,  welche  gleiche  Winkel  nn't  den  zugehörigen  Or- 
dinaten  bilden,  ähnlich  sind  (d.  h.  wenn  diese  Durchmesser  den 
zugehcirigen  Parametern  proportional  sind).  Der  Beweis,  welcher 
sich  auf  die  zu  den  Axen  gehörende  Detinition  stützen  niufs, 
läfst  sich  leicht  führen  durch  den  im  ersten  Buch  gezeigten 
Übergang  von  einem  Koordinatensystem  mit  einem  beliebigen 
Durchmesser  zu  einem  solchen  mit  einer  Axe.  hi  Wirklichkeit 
beruht  er  nur  darauf,  dafs  die  geradlinigen  Figuren,  mittels 
deren  dieser  Übergang  vollführt  wird,  ähnlich  sind. 

Ich  will  hier  bemerken,  dafs  es  in  allen  einzelnen  Fällen, 
in  denen  das  zuh^tzt  erwähnte  Kennzeichen  für  Ähnlichkeit  zur 
Verwendung  kommen  mufste,  an  und  für  sich  ebenso  nahe 
gelegen  hat  die  Kegelschnitte  als  ähnlich  zu  betrachten,  wie 
wenn  die  Koordinaten  rechtwinklig  waren,  und  dafs  namentUch 
die  Ähnlichkeit  der  auf  gleichartige  Weise  mit  den  Kegelschnitten 
verbundcMien  geradlinigen  Figuren  ebenso  leicht  erkennbar  ge- 
wesen sein  mufs.  Deshalb  steht  dem  nichts  im  Wege,  dafs 
solche  FälU»  früher  Ibehandelt  worden  sein  können,  und  nament- 
lich dem  nichts,  dafs  man  die  Bestimnumg  von  einem  Paare 
konjugierter  Durchmesser  eines  Ortes  zu  vier  Geraden  so  durch- 
geführt haben  kann,  wie  ich  im  siebenten  Abschnitt  angenom- 
men habe.  Man  mufs  im  Gegenteil  geradezu  annehmen,  dafs 
die  Beschäftigung  mit  solchen  Fällen  dazu  beigetragen  hat 
Apollonius'  sechstes  Buch  hervorzurufen,  indem  sie  zeigte,  wie 
wünschenswert  es  sei,  die  Ähnlichkeit  der  Kegelschnitte  selbst 
nicht  zu  trennen  von  der  Ähnlichkeit  der  zugehörigen  gerad- 
linigen Figuren,  die  man  benutzte.  Ebenso  mufs  man,  wenn 
Kratosthenes'  Orter  für  Mit  telgröfsen  die  Kegelschnitte 
gewesen    sind,    die    wir    im    vierzehnten    Abschnitt    angeführt 
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liuhi'ii,  jedenfalls  dio  Ähnlichkeit  derselben  bemerkt  und  gewii's 
aucli  —  w'w  wir  vennutiingsweise  aussprachen  —  zu  b(Muitzen 
vi-rsfanden  halben.  Man  konnte  dieselbe  dann  entweder  als 
einleuchtend  betrachten,  oder  man  konnte  besondere  Beweise 
für  sie  führen,  hi  beiden  Fällen  lag  hierin  eine  Aufforderung 
zu  eiller  so  allgemeinen  Behandlung,  wie  die  ist,  welche  Apol- 
lonius  im  Oten  Buche  giebt. 

Es  liegt  kein  Grund  vor  bei  den  Sätz(m  des  Buches  zu 
verweilen,  die  über  Kongruenz  oder  über  solche  Fälle  handeln, 
in  denen  Kegelschnitte  nicht  kongruent  oder  ähnlich  sehi  können, 
ebenso  wenig  wie  bei  den  entsprechenden  Sätzen  über  Bogen 
von  Kegelschnitten  oder  über  die  Segmente,  welche  v(m  Sehnen 
abgeschnitten  werden  (z.  B.  dafs  Bogen  von  Kegelschnitten,  die 
sel])st  nicht  ähnlich  sind,  nicht  ähnlich  sein  kömien ,  oder  dafs 
(Mu  Bogen  (»iner  Ellipse  nur  drei  anderen  Bogen  dersell)(Mi 
Ellipse  kongruent  ist,  dafs  kein  Teil  eines  Kegelschnittes  ein 
Kreis])ogen  ist  u.  s.  w.). 

Dagegen  wollen  wir  die  Konstruktionen  am  Schlüsse  des 
P>iiches  berühren.  Die  letzte  von  diesen  stellt  nur  von  einer 
Konstruktion,  die  bereits  im  ersten  Buch  ausgeführt  worden 
ist ,  eine  Wiedei*gal)e  in  neuer  Form  dar.  Damals  kam  es 
--  wie  wir  im  dritten  Abschnitt  sahen  —  im  Grunde  nur 
darauf  an  zu  zeigen,  dafs  eine  Gleichung  von  der  Form 
//-  ---  p,r-}ax^  innner  einen  Schnitt  eines  Umdrehungskegels 
darstellt.  Da  eine  solche  Darstellung  ehier  Kurve  in  schief- 
winkligen Koordinaten  auf  eine  Darstellung  derselben  Form  in 
rechtwinkligen  Koordinaten  zurückgeführt  wird,  so  war  es 
hierbei  luu'  nötig,  irgendeinen  Umdrehungskegel  durch  eine  auf 
die  angegebene  Weise  dargestellte  Kurve  zu  legen,  wobei  eine 
Axe  und  der  zugehörige  Parameter  gegeben  waren.  Um  da5i 
zu  erreichen,  wählte  Apollonius  von  vornherein  —  wenn  auch 
nur  indirekt  durch  Einführung  eines  Kreises,  auf  dem  der 
Scjieilelpunkt  liefen  sollte  —  den  Winkel  an  der  Spitze  beliebig, 
tVir  die  Hyperbel  allerdings  mit  einer  gewissen  Gn'irzb(»dingung. 

Der  Unterschied  besteht  nun  blofs  darin,  dafs  di(»  xVufgabe, 
einen  Umdrehungskegel  zu  konstruieren,  der  einem  gegebenen 
rdinlich  ist   und  eine  gegebene  Hyperbel  [3i]  oder  Ellipse  [;^3| 
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enthält,  im  sechsten  Buche  selbständig  gestellt  und  gelöst  und 
in  der  für  Konstruktionsaufgaben  heimgebrachten  synthetischen 
Form  behandelt  wird.  Diese  Form  verlangt  hinsichtlich  der 
Hyperbel  im  voraus  eine  Aufstellung  des  erforderlichen  Dio- 
i-ismus  und  eine  besondere  Untersuchung  für  den  Grenzfall. 
Sowohl  für  die  Elh'pse  wie  für  die  Hyperbel  werden  zugleicli 
Beweise  dafür  geführt,  dafs  man  alle  Lösungen  erhält,  etwas, 
das  sich  aus  der  der  synthetischen  Darstellung  entsprechenden 
Analysis  unmittelbar  ergeben  haben  würde.  Da  nicht  gesagt 
wird,  wie  man  sich  den  gegebenen  Kegelschnitt  gegeben  zu 
denken  hat,  so  ist  es  allerdings  auch  möglich,  dafs  man  sich 
denselben  gezeichnet  gedacht  hat,  und  dafs  die  Axe  mit  zuge- 
hörigem Pai'ameter,  die  —  ebenso  wie  im  ei-sten  Buch  —  bei 
der  Konstruktion  benutzt  wird,  erst  mit  Hülfe  des  zweiten 
Buches  hat  konstruiert  werden  müssen.  Der  Sache  nach  aber 
findet  gar  kein  Unterschied  von  dem  statt,  was  im  ernsten 
Buche  steht. 

Auch  für  die  Parabel  wählte  Apollonius  im  ersten  Buch 
indirekt  den  Winkel  an  der  Spitze  des  geraden  Kegels,  den  er 
durch  die  Kurve  legte.  Daher  hat  auch  die  im  sechsten  Buche 
[;U]  gegebene  Lösung  der  Aufgabe,  einen  geraden  Kegel,  der 
einem  gegebenen  ähnlich  ist,  durch  eine  gegebene  Parabel  zu 
legen,  kein  weiteres  Interesse. 

Vor  den  genannten  Aufgaben  behandelt  Apollonius  die 
folgende:  an  einem  gegebenen  geraden  Kegel  ebene  Schnitte 
herzustellen,  die  einer  gegebenen  Parabel  [28J,  Hyperbel  [29] 
oder  Ellipse  [;]0]  kongruent  sind.  Die  Lösung  dieser  Aufgaben 
hätte  sich  leicht  aus  den  Lösungen  der  umgekehrten  Aufgaben 
ableiten  lassen,  auf  die  wir  nun  zweimal  gestofsen  sind;  aber 
Apollonius  leitet  neue  Lösungen  ab  aus  den  im  ersten  Buche 
gegebenen  Bestimmungen  eines  beliebigen,  durch  ehien  beliebigen 
Kreiskegel  gelegten  Schnittes. 

Ist  —  indem  wir  von  dem  einfachen  Falle  absehen,  wo 
die  Kurve  eine  Parabel  ist  —  A  (Fig.  13)  die  Spitze  des  K(?gels 
und  ABC  das  durch  die  Axe  desselben  gelegte  Dreieck,  dessen 
Ebene  die  Grundfläche  des  Kegels  in  einem  Durchmesser  BC 
schneidet,  der  smkrecht  auf  der  Spur  des  vorgelegten  Schnittes 


KinfTihiung  gegebener  Schnitte  auf  gegebene  Kegel. 


81)1 


in   der   Grundfläche  steht;    ist  ferner   TZ  die  Schnittlinie  der 
Sclmittebeiie    mit   der   Ebene    der  Figur,    und    AD  |!  TZ,    so 


Fig.  13. 

w  urde  das  Verliältnis  zwischen  dem  Durchmesser  a  des  Schnittes 
und    dem    entsprechenden  Parameter  p   im  ersten  Buche  be- 


CI),DB 


Beschreibt  man  einen  Kreis 


slinnnt  <lurch     --  == 

(t 

um   ABC,    und   schneidet  dieser  AD  in  E,   so   ergiebt   sich 

hieraus,  dafs 

AD,  DE         DE 

"       AD^' 


u 


AD  ' 


dadurch  läfst  sich,  wenn  —  gegeben  ist,  die  Linie  AD  leicht 

küustruieren.  Ist  die  Kurve  wie  in  Fig.  13  eine  Hyperbel,  so 
erhält  man  eine  Bedingung  für  die  Lösbarkeit.  Innerhalb  der 
M(')^Hichkeitsgrenze  erhält  die  Aufgabe  für  die  Hyperbel  zwei 
Lr)sun^en,  für  die  Ellipse  immer. 

Die  liichtung  des  Durchmessers  des  gesuchten  Schnittes 
ist  also  bestimmt.  Ist  die  Länge  a  desselben  zugleich  bekannt, 
so  hat  man  nur  zwischen  die  Linien  AB  und  AC  eine  Strecke 


/ 


30:2  Siebzehnter  Abschnitt. 

TZ  von  der  gegebenen  Länge  parallel  der  gefundenen  Linie 
AD  ein7Aischieben. 

Apoll on jus  indessen  behandelt  nur  die  Aufgabe,  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  auf  einem  gegebenen  geraden  Kegel 
anzubringen.  Die  Ebene  der  Figur  kann  dann  ein  beliebiger 
Axenschnitt  dieses  Kegels  sein,  und  es  ist  AB  =  AC. 

Da  diese  letzte  Specialisierung  durchaus  keine  Vereinfachung 
der  Konstruktion  herbeiführt,  so  kann  es  von  Interesse  sein  zu 
erfahren,  welche  allgemeinere  Aufgabe  denn  sich  eben  so  leichl 
lösen  läfst,  wie  die  von  Apollonius  behandelte.  Das  ist  die 
folgende:  wenn  ein  schiefer  Kegel  und  ein  beliebiger  Axenschnitt 
(iesselben  gegeben  sind,  einen  Schnitt  so  anzubringen,  dafs  der- 
selbe in  der  Ebene  des  Axenschnittes  einen  Durchmesser  von 
gegebener  Länge  erhält,  dafs  der  zugehörige  Parameter  gleich- 
falls von  gegebener  Länge  wird  und  dafs  endlich  die  Spuren 
der  beiden  Schnitte  in  der  Ebene  der  Grundfläche  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Mag  nun  die  Lösung  auch  eben  so  einfach 
sein,  so  wird  die  Aufgabe  dennoch  künstlicher,  da  der  Kegel- 
schnitt nicht  mehr  einem  gegebenen  Kegelschnitte  kongruent 
wird ;  deshalb  ist  es  verständlich,  dafs  Apollonius  sich  um  diese 
allgemeinere  Aufgabe  nicht  bekümmert  hat. 

Anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  man  zwar  den  Kegel 
schief  sein  läfst,  aber  annimmt,  dafs  die  Ebene  der  Figur  die 
Symmetrieebene  des  Kegels  ist.  Dann  würde  die  gelöste  Aufgabe 
darin  bestehen:  einen  gegebenen  Kegelschnitt  auf  einem  gege- 
benen Kreiskegel  senkrecht  zu  dessen  Symmetrieebene  anzu- 
bringen. Es  leuchtet  ein,  dafs  Apollonius  ebenso  wohl  die 
Lösung  dieser  Aufgabe  hätte  finden  können  als  die  derjenigen, 
wo  der  Kegel  gerade  war,  wenn  ihm  daran  gelegen  gewesen 
wäre. 

Dasselbe  gilt  für  die  oben  erwähnte,  sowohl  im  sechsten 
wie  im  ersten  Buche  dargestellte  Lösung  der  Umkehrung  der- 
selben Aufgabe  —  die  im  Grunde  nur  eine  andere  Lösung  der 
Aufgabe  selbst  ist.  Deshalb  war  es  uns  am  bequemsten  ^)  auch 
diese  an  dieselbe  Figur  anzuschliefsen,  da  weder  der  Umstand, 
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«lal's  AB  =  AC\  noch  dor,  dals  der  Kegel  gerade  wurde, 
irgeiidwelchi^  Erleiditernng  herbeiführte.  Indes  hatte  es  im 
«'istcn  Buchis  wie  wir  gezeigt  haben,  seine  guten  Gründe,  wenn 
A[)()llonius  (^ben  einen  geraden  Kegel  wünschte.  Dagegen  ist 
rs  auffallend,  dafs  er  seiner  in  zwei  Formen  auftretenden  Auf- 
i^^ibc  im  sechsten  Buche  nicht  die  erweiterte  Form  giebt,  welche 
seine  beiden  Lösungen  unmittelbar  erhalten  können,  wenn  man 
die  Voraussetzungen  nur  nicht  willkürlich  beschränkt. 


Achtzehnter  Abschnitt. 

Apollonius'  siebentes  und  achtes  Buch;   die  Längen  konjugierter  Durchmesser. 


Von  gröfserem  Interesse  als  das  sechste  ist  Apollonius' 
sii'b(uites  Buch,  in  welchem  er  weiter  gehende  Untersuchungen 
über  die  Längen  konjugierter  Durchmesser  und  der  zugeliörigen 
Parameter  führt,  w^ozu  ihm  vermutlich  die  Beschäftigung  mit 
konjugierten  Durchmessern  im  ersten  und  zw'eiten  Buch  Ver- 
.uilassung  gegeben  hat.  Die  wichtigsten  Resultate,  zu  deuten 
«M*  gelangt,  sind  die  Sätze,  dafs  für  die  Ellipse  die  Summe  und 
für  di(^  Hyperbel  die  Differenz  der  Quadrate  von  einem  Paare 
konjugierter  Durchmesser  konstant  ist,  und  dafs  für  beide 
Kui'ven  das  aus  einem  Paare  konjugierter  Durchmesser  und 
dem  zwischenliegenden  Winkel  gebildete  Parallelogram  einen 
konstanten  hihalt  hat. 

Der  letzte  Satz  läfst  sich  für  die  Ellipse  leicht  durch  Pro- 
jektion ableiten  oder  dadurch,  dafs  man  sie  als  Schnitt  an 
einem  (lylinder  betrachtet,  oder,  wenn  man  in  einer  Ebene 
bleiben  will,  durch  Vergleichung  mit  einem  Kreise,  der  über 
einei"  der  Axen  als  Durchmesser  beschriel)en  ist.  Da  Archi- 
medes  im  Buche  über  Konoide  und  Sphäroide  | Satz  4]  dieses 
letztere  Verfahren  in  anderer  Weise  benutzt,  so  ist  es  nicht 
unm(*)gliclu  dafs  Apollonius  den  Satz  auf  diesem  Wege  gefunden 
hat:   dann  hat  er  aber  jedenfalls  in  seinem  Buche  den  Beweis 


:^1>4 
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ii)it  einem  anderen  vertauscht,  der  auch  auf  die  Hyperbel 
anwendbar  ist. 

Dafs  dies,  ebenso  wohl  wie  das  Fhiden  und  Beweisen  der 
Sätze  über  Summe  und  Differenz  der  Quadrate,  nicht  so  leicht 
gewesen  sein  kaim,  wie  man  nach  der  Einfachheit  der  Resultate 
vermuten  möchte,  ist  bekannt  genug.  Daher  hat  die  Frage,  wie 
Apollonius  zu  diesen  Sätzen  gelangt  ist.  für  uns  so  viel  Interesse, 
dals  wir  es  für  richtig  halten,  vorläutig  von  der  Einordnung 
derselben  in  den  ganzen  Zusannnenhang,  in  dem  ihnen  keine 
Hauptrolle  zuerteilt  ist,  abzusehen  und  nur  dasjenige  anzu- 
führen, was  mit  zu  ihrer  Begründung  gehört.  Der  Einfachheit 
wegen  will  ich  mich  zunächst  an  die  Ellipse  halten,  indem  ich 
hinsichtlich  der  Hyperbel  bemerke,  dafs  Apollonius  die  Längen 
beider  konjugierten  Durchmesser  deutlich  durch  die  gleich- 
zeitige Behandlung  von  zwei  konjugierten  Hyperbeln  hervor- 
treten läfst,  wodurch  die  für  die  Ellipse  geltenden  Beweise 
auch  auf  die  Hyperbel  anwendbar  werden. 

Wir  wollen  mit  dem  Satze  über  die  aus  zwei  konjugierten 
Durchmessern  und  dem  zwischenlic^enden  Winkel  gebildete 
Fläche  beginnen,  für  dessen  Beweis  nur  ein  Hülfssatz  gefordert 
und  von  Apollonius  angewandt  wird. 

Es  sei  AC  (Fig.  70)  die  Axe  der  Ellipse,  BK  und  ZH 
ein  Paar  konjugierter  Durchmesser.     Es  wurde  nun  im  ersten 


Fi^.  70. 


Buche  (vergl.  S.  95)  bewiesen,   dafs  der  zu  dem  letzgenannten 
Durchm(\^ser  gehörige  Parameter  p'  bestimmt  wird  durch 

JJ  T 

n'  =  2       -   BD 
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wenn  1  und  A"  die  Punkte  sind,  in  denen  die  Tangente  in  A 
die  Tangente  BD  und  den  Durchmesser  BK  schneidet,  und  1) 
der  Schnitti)unkt  der  Tangente  BD  mit  der  Axe.  Setzen  wir 
die  Längen  der  beiden  konjugierten  Durchmesser  BK  =^  a' 
und  ZJl  ==  //,  und  stehen  BE  und  DP  senkrecht  auf  der 
Axe.  so  erhält  man  hieraus  ferner: 

b'^  ^        ^  BD"' 


oder 


n'         ^  BP 

OH'  a'  OE 


BD''  ^.BP  ED 

(4  hei  Apollonius]. 

Zieht  man  nun  auch  die  Tangente  QB  in  ü,  so  zeigt 
(lirs(M'  Hülfssatz.  dafs 

y\OBD   ~  BD^  ~  'ED  ~  (JE,  ED  ~~  ES^^ 

wo  ES  die  mittlere  Proportionale  zwischen  OE  und  ED  be- 
deutet,  die  nach  einem  oft  angewandten  Resultate  des  ersten 

Fkiches  gleich    ,    .  EB   ist,    wenn   u    und   h   die    Längen   der 

Axen  sind. 

Nun  zeigt  die  Figur,  dafs  das  Parallelogramm  IIBOH  die 
mittlere  Proportionale*  zwischen  den  doppelten  Werten  der 
Dreiecke  QHO  und  OBD  ist.  Man  findet  also,  da  A  OBl) 
---   \  EB  .OD  ist,  dafs 

RBOH  ^-=  i^^.EB.OD  =  ^J^.OEA)D 

E  S  E  S 


=  ':  •(!)'= 


ab 


4 
weil    OK.  OD  =  (-^1    .    Das  aus  zwei  beliebigen  konjugierten 

Halbmessern  imd  dem  zwischenliegenden  Winkel  gebildete 
Parallelogramm  ist  also  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Halb- 
axen.  Durch  Multiplikation  mit  4  erhält  man  dann  den  ver- 
laii'^en  Satz  |81]. 

Der   einzige    unter   Apollonius'    verschiedenen    Hülfssätzen 
oder  w(niiger   wichtigen  Sätzen,   der  wirklich  für  den  Beweis 
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(los  zweiten  von  den  Sätzen,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäf- 
ligen,  nötig  ist,  giebt  eine  Bestinunung  von  dem  Abstände  eines 
Kurvenpunktes  L  (Fig.  70)  von  einem  Scheitelpunkt  C,  welche 
ganz  mit  der  algebraischen  Umformung 

zusammenfallt,  wenn  CA  zur  Abscissenaxe  und  C  zum  Anfangs- 
punkt genommen  wird,    x  ist  also  das  Stück  CM;   x  A ^ — r- 

a  + 1 

ist,  da   a  =  =^  '-  (beziehungsweise  für  Ellipse  und  Hyperbel), 

der  Abstand  XM  dos  Punktes  M  von  einem  Punkt  X  der 
Axo,  der  bestimmt  ist  durch 


XC  = 


p  .  a 


l=pü.         (^^P 


a 

2 


oder,  da  XA  =>  -^^= — -r- d  =  4- — .:=^- 

a-\-p—  —(t'-tp 

XA  a 

durch  -VF7T  =  -I-       • 

XC  —  [) 

Man  erhält  also 


1  -|-  «  genauer  bestimmt  ist  durch 


worin  die  Punkte  C  und  X  fest  sind,   während  die  Konstante 

CA^ 
XA  ' 

Während  wir  hier  zwischen  Ellipse  und  Hyperbel  durch 
Vorzeichen  unterschieden  haben,  und  eine  consecfuente  Benut- 
zung dieses  Vorzeichens  auch  gestattet  eine  Ellipse,  deren 
kleine  Axo  AC  ist,  in  die  gegebene  Darstellung  mit  einzube- 
greifen,  stellt  Apollonius  diese  drei  Fälle  an  besonderen  Figuren 
dar  [Satz  2  für  die  Hyperbel,  3  für  die  Ellipse]. 

Trägt  man  AY  =  XC  ab,  so  wird  auf  dieselbe  Weise 

AL^       _  __    -4^'   __    ^^^ 

Ail.YM  —  l  +  «  —    YC   ~  XA  ' 

Soll  nun  das  gefundene  Resultat  angewendet  w(?rden,  um 
(lt»n  Satz  von  der  Summe  oder  Differenz  a'^~j-b'^   der  Qua- 


■■".' 


J 


Suiiiiiie  und  Üifl'eienz  der  Quadrate  konj.  Üurchiiiessor.  ;^<)7 

drale  zweier  koiiju^^nerter  Durchmesser  abzAileilen,  so  ziehe  man 

CL  (Fi<jr.  70)   parallel    dem   einen  Durchmesser  Kli\    die  zu^e- 

höri^e  Supplementarsehne  ^//  wird  dann  parallel  dem  anderen 

Durchmesser   ZH,      Hieraus   folort,    dafs    /\  ALC  cx^  A  I)B(f 

und  dafs 

OB'  _   OEA)D 

GL''  "~  cm:ca' 

„  )  =     ^—  und,   wie  soeben  bewiesen, 

C'L'^  =  (\-\- a)CM  .  XM.      Hieraus    folgt    wiederum,     dafs 

Oli'i  =    ^'^'^XM.CA,  oder,  da  2  0B  =  a'  und   1  +  «  =- 
CA       .  ,.'^ 

««         AM  YV 


.-;r-vv  » 


(^^         XM         }fX 

wu  nur  d(4-  Funkt  M  sich  bewegt,  wenn  (<'  sich  ändert. 

Auf  di(\selbe  Weise  licfse  sich  nicht  nur  für  die  Ellipse, 
ix'i  der  kein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  konjugierten 
Durclimessern  ti'  und  h'  existiert,  sondern  auch  für  die  Hyperbel, 
bei  der  der  Durchmesser  //  die  konjugierte  Hyperbel  sclmeidet, 
ableili'n,  dafs 

/>'«         IM  ^"^ 

(wenn   wir  die  Strecken  nicht   mehr  mit  Vorzeichen  nehmen). 
Darauf  erhält  man,  dafs 

a^  VC 


also  konstant  ist.  Drückt  man  diese  Konstante  durch  (/  und  h 
aus,  so  erhält  u*^  .^^h*^  ==  a^J^h'^  [Satz  \±  für  die  Ellipse, 
l:{  f.  d.  Hyperbel]. 

Ai)ollonius  beweist  Geichung  (1)  im  Verlaufe  des  Beweises 
für  den  augenblicklich  gleichgültigen  Satz  8  auf  dieselbe  Weise, 
wie  hier  geschehen  ist,  und  weist  später  auf  diesen  Beweis 
zurü(^k;  al)er  Gleichung  (2)  —  die  wir  nur  aufgestellt  haben, 
Ulli  rascher  ans  Ziel  zu  gelangen  —  hat  er  nif*ht  nötig,  da  er 
vorhrr  auf  anderem  Wcye  bewiesen  hat,  dafs 


Zwisclien  diesen  Satz,  der  den  Wert      ,   an^^nebt,  und  die 
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a*^  _    MX 

[Satz  <)  f.  d.  Hyperbel,  7  f.  d.  Ellipse],  Sein  Beweis  ist  iol- 
^^ender.  Er  hatte,  wie  wir  gesehen  ha))en,  vorher  bewiesen  [4], 
dafs  (Fig.  70) 

Bm    ~  ED  ' 

Hieraus  folgt  durch  Benutzung  ähnlicher  Dreiecke,  dafs 

h^         om_  _   OE     BD^   _   CM     AL^   _    YM 
n"'  ^  7)^2    —  EI)  *  OB^    "   MÄ'  CI?'  "'  MX' 

wo  die  letzte  Umformung  ausgeführt  ist  durch  Anwendung  der 
oben  l)enutzten  Besthnmung  der  Abstände  der  Kurvenpunkte 
von  den  Scheitelpunkten  ["2  und  3]. 

// 

(/' 

Sätze  über  a''^^~\_l/^  sind  folgende  Bestimmungen  von  a' -{- b\ 

ii'  —  h'  und  (/'//  eingeschoben,  die  aus  unserer  Gleichung  1  und 

h* 
i\in\\  soeben  für     ^  gefundenen    Ausdruck    abgeleitet    werden 

und  sowohl  für  die  Ellipse  wie  für  die  Hyperbel  gelten: 

(^t'-^lyY    ~    {MX-^VYM,MXy''  "■   ' 

ir-         _  YCMX        _ 

(a*  ^  h'Y    -^  (  y^Y  -  V  YM .  MXy  '  ' '  ' 

"'^>'         VVM.MX  ' 

Diese  (ileichungen  sind  einfache  l'mformungen  von  Apol- 
lonius'  eigener  Darstellung  der  Sätze,  in  denen  VyM,MX  als 
die  [iinie  bezeichnet  wird,  welche  das  Rechteck  VM.MX 
,mifst"  {pofcat  bei  Halley,  welclies  das  griechische  ^d'rjazat'* 
wiedergiebt)  d.  h.  Seite  eines  Quadrates  von  gleicher  (TnW'se  ist. 
Neben  a'^ -i- h'-  für  die  Elli|)se  und  a*- —  h''^  für  die  Hyperbel 
l)(\stinHnt  er  auch  (t*'-\-h*'^  für  die  Hyperbel  [11]  und  </'*-  —  />'* 
iVir  die  Ellipse  [  li|. 

Es  hat  also  den  Anschein,  als  ob  die  Ausdrücke  für 
"''— :  '^'^  bezi(»hungsweise  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  nur 
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I)(M  (MiuT  zusaiiunenrassenden  Aufslolluiig  einer  Reihe  einfacher 
Fiinktioucn  von  a'  und  h'  gefunden  seien,  deren  Zweck  wir 
hald  kennen  lernen  werden.  Indessen  ist  es  ebenso  walir- 
schcinlich,  dafs  die  einfachen  Ausdrücke  für  a*^^h'^  die  Frage 
luM'voigerufen  haben,  ob  nicht  auch  einige  von  den  Werten 
anderer  Funktionen  von  a'  und  b'  ebenso  einfach  werden.  Die 
^'(^fundenen  Werte  sind  dann  nach  der  Beschaffenheit  der  Funk- 
tioiRii  geordnet  worden.  Dagegen  ist,  wie  schon  erw^ähnt,  die 
zu  Grunde  liegende  einfache  Bestimmung  von  a\  welche  in 
un.s(Ter  Gleichung  (1)  enthalten  ist,  in  keinem  Satze  aufgestellt, 
sondern  konunt  nur  im  Beweise  für  Satz  S  vor  und  wird 
darauf  in  den  folgenden  Beweisen  benutzt. 

hl  den  folgenden  Sätzen  werdcMi  Bestimmungen  derselben 
einfachen  Funktionen  eines  Durchmessers  et*  und  des  gehörigen 

Parameters   j)'    gesucht.      Bereits    in  (>   und  7,    in    denen    — 

^n'funden  wurde,    wird  bemerkt,    dafs  derselbe  Ausdruck   für 

\   ^nll.     Dieser  Umstand  ermöglicht  es,    mit  Leichtigkeit  Aus- 

(liücke  zu  linden  für  p'  selbst  [15],  für  a*  —  p'  [16],  für 
.1'  ~^p'  [17|,  für  a'p'  [IS]  -~  ein  Resultat,  das,  da  b'^  =  a*p' 
ist,  mit  der  von  uns  aufgestellten  Fonnel  (2)  zusanmienfallt  — 
IVir  </'.'-.- y>'2  [10]  und  für  f/'«  — /)'«  [20].  Alle  diese  Gröfsen 
werde  n  wie  die  vorhergehenden  bestimmt  durch  die  Lage  der 
rrojektion  M  des  Punktes  L,  in  dem  die  Kurve  zum  zweiten 
.Male  eine  durch  einen  der  Endpunkte  der  Axe  gezogene  Linie 
(' L  sehniMdet. 

Darauf  prellt  Apollonius  dazu  über.  Maximal-  und  Minimal- 
werte  (l(»r  verschiedenen  Gröfsen,  für  die  er  numnehr  Aus- 
drücke gefunden  hat,  zu  bestimmen,  oder  richtiger,  da  die 
Darstellung  synthetisch  ist,  zu  beweisen,  dafs  Maxima  und 
Minima  in  den  Fallen  eintreten,  welche  in  den  Sätzen  angegeben 
w(4-deii.  Hieran  wird  beständig  der  Nachweis  angeschlossen, 
<ImIs  -  innerhalb  der  für  die  verschiedenen  Maxima  und  Minima 
Li(';.'ehenen  Grenzen  —  gröfsere  Abweichungen  in  der  Lage  von 
<  iiieiii  Maxinmm  oder  Minimum  auch  mit  stärkeren  Abwei- 
( liun'^en  in  i\(^Y  Gröfse  verbunden  sind. 
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Doch  küinineii  auch  Sätze  vuii  anderer  Natur  vor,  z.  B. 
(I;ij^  a*^-^j,'tt'  für  die  Ellipse  |30]  und  fr^—j/a'  für  die 
Hyperbel  [:?!♦]  konstant  sind:  da  j/ a'  --=  t'*,  >o  sind  dies  nur 
l.int'onnungen  der  früher  anjreführten  Hauptsätze.  Indessen 
«»vwähneii  wir  dieselben,  um  anfühn^n  zu  können,  dafs  hier 
ausdrücklich  jresajrt  wird,  die  Gröfsen  seien  konstant,  und 
dafs  kein  besonderer  Ausdruck  für  sie  aufgestellt  wird.  Der 
Satz  über  das  aus  zwei  konjugieiien  DurchniesstTii  und  dem 
zwischenliegenden  Winkel  gebildete  Parallelogrannii .  dessen 
Beweis  \'6\\  wir  früher  mitgeteilt  haben,  wird  auch  hier  ange- 
führt, zunächst  wohl  als  Illustration  des  unabhängig  hiervon 
bewiesenen  Satzes  [i2S],  dafs  a'h'  ein  Minimum  wird,  wenn  a' 
und  //  die  Axen  sind. 

Von  den  g(»fund(*nen  Maximis  und  Minimis  würde  nur  das 
folgende  Resultat  hervoiv.uheben  sein,  dafs  wenn  für  die  Hyperbel 
A  und  //'  die  Axe  und  den  Durchmesser  bedeuten,    welche  die 

Kurve  nicht  schneiden,  die  Bedingung  //  ^  h   die  andere  mit 

sich  l)ringt.  dafs  n*  =  b*   [21 — 23 1.      Hierin   ist  der  Satz    über 

die  gleichseitige  Hyperbel  mit  einbegriffen,  dafs  je  zwei  kon- 
jugierte Durchmesser  einer  solchen  gleich  grofs  sind  [23]. 

Was  die  Art  und  Weise,  wie  die  Resultate  gefunden  sein 
kömien,  betrifft,  so  hat  deren  Auflindung,  wenn  das  Maximum 
odcu'Mininmm  den  Axen  selbst  angehört,  ebenso  wenig  Seh  wit»- 
rigkeiten  bereiten  können  wie  die  Aufstellung  dei'  zugehörigen 
Beweist*.  Ich  will  deshalb  nur  einige  Fälle  anführen,  deren 
synthetischer  Beliandlung  die  (Jj)eration,  das  betreifende  Maxi- 
mum oder  Minimum  zu  bestinmien,  vorangegangen  sein  mufs. 
Diese  Operation  konnte  ül)erall  in  einer  einfachen  Anwendung 
der  Bedingung  für  die  Anwendbarkeit  von  Flächenanlegungen 
bestehen,  welche  sich  bereits  in  Euklids  (Jteiii  Buche  fmdet. 

Die  Gleichung,  durch  welche  Apollonius  [in  15]  den  Para- 
meter p*  bestinnut,  der  zu  einem  beliebigen  Durchmesser  BK 
(Fig.  70)  gehört,  ist 
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WO  die  Punkte  1",  C  und  X  fest  liegen.  Setzen  wir  YM  =  x 
und  das  Verhältnis  =^-  =  //,  so  erhalten  wir  die  Gleichunsr 

x^-fi,CY,x-\-fi,CY,YX  =  0, 

die  allerdings  allgemeingültig  ist,  wenn  wir  die  Strecken  mit 
\'or'/eich(^n  nehmen,  der  wir  aber  eine  solche  Form  gegeben 
haben,  dafs  die  Strecken  positiv  werden  in  den  Ffdlen,  in  denen 
wirklich  von  Grenzbedingungen  die  Rede  ist,  nämlich  bei  einer 
Hyperbel  (Fig.  71),  von  der  wir  vorläufig  nur  bemerken,  dafs 

der  Hau])!  Parameter  p'>a.  mithin   .^  r  und  ^,4-  »    welche 

^  '  1 A  CA  p 

dar.stc^llen,  <  1. 


/ 
/ 


/1 
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\ 

\ 

\ 

Fig.  71. 
Die  Bedingung  für  die  Lösbarkeit  der  Gleichung  ist 

/i.  er  (/..CF— 4  r.Y)>o, 

oder,  da  in  der  Figur  6'r>0, 

^  4  TA' 
'"  ^    CY 

oder  u  >  --^^-      -'  • 

a 

Der  unteren  Grenze  entspricht 

X  =  /'•f^'-  =  2YX. 

aatf 
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mithin,  da  j:^  ==  YM,  XM  =  YX,    Die  Bedingung  dafür,  dafs 

dies  llininium  für  —  überhaupt  soll  eintreten  können,  ist  die, 

dafs  das  gefundene  x  >  YA,  oder  dafs  p  '>  ^a.  Der  Minimal- 
wert für  fi  ergiebt  nach  Gleichung  (1),  dafs  das  Minimum  von 
p*  bestimmt  wird  durch 

«•^    ^      CY~  '^      CY    ""      a«  ' 

Der  gefundene  Wert  von  />'  ist  also  doppelt  so  grofs  wie  der 
entsprechende  von  a\ 

In  Übereinstimmung  hiermit  zeigt  Apollonius  in  seiner 
synthetischen  Darstellung  zuerst,  dafs,  wenn  für  eine  Hyperbel 

^^  ^  4  '  ^^  ^^^  kleinste  Parameter  ist,  welcher  zu  verschiedenen 

Durchmessern  gehört  [33  für  a  >^,  34  für  })>  a  und  «  >  ^ 

Demnächst  spricht  er  aus  [35] ,  dafs  sich ,  wenn  ^^  <  "^ ,   auf 

jeder  Seite  der  Axo  ein  Durchmesser  bestimmen  läfst,  der  halb 
so  grofs  ist  wie  der  zugehörige  Parameter  p* ,  und  dafs  dieser 
Parameter  kleiner  ist  als  diejenigen,  welche  zu  anderen  Durch- 
messern gehören,  sowie  dafs  diese  Durchmesser  um  so  gi'öfser 
werden,  je  mehr  sie  sich  nach  der  einen  oder  anderen  Seite 
von  den  erwähnten  beiden  Durchmessern  entfernen.  In  dem 
synthetischen  Beweise  trägt  er  zunächst  XM=  YX  ab  (Fig.  71) 
und  zieht  Durchmesser  parallel  den  Sehnen,  welche  von  C  an 
die  Punkte  gezogen  sind,  deren  Projektion  auf  die  Axe  M  ist. 
Dafs  diese  Durchmessr  die  angeführten  Eigenschaften  haben, 
beweist  er  durch  die  Operationen,  welche  Euklid  auf  die  Be- 
handlung von  Gleichungen  zweiten  Grades  anwendet. 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmt  Apollonius  [40]  für  eine 
Hyperbel,  bei  der  (i<.^p,  das  Minimum  von  a*  +  p\  indem 
er  (Fig.  71)  XM  ^^  \YX  macht,  wodurch  sich  zugleich  a'  ==  ^7/ 
ei-giebt;  ferner  [48]  für  eine  Ellipse,  bei  der  «^  >  ^(i> -f  ^')* 
(Fig.  70)  und  [4G]  für  eine  Hyperbel,  bei  der  a^  <  Kp  —  a)* 
(Fig.  71),  das  Mininmm  von  (t'^-{j)'^,  indem  er  ^2XM^  =  YX^ 
macht,  wodurch  sich  zugleich  a'*  ==  J  {p'  ^  f/')*  ergiebt. 
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Die  Reihe   von  Grenzbeslimiiiungen    schliefst   sich  aii  cüe 

u' 
vhvAvlnen  Ausdrücke  für  die  Gröfsen  y; ,  (t'-\-b\  ...7/,  yZ-f  «' 

11.  s.  w.  im  ersten  Teil  des  Buches  an.    Dadurch  (erfahren  wir, 

welche  Absicht   Ai)üllonius    eigentlich    mit    diesen  Ausdrücken 

verfolgt:    denn  diese  kann  nicht  darin  bestanden  haben,   die 

a' 
'renannt(^n  Gröfsen    ,     u.  s.  w.  selbst  zu  berechnen.    Teils  würde 

b' 

dies  nämlich  leicht  ohne  diese  Ausdrücke  geschehen  können, 
wenn  man  nur  erst  i(\  b\  p'  einzeln  berechnet  hat,  und  dann 
würde  keine  Veranlassung  mehr  sein,  besondere  Ausdrücke 
für  ihre  Kombinationen  zu  suchen;  teils  würde  es  unnatürlich 
«in,  sich  die  konjugierten  Durchmesser,  für  die  man  die 
erwähnten  Werte  berechnen  will,  durch  den  Schnittpunkt  zwi- 
sclien  den  ihnen  parallelen  Supplementarsehnen  gegeben  zu 
(lenken.  Die  Bildung  aller  dieser  Gleichungen  wird  dagegen 
voilkonnnen  verständlich,  wenn  man  die  Gleichungen  als  Mittel 
auffafst,  um  in  einem  gegebenen  Kegelschnitt  solche 
konjugierte  Durchmesser  zu  finden,  für  welche  die 
«rwähnten  Gröfsen  gegebene  Werte  erhalten.  Ge- 
rade diese  Aufgabe  wird  auf  eine  Gleichung  gebracht,  indem 
die  Abscisse  des  erwähnten  Schnittpunktes  als  die  unbekannte 
(Jr()fs(^  betrachtet  wird,  oder  richtiger,  indem  die  Projektion  M 
dieses  Punktes  auf  die  Axe  der  unbekannte  Punkt  ist,  durch 
dessen  Bestinnnung  die  Aufgaben  gelöst  werden. 

Eine  solche  Gleichung  verlangt  aber  nicht  blofs  eine  Lösung, 
sondern  zu  ihrer  vollständigen  Behandlung  gehört  auch  noch 
eine  Diskussion,  welche  Bedingungen  für  die  Auflösbarkeit  an- 
l^nebl.  So  war  es  auch  im  Altertum,  nur  pflegte  man  das  Re- 
sultat der  Diskussion  oder  den  Diorismus  vor  die  Lösung  zu 
stellen.  Die  in  dem  letzten  Teile  des  7ten  Buches  enthaltenen 
Bestimnumgen  von  Maxirriis  und  Minimis  geben  den  Diorismus 
zu  e})en  den  Aufgaben,  welche  im  ersten  Teile  auf  eine  Glei- 
chung' gel)racht  worden  sind. 

An  der  vollständigen  Behandlung  fehlt  also  nur  noch  die 
L(»snng  der  Gleichungen.  Die  von  Halley  aufgestellte  An- 
nahme,   dafs    das   verlorene    8te  Buch   die   Lösungen 

26" 
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einer  Reihe  von  Aufgaben  enthalten  habe,  die  im 
7ten  Buche  erst  auf  eine  Gleichung  gebracht  und 
dann  einzeln  zum  Gegenstand  eines  Diorismus 
gemacht  waren,  stimmt  deshalb  im  vollsten  Mafse  zu  dem 
Inhalt  des.  siebenten  Buches. 

Im  übrigen  stützt  Halley  seine  Annahme  auf  die  Vorrede 
zum  siebenten  Buche,  in  der  Apollonius  sagt,  dafs  „dessen 
Sätze  alle  ihren  Nutzen  gewähren  bei  vielen  Arten  von  Auf- 
gaben und  namentlich  bei  deren  Diorismen" ,  und  dafs  „meh- 
rere ^)  Beispiele?  hierfür  in  den  (durch  Diorismen)  abgegrenzten 
Aufgaben  über  Kegelschnitte  sich  finden,  die  im  achten  Buche 
gelöst  und  bewiesen  sind".  Vielleicht  könnte  man  einwend.en, 
dafs  das  siebente  Buch  nach  der  aufgestellten  Annahme  nicht 
nur  Sätze  enthalten  müsse,  die  nützlich  wären  für  die  Dioris- 
men der  im  achten  Buchc^  behandelten  Aufgaben,  sondern  eben 
diese  Diorismen  selber.  Indessen  versieht  man  unter  dem  Dio- 
rismus  einer  synthetisch  behandelten  Aufgabe  diejenige  Angabe 
ihrer  Grenzen,  welche  gleichzeitig  mit  der  Stellung  der  Aufgabe 
ausgesprochen  wird.  Diese  Angal)e  der  Grcjnzen  kann  recht 
wohl  in  einem  voi-hergehenden  Satz  bewiesen  worden  sein  und 
ist  wohl  in  der  Regel  so  bewiesen  worden  —  z.  B.  in  Euklids 
sechstem  Buche,  wo  in  Satz  27  die  Grenzbestimmung  bewiesen 
wird,  die  in  den  Wortlaut  der  Aufgabe  über  die  elliptische 
Flächenanlegung  in  2(S  mit  aufgenommen  ist.  Der  Dioris- 
mus,  der  nicht  nur  die  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit  der 
Aufgabe  ausdrücken,  sondern  auch  angeben  soll,  wie  viele 
Autlösungen  (vergl.  S.  21)  dies(»lbe  in  verschiedenen  Fällen 
erhalten  könne,  hat  auch  Dinge  enthalten  müssen,  die  über  das 
im  7ten  Buch  ausgesprochene  hinausgehen,  zu  deren  Auffindung 
aber  das  7te  Buch  eben  die  Mittel  darbietet.  Aus  der  Bestim- 
mung des  Minimalwertes  für  den  Parameter  ]>'  einer  gegebenen 
Hyperbel,  l)ei  der  p'r-'^u.  ersieht  man  beispielsweise,  dafs  ein 
gegebener  Wert  von  p\  der  zwischen  dem  Minimalwerte  und  p 

')  Wir  üherselzen  hier  plura  iluirh  ^niehrere",  nicht  duroh  .mehr"',  was 
dunkel  sein  wünle.  Denn  im  7*pn  Buche  finden  sich  keine  Aufgaben 
sundern  nur  Satze. 
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liegt,  zu  zwei  verschieileiien  Durchmessern  auf  jeder  Seite  der 
Axe-  geliin-t ,  ein  gröfserer  Wert  von  p*  <aber  nur  zu  einem 
Durcliniesser  auf  jeder  Seite.  Auf  älmliclie  Weise  können  auch 
die  übrigen  Aufgaben  des  achten  Buches  durch  Benutzung  der 
im  siul)enten  gefundenen  Bestinunungen  in  so  bestimmt  abge- 
grenzten Formen  g(\stelU  worden  sein,  dafs  nicht  nur  die  Auf- 
l().sl)arkeit  iii)erall  gesichert,  sondern  auch  die  Anzahl  der  Auf- 
ir>sungen  für  jeden  Fall  vollkonnnen  bestinnnt  war. 

Als  einen  weiteren  Grund  für  die  Richtigkeit  seiner  An- 
schauung bezeicIuKit  Halley  noch  den  Umstand,  dafs  Pap pus 
seine  Ilülfssälze  zum  siebenten  und  achten  Buche  zusannnen 
anführt.  Diese  Hülfssatze  sind  allerdings,  wie  Pappus'  Hülfs- 
sätze  zu  allen  Büchern  von  Apollonius'  Kegelschnitten,  zu  un- 
bedeuhMid,  als  dafs  man  aus  ihnen  selbst  etwas  über  den 
Inhalt  dieser  Bücher  schhefsen  könnte;  aber  aus  der  ange- 
führten (lemcMuschaft  der  Hülfssatze  kann  man  älmliche 
Schlüsse  ziehen,  wie  von  Halley  aus  der  Gemeinsdiaft  der 
Hülfssatze  zu  den  Schriften  über  den  Verhältnisschnitt  und  den 
Flächensclinitt  gezogen  worden  sind.  Die  Gleichungen,  durch 
welche  di(^  Aufgaben,  deren  Diorismen  im  siebenten  Buche 
bewic^sen  sind,  die  sell)st  aber  un  achten  gelöst  werden  sollen, 
ausgedrückt  werden,  sind  quadratisch,  wenn  auch  ihre  Form 
nicht  unmitt(»II)ar  die  Forderung  einer  Flächenanlegung  aus- 
drückt. Die  I.r)sung  liat  in  einer  Reduktion  auf  Flächenanlegung 
bestanden:  aber  durch  diesell)e  Reduktion  hat  man  die  im 
siebenten  Buch  gegebenen  Grenzbedingungen  gefunden.  Hierin 
liegt  also  eine  gute  Erklärung  des  Umstandes,  dafs  dieselben 
Hülfssatze  an  beiden  Stellen  haben  benutzt  werden  können. 

Ich  glaube?,  dafs  es  anderen  gehen  wird  wie  mir,  und  dafs 
(las  Studium  des  siel)enten  Buclies  sie  mehr  und  mehr  von  der 
Richtigkeit  von  Halleys  Annahme  über  den  Inhalt  des  achten 
P>uclies  übc^rzeugen  wird.  Nach  dieser  Annahme  kann  man 
wenigstens  einen  Teil  von  den  Aufgaben,  die  in  diesem  Buche 
gelöst  sind,  (^inzehi  angel)en. 

Was  die»  Lösungen  betrifft,  so  haben  dieselben  nirgendwo 
andere  Schwierigkeiten  darbieten  können,  als  solche,  zu  deren 
t'bcrwindung  die  Alten  wohl  bekannte  Mittel  besafsen.    Man 
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kann  sogar  auf  Einzelheiten  in  der  ßehandlungsweise  schliefsen 
aus  der  eben  berührten  Übereinstimmung,  die  zwischen  den 
Beweisen  der  Diorismen  im  siebenten  und  den  Lösungen  im 
achten  bestanden  haben  nmfs.  Auf  der  einen  Seite  ist  des- 
halb das  Fehlen  dieses  Buches  weniger  hoch  anzuschlagen, 
als  das  anderen*  verlorenen  Schriften;  auf  der  anderen  Seite 
mufsten  sich  die  Aussichten  aufserordentlich  günstig  für  eine 
Wiederherstellung  gestalten.  Da  eine  solche  überdies  von 
einem  Manne  wie  Edmund  Halley  versucht  ist,  der  gewifs 
mit  dem  Gedankengange  der  alten  Mathematiker,  namentlich 
mit  dem  des  Apollonius  vertrauter  war,  als  irgend  jemand  in 
der  neueren  Zeit,  so  darf  man  annehmen,  dafs  dieselbe  in 
allem  wesentlichen  dem  Original  nahe  genug  gekommen  ist, 
um  den  Platz  zu  verdienen,  den  ihr  Verfasser  ihr  durch  un- 
mittelbares Anschliefsen  an  seine  Ausgabe  der  7  überlieferten 
Bücher  gegeben  hat^). 

Die  Bedeutung,  welche  hier  den  Sätzen  des  siebenten 
Buches  zugeschrieben  wird,  gestattet  eine  Erklärung  eines  schon 
berührten  auffallenden  Umstandes:  dafs  nämlich  die  in  un- 
s(n-er  Gleichung  (1)  gegebene  Bestinnnung  der  Länge  a'  eines 
Durchmessers,  w(?lche  dieselbe  Form  hat  wie  die  folgenden 
Bestimmungen  von  a'  +  6',  a'  —  h\  ,...})'  u.  s.  w.  und  in 
den  Beweisen  für  diese  Sätze  benutzt  wird,  nicht  selbst  als 
besonderer  Satz  aufgestellt  ist.  Der  Grund  nmfs  der  sein, 
dafs  Apollonius  für  diesen  nicht  dieselbe  Verwendung  hatte 
wie  für  die  übrigen;  er  mufs  also  den  Diorismus  und  die 
Lösung  der  Aufgabe,  einen  Durchmesser  von  gegebener  Länge 
zu  konstruieren,  als  im  voraus  bekannt  betrachtet  haben.    Das 


')  Wenn  Halley,  in  Cbereinsthnniung:  mit  der  Vorrede  zum  siebenten 
Buche,  auch  einzelne  andere  Aufgaben  aufser  denen,  die  im  siebenten 
Buche  aus(hücklich  auf  eine  (ileichunf^  jrebracht  und  diskutiert  sind, 
mit  aufgenommen  hat,  so  hat  er  sich  dadurch  selbstverständlich  der 
Gefaiir  ausgesetzt.  Abweichungen  von  Apollonius'  eigenem  Werke  zu 
begehen.  Dafs  er  es  nicht  darauf  abgesehen  hat,  auch  die  Form 
ilieses  Werkes  nachzuahmen,  sieht  man  beispielsweise  daraus,  dafs  er 
den  Diorismus  nicht  gleichzeitig  mit  der  Aufgabe  selbst  ausspricht, 
sondern  nach  moderner  W'eise  erst  nachdem  er  die  Aufgabe  gelöst  hat. 


J 
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konnte  (t  offenbar  auch  mit  Bezug  auf  den  Diorismus  thun: 
denn  dieser  würde  nur  auszusagen  haben,  dafs  die  Durch- 
messer einer  Ellipse  um  so  gröfser  werden,  je  mehr  sie  sich 
der  grofsen  Axe  nähern,  was  bereits  in  Satz  11  des  oten  Buches 
bewiesen  wurde,  und  die  einer  Hyperbel  um  so  gröfser,  je 
mehr  sie  sidi  von  der  Hauptaxe  entfernen,  was  ohne  weiteres 
einleuchtet.  Um  die  Konstruktion  eines  Durchmessers  von  der 
Länge  a'  zu  finden,  hatte  er  auch  niclit  nötig  diese  Aufgabe 
auf  (Mne  Gleichung  zu  bringen,  wenn  er  bereits  dieselbe  Auf- 
fassung von  einem  gegebenen  Kegelschnitt  besafs,  die  uns 
zur  Erklärung  von  Pappus'  Kritik  der  Konstruktion  von  Nor- 
malen, die  von  einem  Punkt  an  eine  Parabel  gezogen  werden, 
gedient  hat.  Lag  der  gegebene  Kegelschnitt  nämlich  vollstän- 
dig gezeichnet  vor,  so  konnte  man  den  gesuchten  Durch- 
messer unmittelbar  durch  einen  Kreis  um  den  Mittelpunkt  des 

a' 
Kegelschnittes  mit  dem  Radius  -^    bestinmien.     Der  Umstand 

also,  dafs  unsere  Gleichung  (1)  sich  nicht  in  einem  besonderen 
Satz(^  aufgestellt  findet,  deutet  darauf  hin,  dafs  auch  Apollonius 
eini^n  gegebenen  Kegelschnitt  als  vollständig  gezeichnet  betrachtet 
hat.  so  dafs  derselbe  bei  den  Konstruktionen  ))enutzt  werden 
konnte  ^). 

Doch  w^irde  man  auf  diese  Weise  nicht  erklären  können, 
weshalb  sich  gleichfalls  kein  Ausdruck  für  den  konjugierten 
Durchmesser  h'  findet;  denn  wenn  die  Kurve  eine  Hyperbel 
war.  so  nuifste,  damit  dieselbe  Konstruktion  benutzt  werden 
konnte,  die  konjugierte  Hyperbel  unmittelbar  vorgelegt  sein. 
was  selbstverständlich  nicht  der  Fall  w^ar.  Indessen  findet  sich 
indirekt  ein  Ausdruck  für  h\  da  b*^  =-=  a'p',  und  diese  letzte 
Grr)rse  wurde  in  Satz  18  bestimmt. 


)  Wenn  ich  hierin  Recht  hahe,  so  müfsten  Halleys  Anfanjrsworte  in  den 
Aul^Mhen  des  8*«"  Buches  «Datis  Hyperholae  (Ellipseos)  axe  majore 
('t  latere  recto"  uherall  verändert  werden  in  ^Data  Hyperhola  (Ellipsi)". 
Die   Auf^'ahen   am  Schlüsse  des  zweiten   Buches    heginnen  mit  xuß>ou 
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Kegelfiächen   und   Umdrehungsflächen   zweiter  Ordnung;   Archimedes'  Buch   Ober 
Konoide  und  Sphäroide;   Euklids  beide  Bücher  über  Oberflächenörter. 


Die  Lehre  von  den  Flaclien  zweiter  Ordnung  steht  in  so 
naher  Verl)indung  mit  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  dafs 
in  gegenwärtiger  S<'hrifl  auch  über  das  berichtet  werden  mufs, 
was  die  Griechen  über  die  erwähnten  Flächen  wufsten.  Wir 
wollen  mit  den  unter  diese  gehörenden  Kegelflächen  be- 
ginnen, über  die  wir  allerdings  im  Vorhergehenden  nicht  ganz 
wenig  erwähnt  haben;  aber  dies  soll  hier  in  seinem  Zusammen- 
hang mit  anderen  Untersuchungen  über  diese  und  andere  Flä- 
chen zweiter  Ordnung  betrachtet  werden. 

Euklid  erwähnt  in  seinen  Elementen  nur  ümdrehungs- 
kegel.  Wenn  es  sich  dann,  wie  im  zweiten  Abschnitt  bemerkt, 
in  seinen  „Phänomenen"  zeigt,  dafs  er  wenigstens  alle  ellip- 
tischen Schnitte  an  gewissen  Kegeln  kennt,  so  ist  es  möglich, 
dafs  er  auch  hier  nur  an  Umdrehungskegel  denkt.  Indessen 
ist  es  auch  möglich,  dafs  er  sich  in  den  Elementen  absichtlich 
mit  der  Behandlung  der  mehr  elementaren  Formen  begnügt, 
dafs  er  aber  anderswo  sich  auch  mit  schiefen  Kegeln  beschäf- 
tigt hat,  so  mr)glicherweise,  wie  wir  bald  sehen  werden,  in  der 
Schrift  über  Oberflächenörter.  hidirekt  enthält  Euklids  Optik 
einzelne  Sätze  über  gewisse  schiefe  Kegel,  z.  B.  in  Satz  36  den, 
dafs  alle  Axenschnitte  eines  Kreiskegels,  bei  dem  der  Abstand 
der  Spitze  vom  Mittelpunkte  der  Grundfläche  gleich  dem  Radius 
dieser  ist,  rechtwinklige  Dreiecke  sind^). 

Wenn  Archimedes  von  Kegeln  spricht,  so  meint  er 
damit  irgendwelche  Kreiskegel,  und  dafs  er  selber  dadurch 
nichts  neues  bringt,  ergiebt  sich  daraus,  dafs  er  keine  besondere 
Definition  solcher  Kegel  aufstellt.  Einen  Umdrehungskegel  cha- 
rakterisiert er  durch   das  Beiwort  ,gleichschenklig'.    Wir  haben 

^)  Dieser  Salz  ist  wiederholt  hei  Pappus,  Ausy;.  v.  Hultsch,  S.  581. 
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im  zueilen  Abschnitt  erwähnt,  dafs  Archiin(?do.s  die  Beschaffen- 
heit von  Schnitten,  die  senkrecht  zur  Svninietrieebene  schiefer 
Ke^fel  j^eführt  waren,  kannte,  und  haben  gesehen,  wie  er  die 
(rrundeip^enschaften  derselben  bestinnnte.  Hierzu  wollen  wir 
nun  die  Mitteilung  seiner  eigenen  Untersuchungen  fügen,  die 
er  in  der  Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide  an  solche 
Kegel  ansehliefst,  und  die  den  Zweck  haben  Kreisschnitte  an 
einer  Kegelflächc*  zu  l)estimnien,  deren  Leitkurve  eine  beliel)ige 
Klli{)se  ist  und  deren  Spitze  hi  einer  Ebene  liegt,  die  senkrecht 
auf  der  Ebene  der  Kurve  in  einer  der  Axen  errichtet  ist.  Da- 
«lurch  (^langte  er  das  Recht  diese  FLäche,  welclie  an  mehreren 
Stellen  der  erwähnten  Schrift  benutzt  wird,  als  eine  Kegel- 
tläche,  unter  der  er  nur  die  Oberfläche  eines  Kreiskegels  ver- 
steht, zu  betrachten  und  den  von  der  Kegelfläche  und  der 
Ellipse  begrc^nzten  Köi'j)er  ein  Kegelsegment  zu  nennen. 

Wir  kehnni  zu  der  im  zweiten  Abschnitt  benutzten  (und 
auf  iU'v  folgenden  Seite  abgedruckten)  Fig.  10  zurück,  welche 
die  Symmetrieebene  eines  Kreiskegels  darstellt.  NN^  ist  die 
S|)ur  eines  auf  dieser  Ebene  senkrechten  Schnittes,  J/3/,  die- 
jenige eines  belic^bigen  Kreisschnittes.  Die  in  P  errichtete  Or- 
dinate 1/  des  Schnittes  NX^  wird  dann  bestinnnt  durch 

//•^  ^^-  MF.PM,  =  x.XP.Py,, 
wo  X  ehie  Konstante  bedeutet,   die  nur  von  den   Richtungen 
von  J/J/j  und  A\V, ,  niclit  aber  von  der  Lage  des  Punktes  P 
abhängig  ist. 

Ist  nun  umgekelirt  die  Kegelfläche  durch  die  Ellipse  (A'A'i) 
bestinnnt,  so  läfst  sich  die  Richtung  der  Kreisschnitte,  welche 
senkrecht  auf  der  Ebene  der  Figur  stehen,  falls  es  solche 
giebt.  dadurch  beslinnnen,  dafs  man  durch  einen  Punkt  P  von 
AWj  eine  gerade  Linie  MM^  so  zieht,  dafs  MP.PMy^  =  i/^, 
wo  //  nunmeiu'  bekannt  ist. 

Diesc^  Aufgabe  läfstf  sicli  leicht  dadurch  lösen,  dafs,  wenn 
man  P  fest  sein  und  M  die  Linie  TX  durchlaufen  läfst,  der 
durch  diese  Relation  bestinnnte  Punkt  J/j  einen  Kreis  durch- 
läun,  dessen  Schnittpunkt  mit  TX^  dann  den  Punkt  J/j  liefert. 
Doch  läfst  sich  diese  Konstruktion  nur  dann  ausführen,  wenn 
•  1er  Kreis  wirklich  die  gerade  Linie  schneidet. 
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Archimedes  hat  deshalb  [in  Satz  8  der  erwähnten  Schrift] 
die  Aufgabe  auf  eine  andere  zurückgeführt,  die  sich  immer 
lösen  lafst.  Ein  Schnitt  (LL^)  senkrecht  auf  der  Halbierungs- 
linie TH  des  Winkels  NTN^  ist  eine  Ellipse;  denn  die  Rela- 
tion 

welche  der  Angabe  nach  für  jeden  Punkt  des  Schnittes  (XN^) 
stattfindet,  nuifs  auch  für  jeden  Schnitt  J?/«",  gelten,  der  diesem 


Figr.  10. 

parallel  ist.    Wählt  man  nmi  von  diesen  solche,   welche  LL^^ 
in  dorn  beweglichen  Punkte  Q  schneiden,  so  wird 

wo  /  nach  dem  auch  im  vorigen  Beweise  benutzten  Hülfssatze 
eine  neue  Konstante  bedeutet. 

Die  Spitze  T  der  Kegellläche  liegt  nun  senkrecht  über  dem 
Mittelpunkt  H  der  Ellipse  (LL^),  also  in  den  beiden  Ebenen, 
welche  in  den  Axen  senkrecht  errichtet  sind.  Man  kami 
also  daran  denken,  auf  die  oben  erwähnte  Weise  nicht  nur 
solche  Kreisschnitte  zu  suchen,  die  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  Figur  stehen,  sondern  auch  solche,  die  auf  der  senkrecht 
zu  dieser  durch  TH  gelegten  Ebene  senkrecht  stehen.  Ist 
{LL^)  nicht  selbst  ein  Kreis,   so  sieht  man   leicht,    dafs  die 
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Kieisschiiitto  senkrecht  auf  derjenigen  von  den  beiden  Ebenen 
steh<*n,  welche  die  kleine  Axe  von  (X/Lj)  enthält.  Das  hatte 
Archimedos  vorher  gezeigt  [in  7], 

Es  ist  deutlich,  dafs  Archimedes,  wenn  er  aufser  für  (LL^) 
für  andere^  ebene  Schnitte  senkrecht  auf  der  Symmetrieebene  der 
durch  T  und  den  Kegelschnitt  (NN^)  bestimmten  Kegelfläche 
Vorwendung  gehabt  hätte,  ebenso  leicht  gesehen  haben  würde, 
dafs  dies  gewöhnliche  Kegelschnitte  waren.  Ferner  sieht  man, 
dafs  Archimedes  gewufst  haben  oder  jedenfalls  durch  die  Ana- 
lysis.  die  seiner  synthetischen  Behandlung  entspricht,  erfahren 
haben  nuifs,  dafs  nicht  nur  Schnitte  senkrecht  zur  Synmietrie- 
ob(nie  eines  schiefen  Kreiskegels,  sondern  auch  solche,  die 
senkrecht  stehen  auf  derjenigen  senkrecht  zur  Synmietrieebene 
gelegten  Ebene,  die  den  Winkel  zwischen  den  in  der  Symme- 
trieebene enthaltenen  Erzeugenden  halbiert,  gewöhnliche  Kegel- 
sciinitte  sind.  Dies  ist  der  Fall  mit  (xViV,),  wenn  LLy  die 
grofse  Axe  des  Kegelschnittes  {LL^)  ist. 

Auch  eine  Betrachtung  von  Archimedes'  eigener  Bestim- 
mung [in  7J  der  Kreisschnitte,  die  senkrecht  auf  der  durch  T 
und  die  kleine  Axe  von  (LL^)  gelegten  Ebene  .stehen,  ist 
lehrreich  in  historischer  Beziehung.  Wir  wollen,  um  dieselbe 
Figur  benutzen  zu  körmen,  annehmen,  dafs  LL^  die  kleine 
Axe  ist,  dafs  die  Kreisschnitte  also  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  Figur  stehen.  Archimedes  sagt  dann,  dafs  die  Spur  des 
gesuchten  Kreisschnittes  bestimmt  wird,   indem  man  LIK  so 

zieht,   dafs       ji f,    -    einen    gegebenen  Wert    erhält,    nämlich 

den  des  V(u*hältnisses  zwischen  dem  Quadrat  der  grofsen  Ilalb- 
axe  von  (LL^)  und  Th'^,  sowie  dafs  die  Lösung  dieser  Auf- 

gäbe  möglich  ist,   weil  dieser  Wert  gröfser  ist  als     ~  rp-j,^^^' 

Dafs  diese  Konstruktion  zum  Ziele  führt,  wird  darauf  in  voll- 
kommener Überehistimmung  mit  dem,  was  wir  bereits  ange- 
geben haben,  bewiesen.  Dagegen  ist  es  auffallend,  dafs  er 
über  die  Ausführung  der  Konstruktion  nichts  sagt,  und  die 
llichtigk(*it  der  für  die  Lösbarkeit  aufgestellten  Bedingung  nicht 
beweist. 
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Di(^s  nuifs  claluT  rühren,  dafs  er  meint,  beide  Teile  seien 
leicht  zu  linden,  oder  dafs  er  beide  für  l)ekannt.  hält.  Im 
ersteren  Falle  würde  er  indessen  kaum  die  Aufgabe  in  einer 
l)e.<()nder.s  schwierigen  Form  gesl(.'IIt  haben.  Allerdings  erreicht 
er,  indem  er  die  Linie  durch  L  legt,  dafs  der  Kreisschnitt 
unterhalb  LL^  zu  liegen  konnnt,  dafs  also  der  Kegel  mit 
der  (Grundfläche  [LK)  wirklich  (LL^)  enthidt;  al)er  die  un- 
mittelbare Einführung  dieser  Forderung  verbirgt  i»s  geradezu, 
dafs  die  Aufgabe  am  leichtesten  dadurch  gelöst  wird,  dafs  man 
mit  Hülfe  einer  durch  //  oiler  einen  anderen  Punkt  von  TH 
gelegten  Lniie  zuerst  die  Riclitung  bestinmit.  Die  Bedhigung 
für  die  Lösbarkeit  wird  auch  als  etwas  bekanntc^s  erwähnt. 

Hat  nun  Ardiimedes  wirklich  die  Lösung  und  die  Bedin- 
gung für  die  Lös])arkeit  als  dem  Leser  bekannt  betrachten 
dürfen,  so  nmfs  seine?  Berechtigung  hierzu  in  einer  bekannten 
Anwendung  jener  Lösung  gesucht  werden,  und  man  darf  mit 
der  grölsten  Wahrscheinlichkeit  erwarten  diese  auf  demselben 
Uebiete  zu  linden  wie  die  vorliegende,  nämlich  bei  der  Unter- 
suchung ebener  Schnitte  an  Kegehi.  Dies  deutet  zunächst, 
ebenso  wie  der  von  Archimedes  stets  angewandte,  sehr  allge- 
meine Hülfssalz  (S.  51),  im  allgemeinen  auf  eine»  häufigere  Be- 
schätligung  mit  diesem  Gebiet,  als  man  sonst  bei  Archimedes' 
Vorgängern  anzunehmen  pflegt;  abiT  es  läfst  sich  sogar  eine 
bestinmite  Aufgabe  namhaft  machen,  auf  welche  dieselbe  Kon- 
struktion Anwendung  findet,  und  die  so  wichtig  ist,  dafs  Ar- 
chimedes annehmen  konnte,  die^  l^ösung  derselben  werde  den- 
jenigen Lesern  vollkonjinen  bekannt  sein,  die  ihm  überhaupt 
auf  diesem  Gebiete  folgen  köimten. 

Zu  dieser  Aufgabe»  ge'langen  wir,  wenn  wir  nur  unserer 
Fig.  10  eine  neue  st  ereomet  rise*he  Bedeutung  beilegen. 
Nehmen  wir  an,  elafs  JjL^  die  Projektie)n  eines  Schnittes  dar- 
ste'llt,  der  eineM-  kreisförmigen  Grundfläche  parallel  ist,  so  wird 
der  Kegel  ein  Umdrehungskegel,  unel  der  in  LIK  projicierte 
e'lliptise-he  Schnitt  desselbeMi  wird,  wenn  die  Höhe  des  Kegels  A, 
de'r  Kaelius  seiner  Grundfläe-lie  r  genannt  wird,  bestimmt  durch 

x.r,  \  ^   a  )   ~  7/2  '  LI,IK' 


Rückschlurs  aur  filtere  Hestiininun^'on.  X\\\ 

Soll  nun  diese  Ellipse  eine  im  voraus  jre^a^bene  Form  uml 

TP 

Gröfse  haben,  so  wird     t  t    tu   l^t^kiinnt,  mid  die  Uiclit  iin^' 

des  Schnittes  wird  dann  durch  die  Lösung  ^MMiau 
derselben  Aufgabe  bestimmt,  welclu^  Arehimedt»s  als 
l)elvannt  voraussetzt.  Ist  die  Hielitun^'  erst  gc^l'unden,  so 
ist  es  leicht  zwisclien  TL  und  TK  eine  der  LK  paralh^le 
Linie  einzuscliieben ,  deren  Lanf,'e  gleich  (/  ist.  Diese  wird 
dann  die  Lage  einer  Ellipse  von  gegel)enen  Dimen- 
sionen auf  einem  gegebenen  Kegel  angel)en.  Di(^  an- 
gefiilirte  Bedingung  für  die  Lösbarkeit  fTdlt  mit  der  zusannuen, 

.     dals  ^    <    1,   und  drückt  aus,   dafs  LIK  in   diescMu  Falle  die 
(i 

grofse  Axe  des  elliptischen  Schnittes  sein  mufs.  Hcm  der  ent- 
sprechenden Bestimnnmg  von  hyp(Tbolisch(?n  Sclmitt(Mi  wurde 
man  die*  Grenzbedingung  dadurch  erhalten,  dafs  in  diesem  Falh\ 

TP 

wo  /  sich  auf  der  Verlängerung  von  LK  l)efmdet,   ,  w    ,"  r  '     ^ 

Jj  I  ,  A  j 

sein  mufs. 

Genau  dieselbe  Aufgabe  läfst  sicli  noch  einfaclier  dm'ch 
rine  andere  Benutzung  d(»rs<.»lben  Figur  und  dersell)en 
eljenen  Konstruktion  lösen;  dabei  entspricht  die  angeführt«*. 
von  AichimcMhs  gegebene  Bedingung  für  die  Lösbark<'it  d<'r 
GrenzIxMÜngung  für  di(.'  hyperbolischen  Schnitte.  Bei 
dii'ser  Auflösimg  mufs  Winkel  LTK  der  \el)enwinkel  sein  zum 
Schejlflwiiikel  i\i'<  gegebenc*n  L'mdrehungskegels,  und  TI  di<» 
Spur  riner  der  (irundfläche  parallelen  Ebene.  Wenn  dann 
LIK  dir*  Spui*  eines  zur  Ebene  der  Figur  sctrikrechten  hyper- 
boli><'heii  Sehnittes  ist.  so  folgt  unmittelbar  aus  Arcliimedes* 
llüllV-atz,  dafs  luv  diese  Hyperbel 

y;    _         TP 
a  LI.IK 

TP  TIP 

i-t.      l)i<'  I><'dingung    r  §    t  l"    ^^    i  a    a  t      drückt  dann  au-, 

Jj  J  .  M  h  Ij  II  .  Im  Ij  X 

d.Ji-         -' in^n  Maxii/ialwert  erreicht,  wenn  die  Ebene  der  Hv- 


n 


jH  f  I).  i  ~i  nkn-iht  auf  (\*^r  Griindfläciie  des  Kf/ejs  steht 


414  Neunzehnter  Abschnitt. 

Wenn  man  also  zu  Archituedes'  Zeit  verstand  einen  durch 
seine  Konstanten  gegebenen  Kegelschnitt  auf  die  eine  oder 
andere  Art  wie  angegeben  auf  einen  Umdrehungskegel  zu  legen, 
dann  war  diese  Aufgabe  in  der  Lehre  von  den  •Kegelschnitten 
zugleich  so  fundamental,  dafs  Archimedes  mit  gutem  Gmnde 
die  hierzu  gehörende  Konstruktion  sowie  den  Diorismus  als 
wohl  bekannt  betracJiten  konnte.  Unsere  Annahme  erklärt 
also  völlig  die  Kürze,  mit  der  Archimedes  sich  ausdrückt,  und 
zugleich  stimmt  sie  zu  den  Aufserungen  in  ApoUonius'  Vorrede 
zum  sechsten  Buche*),  nach  denen  man  früher  die  hier  be- 
sprochene Aufgabe  behandelt  hatte,  wenn  auch  weniger  „voll- 
ständig und  klar*  als  er  selbst  si(?  behandelt.  Ob  dieses  Urteil 
richtig  ist,  können  wir  —  die  Richtigkeit  unserer  Annahme 
vorausgesetzt  —  nicht  wissen,  w-eil  Archimedes  über  die  Aus- 
führung der  Konstruktion,  die  er  als  bekannt  betrachtet,  nichts 
sagt. 

Die  gröfsere  Vollständigkeit  bei  ApoUonius  besteht  viel- 
leicht darin,  dafs  er  im  sechsten  Buche  derselben  Aufgabe  eine 
doppelte  Form  giebt  und  jede  von  diesen  für  sich  behandelt, 
nämlich  einmal:  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  einen  Um- 
drehungskegel mit  gegebenen  Winkel  an  der  Spitze  zu  legen, 
und  zweitens:  auf  einem  gegebenen  Umdrehungskegel  einen 
Kegelschnitt  mit  gegebener  Axe  und  zugehörigem  Parameter 
anzubringen.  Aufserdem  haben  wir  bei  ApoUonius  die  allge- 
meingültige Bestinmmng  von  ebenen  Schnitten  an  Kreiskegeln 
gefunden. 

Ohne  wesentliche  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Kegel- 
flächen  ist  eine  Arbeit  von  einem  wahrscheinlich  viel  jüngeren 
Schriftsteller  Serenus^)  über  Schnitte  an  Kegeln.  Diese  be- 
handelt nämlich  nur  Schnittebenen,  welche  durch  die  Spitze 
gelegt  sind,  und  enthält  namentlich  eine  Reihe  von  Aufgaben 
über  Maxima  und  Minima  der  Flächen  demjenigen  Dreiecke, 
in  denen  die  durch  die  (Jrundfläche  begrenzte  Kegelfläche  von 


')  Verj;!.  Anhang?  1. 

-I  Tjmnery  verlegt  die  Zeit  seines  Lehens  ins  4»«  Jahrhundert   n.  Chr. 
(Bulletin  des  Sciences  math.  12««  serie,  VII,  S.  :238). 
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solchen  Ebenen  geschnitten  wird;  übrigens  entl)eln'en  diese  Aur« 
gal)en  keineswegs  des  Interesses. 

Gröfsere  Bedeutung  niodite  ich  aber  einer  Konstniktion 
beilegen,  welche  von  dem  römischen  Feldmesser  Hyginus*) 
angegeb(Mi  ist,  und  die  bedeutend  gröfsere  stereometrisclie 
Kenntnisse  verrät,  als  die  römisclien  Feldmesser  sonst  besafscMi, 
Ich  trage  deshalb  kein  Bedenken,  dieselbe  mit  Cantor  als 
ehie  Überlieferung  aus  der  griechischen  Astronomie  anzusehen 
und  sie  als  ehi  Beispiel  für  Operationen  mit  KegeHlächt»n  zu 
betrachten,  das  durch  seinen  deskriptiv-geometrischen  Clharakter 
etwas  von  dem  abweicht,  was  wir  sonst  bei  den  griechisch(»n 
(Jeometern  angetroffen  haben. 

Die  behandelte  Aufgabe  besteht  darin,  sich  zu  orientien^n, 
wenn  gegeben  sind:  die  Länge  eines  senkrecht(?n  Stab(»s  AB 
und  die  Länge  und  Lage  dreier  seiner  Schatten,  BC\  BD  und 
BE,  welche  er  an  drei  Augenblicken  desselben  Tages  auf  eine 
wagevechte  Ebene  geworfen  hat.  Dann  sind  AC,  AI)  und  AK 
Erzeugende  einer  Umdrehungskegelfläche,  und  eine  Ebene  senk- 
recht zur  Axe  dieses  Kegels  wird  die  wagerechtc»  Ebene  in  der 
iresuchten  Ost-Westlinie  schneiden.  Eine  solclie  Ebene  erliält 
mau  in  FGK,  wenn  man  auf  den  Erzeugenden  AC  und  AI> 
die  der  AK  gleichen  Stücke  AF  und  Ad  abträgt.  Ein  Punkt 
von  der  Spur  dieser  Ebene  ist  A';  ein(?n  zweiten  erhält  man 
durch  den  Schnittpunkt  der  CD  mit  der  Projektion  F*(i*  von 
F(i  auf  die  wagerechte  Ebene.  Die  Punkte  F*  und  G*  liegen 
iitziehungs weise  auf  BC  und  BD^  und  ihre  Abstände  von  B 
tindot  man  leicht,  w(»nn  man  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC 
und  ABD  in  ihrer  wahren  Gröfse  koastruiert.  Die  verdorbenen 
Figuren  machen  (^s  übrigeasunmöglich  zu  erkennen,  in  welche 
kon.-truktiv('  Verbindung  man  diese  Hülfsiiguren  mit  der  Haupt- 
lij;ur  gebracht  hat. 

Was  die  Cv linderflächen  betrifft,  so  könnte  man  sich 
aus  (1(111  Tnistande,  dafs  Apollonius  dieselben  nicht  nennt. 
Nicht    zu    d<'m    Glauben    verleiten    lassen,    dafs   sie    und   ihre 
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ebenen  Schnitte  zu  seiner  Zeit  niclit  bedachtet  wui'den.  Wahr- 
scheinlieh  ist  Seren us  durch  eine  soh-he  Vorstellung  dahin 
gebracht  worden,  in  seiner  Schrift  über  ("ylinderschnitte  eine 
Behandlung  dieser  durchzuführen,  die  Schritt  für  Schritt  —  wenn 
auch  nicht  immer  mit  Glück  —  Apollonius'  Behandlung  der 
Kegelschnitte^  folgt.  AVenn  man  indessen  sieht,  dafs  Archimedes 
in  der  oben  von  uns  benutzten  Schrift  über  Konoide  und  Sphä- 
roide  Untersuchungen  über  Cylinderschnitte  seinen  entspre»- 
chenden  Untersuchungen  über  Kegelschnitte  folgen  läfsl;  wenn 
man  sich  ferncT  erinnert,  dafs  Euklid  in  den  , Phänomenen- 
elliptische  Kegelschnitte  anführt  und  daneben  bemerkt,  dafs 
ebene  Schnitte  an  (lylindeni  Ellipsen  sind,  so  kann  Apollonius' 
Schweigen  über  (lylinderschnitte  nicht  dahc^r  rühren,  dafs  er 
diese  Art  Ellipsen  zu  eiv.eugen  nicht  kennt.  Vielmehr  darf  man 
annehmcMi ,  dafs  er  die  Cylinderschnitte  unerwfdint  gelassen 
hat,  einmal  weil  sie  an  sich  nur  geringe  Schwierigkeiten  dar- 
bieten, und  zweitens  weil  seine  Behandlung  der  Kegelschnitte 
eine  einfache  Anleitung  zur  entsprechenden  Behandlung  der 
Cylinderschnitte  giebt.    Serenus  ist  dieser  Anleitung  nur  gefolgt. 

Jm  ganzen  dürfen  wir  gewifs  annehmen,  dafs  das  Studium 
des  Cylinders  so  wcmI  fortgeschritten  war,  dafs  man  die  Sätze 
über  Cylinder  kannte  und  die  Aufgaben  über  Cylinder  lösen 
konnte,  welche  nach  moderner  Auflassung  als  Grenzformen 
derjenigen  Sätze»  und  Aufgal)en  über  Kegel  dargestellt  werden 
würden,  welche  die  gric^chiscthen  Schriftsteller,  wi(^  wir  gesehen 
haben,  kannt(*n  und  behandeltt^n. 

Die  Alten  sind  indessen  m'cht  bei  Kegel-  und  Cylinder- 
tlächen  stehen  geblieben,  sondern  bei  xVrchimedes  treffen 
wir  in  der  Schiifl  über  Konoide  und  Sphäroide  auch  Unter- 
suchungen über  Umdreliungs[)araboloide,  die  er  recht- 
winklige Konoide  nennt,  ül)er  Umdrehungshyperboloide, 
gebildet  durch  Umdrehung  um  die  erste  Axe,  die  er  stumpf- 
winklige Konoide  nennt,  und  Um  dreh ungsell ipso ide,  die 
er  .S|»häroide  nennt  und  näher  als  länglich  oder  breit  bezeichnet, 
j(^  nachdem  die  Umdrehungsaxe  die  grofse  oder  kleine  Axe 
der  Mc^ridiankurve  ist.  Wonn  wir  im  Folgenden  von  Parabo- 
hmlen,  Hyperboloiden  und  Ellipsoiden  sprechen,  so  meinen  wir 
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fliese  LIiii(lrehun<?sfiriohcii.  Das  Ziel,  welches  Archimetles'  Unter- 
suchungen verfolgen,  ist  die  Berechnung  der  Volumina  von  den 
Segmenten,  weldu»  zwischen  den  Flächen  und  Ebenen  abge- 
schnitten werden,  und  hierin  kann  wenigstens  der  Grund  dafür 
liegen,  dal's  er  die  P^läch(»n,  welche  durch  Umdn^hung  um  die 
zweite  Axe  der  Hyperbel  h(»rvorgebracht  werden,  nicht  auch 
behandelt  hat.  Über  die  Volumenbestinmmngen  werden  wir 
im  folgenden  Abschnitt  sprechen;  hier  wollen  wir  imr  die  allge- 
meinen Eigenschaften  hervorheben,  die  Archimedes  bei  den 
Volumenbestimnuingen  benutzt  und  deshalb  nn't  angeführt  hat. 
Archimedes  untersucht  alle  elliptischen  Schnitte  der 
genannten  Flächen  vollständig  und  beweist,  dafs  dieselben 
ähnlich  werden,  wenn  ihre  Ebenen  parallel  sind.  Elliptisch 
werden  alle  Schnitte  an  Paraboloiden ,  welche  der  Axe  nicht 
parallel  sind,  und  alle  Schnitte  an  HyperboloiihMi,  deren  Ebenen 
alle  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  schneiden.  Dafs  di(»se 
sowohl  wi(*  alle  Schnitte  am  Ellipsoid  wirklich  Elli[)sen  werden, 
wird  |in  1:2,  l;{  und  14|  auf  gleichartige  und  mit  Archimedes' 
Tx^slimmung  von  Schnitten  an  Kegehi  vollkommen  überein- 
stimmende \V(Mse  mit  Hülf(»  des  F^otenzsatzes  bewiesen. 


A-    i- 
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Sielll  njimlich  Fig.  7:2  d(»n  Meridian  dar,  der  auf  dem  zu 
iinh  ismlirnden  Schnitte  senkrecht  steht,  und  AW,  die  Projektion 
i\i'<  Sdjniih's  auf  dessen  Ebene,  so  wird  di(»  in  F  errichtete 
oidinMl«*  //  (irs  Schnittes,  w(»nn  man  durcli  dieselbe  ehien  auf 
<lrr  riiKJn'lHmgsa.xe  si^nkn^chten  Schnilt  legt,  der  hi  MM^ 
l>ioji(irrl   ist.  be^tinmit   i\\\vv\\ 
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MP  PM 

wo  X  der  konstante  Wert  ist,   den  das  Verhältnis  ^WW-^-tt^ 

NP .  PNi 

nach  dem  Potenzsatz  erhält.    Hieraus  folgt,  dafs  der  Schnitt 

eine  Ellipse  ist. 

Da  X  nun  nicht  nur,  wegen  der  Parallelität  der  Linien 
J/Afj ,  unverändert  bleibt,  wenn  P  die  feste  Linie  NNy^  durch- 
läuft, sondern  auch  wenn  NN^  sich  parallel  mit  sich  selbst 
bewegt,  so  ist  hiermit  zugleich  bewiesen,  dafs  die  parallelen 
elliptischen  Schnitte  unter  einander  ähnlich  sind,  weil  das  Verhält- 
nis X  zwischen  den  Quadraten  ihrer  Axen  unverändert  bleibt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  hier  gemachte  Anwendung  des 
Potenzsatzes  wollen  wir  bemerken,  dafs  dieselbe  zu  der  Aus- 
dehnung stimmt,  in  der  dieser  Satz  aufgestellt  werden  konnte, 
bevor  ApoUonius  die  regelmäfsige  Benutzung  zusammengehö- 
j-iger  Hyperbeläste  eingeführt  hatte.  Es  müssen  nämlich  bei  den 
Hyperboloiden  sowohl  die  Spuren  der  elliptischen  Schnitte  in 
der  auf  ihnen  senkrechten  Meridianebene  wie  die  Spuren  der 
Kreisschnitte  den  als  Meridiankurve  benutzten  Hyperbelast  selbst 
schneiden. 

An  die  Bestimmung  der  elliptischen  Schnitte  schliefst  sich 
Archimedes'  Bestimmung  einer  Berührungsebene  dieser 
Flächen.  Er  bestimmt  dieselbe  als  eine  Ebene,  welche  eine 
Tangente  einer  Meridiankurve  enthält  und  senkrecht  auf  der 
Meridianobene  steht,  und  benutzt  für  den  Beweis  den  Umstand, 
dafs  diese  Ebene,  wenn  sie  mehr  Punkte  mit  der  Fläche 
gemeinsam  hätte,  die  Fläche  in  einer  Ellipse  schneiden  müfste. 
Seine  Beweisführung  weicht  also  nicht  viel  ab  von  der,  welche 
sich  darauf  gründen  läfst,  dafs  die  genannten  Ebenen  die  Fläche 
in  einer  Ellipse  schneiden,  die  in  einen  Punkt  zusammen- 
schrumpft. Zugleich  stützt  er  sich  aber  auf  einige  Sätze  (bei 
denen  zu  verweilen  hier  kein  Grund  vorliegt),  die  davon  han- 
deln ,  welche  Stücke  schneidender  Geraden  innerhalb  oder 
aufserhalb  der  Flächen  fallen.  Aus  der  Bestimmung  der  Be- 
rührungsebenen leitet  er  ab,  dafs  die  Linie  eines  Ellipsoids, 
welche  die  Berührungspunkte  paralleler  Berühi-ungsebenen  mit 
einander  verbindet,  ein  Durchmesser  ist  [15 — 17], 
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Aiilser  der  allgemeinen  Bestimmung  elliptischer  Schnitte 
f/uAA  Archimedes  noch  die  Bestimmung  gewisser  besonderer 
Schnitte.  Obgleich  die  hierher  gehörenden  Sätze  [in  11 1  den 
luideron  vorangehen  und  in  15—17  benutzt  sind,  so  erwähnen 
wir  ?^ie  doch  zuletzt,  weil  Archimedes  sie  für  einfach  genug 
hält,  um  ihren  Beweis  fortlassen  zu  können,  während  wir  nur 
iUnrh  die  Beweise  für  seine  nachfolgenden  Sätze  uns  eine  zuver- 
lässijre  Meinung  darüber  bilden  können,  wie  er  sie  bewiesen 
haben  will. 

Diese  unbewiesenen  Sätze  sagen  aus:  1)  ebene  Schnitte 
parallel  der  Axe  eines  Paraboloids  sind  Parabeln,  die  der  Me- 
lidiankurve  kongruent  sind;  2)  ebene  Schnitte  parallel  der  Axe 
eines  Hyperboloids  sind  Hyperbeln,  welche  der  Meridiankurve 
ähnlich  sind;  3)  ebene  Schnitte  durch  den  Mittelpunkt  eines  Hy- 
perboloids sind  Hyperbeln;  4)  ebene  Schnitte  parallel  der  Axe 
»ines  Ellipsoids  sind  Ellipsen,  die  der  Meridiankurve  ähnlich  sind. 
Wenn  Archimedes  keinen  Beweis  für  diese  Sätze  angefühi-t 
hat,  so  darf  man  zunächst  schliefsen,  dafs  er  sie  nicht  durch 
einen  Kunstgriff  bewiesen  haben  wollte.  Seine  Beweisführung 
ist  doshall)  sicherlich  in  allem  wesentlichen  auf  dieselben  Prin- 
cipien  ^^egründet  gewesen,  wie  seine  früheren  Bestimmungen 
von  Schnitten  an  Kegelflächen  und  die  später  folgende,  von 
uns  schon  besprochene  Bestimmung  der  elliptischen  Schnitte 
<in  Umdiehungsflächen.  Bei  diesen  letzteren  wird  der  Potenz- 
<atz  benutzt;  aber  dieser  ist  ein  Mittel,  das  nur  dem  zu  Ge- 
bote^ stand,  der  etwas  tiefer  in  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten (MUgedrungen  war;  Archimedes  hält  es  deshalb  für 
notwcMidig  an  denselben  zu  erinnern,  bevor  er  ihn  anwendet 
|in  3|.  Wenn  nun  Archimedes,  bevor  er  die  hierauf  gegrün- 
«leten  allgemeinen  Untersuchungen  der  elliptischen  Schnitte  vor- 
L'(Miomnien  hat,  den  hierin  speciell  einbegriffenen  Satz  über 
Schnitte^  parallel  der  Umdrehungsaxe  des  Ellipsoids  als  beson- 
lers  leicht  zu  beweisen  betrachtet,  so  mufs  der  Grund  dafür 
ler  sein,  dal's  der  specielle  Fall  des  Potenzsatzes,  der  hier  be- 
mil/A  werden  soll,  eben  nur  die  Axengleichung  der  Ellipse  oder 
eine  einlache  Umformung  derselben  ist.  Um  die  beiden  vorher- 
L-^ehenden   Sätze  mittels  des  Potenzsatzes  beweisen  zu  können, 

37* 


i 


420  Neunzehnter  Abschnitt. 

müfsto  er  die  allgemeine  Form  gekannt  haben,  die  derselbe  erst 
durch  Apolloniiis  erhalten  hat ;  aber  auch  hier  kommt  der  Potenz- 
satz selbst  nicht  zur  Verwendung,  sondern  besondere  Fonnen 
und  Grenzfalle  desselben,  die  wohl  bekannt  waren.  Die  Beweise, 
\velche  Archimedes  wirklich  durchgeführt  hat,  geben  also  aus- 
reichende Erläuterungen  darüber,  wie  seine  Leser  seinen  Ab- 
sichten gemäfs  die  Behauptungen  zu  beweisen  hatten,  die  er 
ohne  Beweis  anführt.  Dem  entsprechend  gelangen  wir  zu 
folgenden  Beweisen. 

1)  Fig.  72  möge  eine  Meridiankurve  eines  Paraboloids  mit 
der  Axe  AC  darstellen,  und  LP  sei  die  Projektion  eines  senk- 
recht zur  Meridianebene  und  parallel  der  Axe  gefülulen 
Schnittes.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  von  der  Spur  dieses 
Schnittes,  und  steht  MPM^  senkrecht  auf  der  Axe,  so  wird 
die  Ordinate  y  der  in  P  projicierten  Punkte  des  Schnittes  wie 
früher  bestimmt  durch  //^  =  MP.PM^.  Um  diesen  Ausdruck 
weiter  umformen  zu  können,  wollen  wir  die  Koordinaten  der 
Parabelpunkte  M  und  L,  bezogen  auf  Axe  und  Scheitelpimkt 
der  Parabel,  mit  z,  x  und  z%  x'  bezeichnen.  Dann  erhält  man 
ys  rr-.  x^ — .r'*.  Bedeutet  p  den  Parameter  der  Parabel,  so  ist 
ferner:  . 


.  .r*         x'^  \ß  iß 


-— ^» 


p z         i>z*        i) (z  —  ^0        p  ,LP 

woraus  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung  hervorgeht. 

2)  Ist  die  Fläche  ein  Hyperboloid,  so  haben  wir  in  diesem 
Beweise  nur  die  Gleichung  der  I^arabel  mit  der  der  Meridian- 
hyperbel zu  vertauschen.    Bezeichnet  u  die  Länge  der  ersten  Axe 

und  X  eine  Konstante  M    J  ,    so  erhalten  wir: 


z{z  -{-  a)         z'  (z'  4-  a)         (z  —  z*)  (z  +  z'  +  a) 


{z  —  z'){z  —  z'-{-  (i-^-^lz'Y 

hieraus  ergiebt  sich,   da  z'  konstant  ist,  dafs  der  Schnitt  eine 
Hyperbel  wird;   diese  ist  der  Meridianhyperbel  ähnlich,  da  die 
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Koii.slant()  x   dieselbe?  bleibt.     Der  vierte  Satz  wird  auf  ganz 
•  li('S(.*Ibe  Weise  bewiesen. 

^)  in  dem  Beweise  dafür,  dafs  Schnitte  durch  den  Mittel- 
I »linkt  eines  Hyperboloids  Hyperbeln  sind,  wird  es  natürlich 
-ein,  in  unserer  Umformung  der  Gleichung,  welche  die  Alten 
<  Irr  Hyperbel  gaben,  d(?n  Mittelpunkt  zum  Anfangspunkt  genonnnen 
zu  (lenken.  Bedienen  wir  uns  im  übrigen  derselben  Bezeich- 
iiun^'en,  so  haben  wir  für  den  Punkt  M 


x^ 


(--;*) 


Lass(^n  wir  nun  .r'  die  auf  dasselbe  Koordinatensystem  bezo- 
l^cnc  Ordinate  des  Punktes  F  von  der  Spur  der  Schnittebene 
l)('Z< 'lehnen,  so  ergiebt  sich  x*  =  az,  wo  a  eine  Konstante  be- 
(Irutrt.     Folglich  wird 

Da  c  (lei-  Abscisse  des  Punktes  F  von  der  Spm*  des  Schnittes 
proportional  ist,  und  da  a^<,x,  so  wird  hierdurch  ausgedrückt, 
'\i\{'<  (1(M'  Schnitt  eine  Hj'perbel  ist. 

Die  hier  geführten  Beweise  sind  so  dargestellt,  dafs  die 
l  her! ragung  in  die  Darstellungsform  der  Alten  an  keiner  Stelle 
-chwit'rig  sein  kann.  Weitere  Vernmtungen  über  EinzelJieiten 
«licscr  Form  anzustellen  ist  kein  Grund  vorhanden,  da  Archi- 
iiirdivs,  weil  er  selbst  keine  Beweise  aufstellt,  es  unterlassen 
lud,  einer  einzelnen  Form  den  Vorzug  zu  geben.  Wir  wollen 
nur  bemerken,  dafs  diese  Beweise,  wenn  sie  im  Stile  der  Alten 
«liuvhgefülirt  werden  sollen,  zum  Teil  weitläufiger  werden  dürften 
;ils  diejenigen  sind,  welche  Archimedes  für  die  allgemeineren 
Sntzo  über  die  elliptischen  Schnitte  führt;  denn  bei  diesen  konnte 
ci-  deji  Potenzsalz  benutzen.  Dies  kann  vielleicht  dazu  beige- 
f lagen  haben,  dafs  Archimedes  diese  Beweise  fortgelassen  hat; 
dal)ei  setzen  wir  voraus,  dafs  er  die  Weitläufigkeit,  welche  der 
I>(\veis  s(Mner  Behauptungen  erforderte,  nicht  als  von  sach- 
liche n  Seh  wierigkeit(Mi  herrührend  betrachtete.  Derartige 
Schwierigkeiten  können  die  einfachen  Fomien  für  die  Gleichun- 
ij«  II  drr  Kegelschnitte  und  die  Umformungen,  welche  hier  nötig 
vf^rcii.  solchen  Lesern  nicht  dargeboten  haben,  welche  zu  jener 
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Zeit  seinen  Arbeiten  im  ganzen  gewaclisen  waren;  merkwürdig 
ist  dagegen  der  Umstand,  dafs  er  auch  die  räumlichen  Opera- 
tionen, welche  in  Wirklichkeit  eine  analytische  Geometrie  mit 
drei  Dimensionen  darstellen,  für  so  selbstverständlich  hält,  dafs 
er  die  hierauf  gegründeten  Beweise  den  Lesern  überläfst. 

Diese  analytische  Geometrie  mit  dreiDimensionen, 
welche  Archimedes  auf  Untersuchungen  sowohl  der  Schnitte 
an  Kegeln  als  der  Schnitte  an  den  drei  Umdrehungsflächen 
anwendet,  stimmt  vollkommen  überein  mit  der  analytischen  Ge- 
ometrie mit  zwei  Dimensionen,  welche  die  Alten  auf  Unter- 
suchungen der  Kegelschnitte  anwenden.  Bei  dieser  letzteren 
wird  die  Ordinate  eines  Punktes  in  der  Regel  als  Funktion 
der  Lage  ihres  Fufspunktes  auf  der  Abscissenaxe  bestimmt, 
weniger  als  Funktion  der  von  einem  besümmten  Anfangspimkt 
an  gerechneten  Abscisse.  Auf  dieselbe  Weise  wird  die  Ordi- 
nate eines  Punktes  im  Räume,  die  wie  hier  y  genannt  haben, 
als  Funktion  der  La^e  ihres  Fufspunktes  in  der  Grundebene 
bestinmit.  Die  Gleichung  einer  Umdrehungsfläche  oder  einer 
Kreiskegelfläche  wird  denmach  bestimmt  durch 

y«  =  3/P.PJ/j,  (1) 

wo  P  den  Fufspunkt  der  Ordinate  bezeichnet  und  M  und  M^^ 
die  Punkte  sind,  in  denen  eine  Linie,  welche  in  der  Grund- 
ebene durch  P  in  einer  gewissen  gegebenen  Richtung  gezogen 
ist,  eine  Meridiankurve  oder  zwei  feste  Geraden  schneidet.  Von 
der  durch  eine  gegebene  Ellipse  als  Leitkurve  in  Satz  7  und  8 
des  hier  erwähnten  Werkes  bestimmten  Kegelfläche  läfst  sich 
auf  ähnliche  Weise  sagen,  dafs  sie  durch  die  Gleichung 

KP  PN~  ^  ^o"«^ans  (2) 

dargestellt  werde,  wo  auch  N  und  N^  auf  zwei  Geraden  gleiten. 
Archimedes'  Beweise  für  die  Beschafienheit  der  ebenen  Schnitte 
bestehen  in  Umwandelungen  einer  dieser  beiden  Formen  für 
die  Gleichung  einer  Fläche  in  die  andere,  oder  in  der  Umwan- 
delung  der  Gleichung  (2)  in  eine  neue  Gleichung  von  derselben 
Form. 

Die  Voraussetzungen   sowohl,   welche  wir  Archimedes   in 


Raumkoordinaten;  Euklids  OherflfichenOrter.  423 

BetrelT  der  Fähigkeit  seiner  Leser,  dieses  Verfahren  selbst  anzu- 
wenden, liaben  machen  sehen,  als  auch  die  Voraussetzungen, 
welche  er,  wie  wir  gesehen  haben,  hinsichtlich  der  Bekannt- 
schaft seiner  Leser  mit  dem  Apparate  machte,  der  bei  der  An- 
wendung dieses  Verfahrens  auf  Kegelflächen  benutzt  wird,  zeigen 
uns,  dafs  dasselbe  vor  seiner  Zeit  nicht  unbekannt  gewesen 
sein  kann,  sondern  dafs  es  wenigstens  auf  verschiedene  Schnitte 
an  Unidrehungskegeln  angewandt  worden  sein  mufs.  Wenn 
man  nun  in  den  überlieferten  Mitteilungen  über  verlorene 
Schriften  nach  einer  Schrift  sucht,  die  diese  Voraussetzungen 
erfüllt  haben  kann,  so  wird  manfßchon  durch  den  Namen 
dahin  gebracht  an  Euklids  Oberflächenörter  zu  denken. 
Eine  genauere  Untersuchung  der  wenigen  erhaltenen  Angaben 
ül)er  diese  Schrift  wird  es  wahrscheinlich  machen,  dafs  das 
soeben  erwähnte  Verfahren  wirklich  darin  benutzt  worden  ist 
und  nicht  ausschliefslich  auf  Umdrehungskegel  Anwendung  ge- 
funden hat. 

An  Quellen  für  die  Kenntnis  des  Inhaltes  von  Euklids  beiden 
Büchern  über  Oberflächenörter  haben  wir  zunächst  ihren  Namen 
und  ihren  Platz  in  Pappus'  Verzeichnis  deijenigen  Schriften, 
welche  zur  antiken  analytischen  Geometrie  gehören.  roTroQ  npog 
ir.lipavzifjL  bedeutet  nach  den  Angaben,  welche  im  ganzen  über 
die   zt'iTzot^)  der  Alten  vorliegen,   einen  geometrischen  Ort  für 

M  Ich  kann  mich  in  dieser  Sache  im  ganzen  auf  die  betreffenden  Be- 
inerkun^^en  von  Heiberg  (Litterargeschichtliche  Studien  Ober  Euklid, 
S.  79—83)  beziehen,  ohne  doch  allen  von  ihm  ausgefQhrten  Einzelheiten 
))eizui>fli('hten.  So  meine  ich,  dafs,  gerade  wenn  der  Name  eine  solche 
All^renieingflltigkeit  besitzt,  dafs  man  von  ihm  auf  den  Inhalt  der 
Schrift  schliefsen  kann,  kein  Grund  vorliegt  zu  glauben,  es  sei  jedet^ 
mal  Euklids  Schrift  gemeint,  wenn  dieselbe  E^zeidinung  gebraucht 
wird.  Einen  besonderen  Grund  dies  zu  bezweifeln  hat  man  da,  wo  von 
transscendenten  Flächen  die  Rede  ist;  denn  diese  dürften  kaum 
in  einer  Schrift  behandelt  worden  sein,  die  Pappus  zum  roico^  ävakuiV- 
fi£>og  rechnet.  Es  scheint  indessen,  als  ob  Heiberg  sich  habe  ver- 
leiten lassen  zu  übersehen,  dafe  dies  der  Fall  ist  an  der  Stelle,  die  er 
besonders  hervorhebt  (Pappus,  Ausg.  v.  Hultsch.  S.S58,S4),  und  zwar 
aus  dem  Umstände,  dafs  Hultsch  in  seiner  Aufgabe  (S.  260,  is— u) 
eine  Fläche,  deren  Benennung  sich  aus  den  Handschriften  nicht  er- 
kennen läfst,  cylindrisch  genannt  hat.  obgleich  dieselbe  offenbar 
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einen  Pnnkt  im  Uaunio,  diM*  einer  Bedingung  unterworfen  ist, 
--  vielleicht  zugleich  für  eine  bewegliche  Gerade^)  —  also  einen 
Ort,  (1(T  eine  Oberfläche  wird.  Da  zugleich  die  ScJiriflen  in  Pappus' 
Verzeichnis,  welche  die  Planinu^trie  l)etreffen,  nur  gerade  Linien, 
Kreise  und  Kegelschnitte  behandeln,  so  niufs  man  annehmen, 
dafs  Euklid  in  den  0])erllächenr)i'tern  nur  solche  geometrische 
Orter  behandelt  liat,  welchfj  Ebenen  (?),  Kugeln,  Kegel  und 
( ly linder  werden,  sowie  andere  Flächen  zweiter  Ordnung,  falls 
ihm  solche  l)ekannt  waren. 

Wenn  man  nun  mit  di(?sen  Voraussetzungen  genauere  Auf- 
schlüsse in  Pap[)us'  Ilülissätzen-)  zu  der  verlorenen  Schrifl 
sucht,  so  mufs  man  zunächst  darauf  achten,  wie  njihe  die  im 
ersten  Hülfssatze  gebrauchten  Ausdrücke  denjenigen  kom- 
men, welche  man  in  einer  Darstellung  von  Archimedi^'  ana- 
Ivtisch-stereometrischer  Methode  benutzen  würde. 

Dieser  Ilülfssatz,  den  man  bis  dahin  für  unvei'ständlich 
•yivhalten  hat,  ist  vor  kurzem  von  Tannery^)  etwa  auf  folgende 
Weise  interpretiert  worden,  di(*  fast  nur  eine  Ändenuig  der 
Figur  verlangt: 

«Ist  (Fig.  73)  AB  eine  gerade  Linie  und  CD  eimn*  gegebenen 

Geradem  parallel,   und  ist  das  Ver- 

a:  AI)   DB 

hältnis  -—j'j^^  —  gegeben,  so  liegt  C 

r  auf  (Muem  Kegelschnitt.    Bewegt  .sich 

\  nun  die  gerade  Linie  AB,  und  sind 

.1 —    _  .^ —  _\ß  I  ^jjj^j  7^ nicht  mehr  gegeben,  sondern 

"^        ])(nvegen  sie  sich  auf  geraden  Linien 
.,.,^  -.,  AK  und   KB  von  gegel)ener  Lage, 

SO  belindet  sich  dtT  oberhalb  der 
Ebene  liegende  Punkt  ('  auf  eincT  der  Lage  nach  gegebenen 
Fläche." 


«•ine  wiiulschicfe  Sr'hi;iul>onfl;iche  ist,  nnmiich  ^anz  «lioselbe,  die  hin- 
icrlier  auf  eine  etwas  \venijj:er  einfache  Weise  hestininit  und  dann 
l'Iekt<»ide  jrenannt  wird. 

*j  l'apjiu^,  Ausjr.  V.  Flultsrh.  S.  :{«1:2,  :i. 

■i  Aus-.  V.  Hulldi,  S.  lUditr. 

■)  Bulletin  des  Sciences  inatli.     -i"»«^  serie,  T.  VI.  S,  liO. 
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Nach  dieser  Lesart  wird  hier  ausgesagt,  dafs  ein  gewisser 
ireonietrisehiu*  Oi-t,  dargestellt  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
Arcliiinedes  (mit  Ausnahme  des  Umstandes,  dafs  die  Linie  AB, 
siatt  sich  parallel  mit  sich  zu  bewegen,  dieselbe  Länge  behält). 
t'ine  -  nicht  näher  bestinnnte  —  Fläche  ist.  Ein  solcher  Satz 
stimiiil  zu  denen,  welche  Pappus  an  anderen  Orten  aufstelt 
und  i)eweist^),  und  die  aussagen,  dafs  gewisse  geometrische 
Orter  t'üi'  I^mkte  im  Haume  Kurven  sind.  Die  Fläche,  zu 
der  man  liier  gelangt,  ist  indessen  sehr  kompliciert  und  die 
l  Untersuchung  derselben  war  deshalb  von  zu  geringem  Nutzen. 
als  dafs  wir  annehmen  dürften,  Euklid  habe  sich  in  seiner 
Schrift  sonderlich  lange  ])ei  dei-selben  aufgehalten.  Es  ist  mijg- 
lirh,  dafs  er  er  den  erwähnten  geometrischen  Ort  gel(*gentlich 
licnannt  hat,  und  dafs  Pappus  sich  darum  verpflichtet  gefühlt  hat 
anzug(*b(Mi,  dafs  dieser  Ort  eine  Fläche  wird.  Auch  ist  es  mög- 
lich, dafs  Pap[)us  (od(jr  der  Verfasser  des  Hülfssatzes)  aus  irgcMid 
einem  Umstände  in  Euklids  Schrift  Veranlassung  genonmien  hat 
tliesen  Ort  zu  erwähnen. 

In  beiden  Fällen  würde  die  nächstliegende  Veranlassung 
darin  bestehen  können,  dafs  Euklid  in  seiner  Schrift  den  spe- 
( icllcn  Fall  untersucht  hat,  wo  die  Linien  parallel  sind,  wo 
also  die  Fläche  eine  Cly linderfläche  wird,  hervorgebraclit  durch 
ilcn  mit  Ali  sich  bewegenden  Kegelschnitt.  Wie  aus  der  Sorgfalt 
hervorgeht,  mit  der  Archimedes  bemüht  ist  kreisförmige  (irund- 
tlächen  für  die  Kegel-  und  Clylinderflächen  zu  finden,  auf  die 
i'V  stcW'st,  hat  diese  Fläche  das,  was  die  Alten  unter  der  krum- 
men OlxM'fläche  eines  Cylinders  verstanden,  doch  nur  dann 
sein  k(")nnen.  wenn  der  Clylinder  sich  zwischen  zwei  kreisför- 
migen Schnittern  al)schneiden  liefs,  wenn  also  der  bewegliche 
Kegelschnitt  eine  Ellipse  wiu*.  In  diesem  letzten  Falle  konnte 
es  auch  nicht  schwierig  sein  die  Kreisschnitte  zu  bestinunen, 
wenn  man  nur  anfänglich*)  einen  Schnitt  senkrecht  zur  Er- 
/.eii^^enden  des  Cylinders  legte.    Dafs  dieser  Schnitt  eine  Ellipse 


I  AirirmuMles  Inst,  wie  bereits  erwähnt,  dieselbe  Aufgabe  in  Satz  \)  des 
lUnlie-  über  Kcmoide  und  Sphftroide.   wenn  auch  nur  in  einem  speci- 
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ist,  und  dafs  ferner  ein  auf  zweckmäfsige  Weise  durch  die 
grofse  Axe  oder  parallel  der  grofsen  Axe  dieser  Ellipse  gelegter 
Schnitt  ein  Kreis  ist,  liefs  sich  demnächst  durch  dasselbe  Ver- 
fahren darthun,  welches  Archiniedes  sowohl  auf  Kegel-  wie  auf 
Cjiinder-  und  Umdrehungsflächen  anwendet.  Der  Umstand, 
dafs  parabolische  und  hyperbolische  Cy linder  von  den  Alten 
nicht  als  Cylinderflächen  aufgefafst  wurden,  spricht  übrigens 
nicht  absolut  ^egen  die  Möglichkeit,  dafs  solche  Flächen  in 
Euklids  Schrift  untersucht  worden  sind. 

AVie  bekannt  kann  das  hier  erwähnte  Fehlen  von  Kreis- 
schnitten nur  eintreten  bei  Cylinderflächen,  und  nicht  bei  Ke- 
gelflächen. Hierin  könnte  eine  Aufforderung  liegen,  die  Ver- 
anlassung zum  Hülfssatze  etwas  ferner  zu  suchen  und  anzu- 
nehmen, dafs  auch  in  Euklids  eigenen  Untersuchungen  die  Linien, 
auf  denen  A  und  B  liegen  sollen,  beliebig  gewesen  sind,  dafs 
aber  die  Linie  AB^  statt  eine  konstante  Länge  zu  besitzen, 
ein  gegebene  Richtung  gehabt  habe.  Die  von  ihm  untersuchten 
Flächen  sind  dann  im  allgemeinen  Kegelflächen  gewesen. 

Vielleicht  dürfte  es  selbst  erlaubt  sein  eben  diesen  Hülfs- 
satz  dahin  zu  ändern  und  anzunehmen,  dafs  er  von  demselben 
Herausgeber,  der  die  Figur  mifshandelt  hat,  noch  weiter  mifs- 
handelt  worden  sei;  in  solchem  Falle  braucht  Tanneiys  Re- 
stitution, welche  die  nächstliegende  ist,  nicht  die  richtige  zu 
sein.  In  der  That  würde  es  etwas  überraschend  sein,  eine  so 
komplicierte  Fläche  wie  die  ist,  die  man  bei  konstanter  Länge 
von  A  B  erhält,  unter  den  Hülfssätzen  in  Pappus'  siebentem  Buche 
zu  finden,  die  sich  sonst  niemals,  ebenso  wenig  wie  die  kom- 
mentierten Schriften,  über  Formen  des  zweiten  Grades  erheben. 
Eine  Änderung  des  Inhaltes,  dahin  gehend,  dafs  AB  sich  selbst 
parallel  bliebe»  und  sich  von  einer  der  beiden  festen  Linien 
bis  zur  anderen  erstreckte,  würde  kaum  grofse  Änderungen  des 
Textes  beanspruchen.  Die  Veranlassung  zum  Hülfssatze  würde 
dann  darin  bestehen  können,  dafs  Euklid  dieselben  Oberflächen- 
örler  —  vielleicht  allerdings  in  beschränkter  Weise   —   unter- 

elleu  Falle,   der  indessen  allein   mit  Rücksiehl  auf  das  Zeichnen  der 
Figur  eine  wirkliche  Erleichlerunjr  mit  sich  bringt. 
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.suchte  und  fand,  dafs  sie  Kegelflächen  seien,  dafs  aber  Pappus 
der  Meinung  war,  es  müsse  vor  einer  Untei-suchung,  was  für 
Flächen  diese  Ürter  seien,  hervorgehoben  werden,  dafs  sie 
überhaupt  Flächen  seien.  Wenn  am  Schlüsse  des  Hülfssatzes 
gesagt  wird,  dafs  dies  „bewiesen  sei",  so  kann  man  dabei  an 
die  Anfangsworte  denken,  die  in  der  That  einen  Beweis  ent- 
halten, oder  daran,  dafs  Euklid  durch  den  Beweis,  dafs  der 
Ort  eine  Kegelfläche  ist,  auch  bewiesen  hat,  dafs  er  eine 
Fläche  ist. 

hidessen  möchte  ich  doch  nicht  die  Annahme  wagen,  dafs 
Fuklid  die  Kegelflächen  in  so  grofser  Allgemeinheit  behan- 
delt hat,  wie  sich  auf  diesem  Wege  eingeben  würde,  wenn 
die  Ordinate  CD  eine  ganz  beliebige  Richtung  haben  soll. 
Was  mich  hiervon  abhält,  ist  nicht  gerade  der  Umstand,  dafs 
dann  bereits  Euklid  alle  möglichen  Schnitte  auch  an  schiefen 
Kegeln  gekannt  haben  müfste.  Meine  Bedenken  rühren  viel- 
nu^hr  daher,  dafs  dann  bereits  Euklid  die  Kreisschnitte  an 
jedem  Kegel  mit  einem  Kegelschnitt  als  Leitkurve  hätte  müssen 
bestimmen  können.  Denn  um  das  zu  können,  wäre  zunäclist 
<lie  Bestimmung  der  Hauptschnitte  des  Kegels,  die  von  einer 
kubischen  (Jleichung  abhängen,  erforderlich  gewesen.  Allerdings 
war  man  nach  meiner  Meinung  bereits  zu  Euklids  Zeit  in  der 
Behandlung  körperlicher  Aufgaben  durch  körperliche  Orter  wohl 
hewandiut;  aber  die  hier  berülirte  Aufgabe  ist  von  zu  grofser 
Bedeutung,  als  dafs  sie  in  der  gesamten  Litteratur  des  Alter- 
tums gar  keine  Spuren  hätte  hinterlassen  können,  wenn  schon 
Fuklid  sie  gelöst  hatte.  Hatte  Euklid  sie  gelöst,  so  würde 
Archimedes  sich  gewifs  damit  begnügt  haben  auf  ihn  zu  ver- 
weisen statt  selbst  KreisscJmitte  in  dem  speciellen  Falle  zu 
bestinmien,  wo  bereits  ein  Hauptschnitt  bekannt  war. 

Wir  gelangen  also  nicht  zu  voller  Klarheit  über  den  Hülfs- 
satz  und  über  den  Satz  bei  Euklid,  zu  dem  derselbe  gehört. 
Was  wir  über  seine  Beschaffenheit  gesagt  haben,  trägt  indessen 
jedenfalls  dazu  bei  die  Vermutung  zu  stützen,  dafs  Euklids 
l)eide  Bücher  über  Oberflächenörter  neben  anderen  Unter- 
suchungen auch  solche  über  Öiler  enthielten,  die  Cylinder- 
ndt  r  Kegelflächen  waren,  dafs  diese  dargestellt  und  durcli  Be- 
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niitzung  clor  Dai'st(»llung  aiifol)ensolcht>  analytisch-sterooniotrischo 
Woiso  uiitor>ucht  waren  wie  l)oi  Archimcdes.  Der  Hülfssalz 
hostätigt  also  (liurliaus  dio  V ennutuiig,  dals  dio  Voraussetzungen, 
wulcho  Arohiniedos  in  dor  Schrift  ühor  Konoide*  und  Sphäroide 
mit  Bozug  auf  niothodiscJi(*  Auffassung  und  besondere  Vor- 
konnlnisse  seiner  Leser  macJit,  aus  Euklids  Oberflächenörtern 
zu  entnehmen  waren.  Ehc^n  diese  Voraussetzungen,  auf  dio 
wir  schon  hingedeut(?t  haben,  dürften  deshalb  vielleicht  am 
best(4i  auf  EinzelhiMten  schlirfsen  hissen,  dio  in  d(T  letzt- 
genannten Schrift  enthalten  wareii. 

Wenn  man  nun  auf  diesem  Wege  zu  dem  Ei-gebnis  gelangt 
ist,  dafs  Eukh'd  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  sich  in  seiner 
Sclu'ift  mit  lvegolfliich(*n,  diese  als  gt^omotrische  Orter  aufge- 
fafst,  beschäftigt  liat,  so  wird  man  dadurch  auch  auf  eineVor- 
nmtnng  über  das  gebrncht,  was  Pappus  mit  seinem  zweiten 
Hülfssalz  bc^absichligt  hat.  Di(\sor,  der  uns  bereits  manche 
Dienste  bei  unseren  Unte]\suclumgen  über  dio  Bekanntschaft 
dor  Alton  mit  Bronn])unktseigonschaft(Mi  geleistet  hat,  enthalt 
•  lio  vollständigo  Bestinmumg  dor  Kegelschnitte  als  Orter  für 
l*nnklo,  deren  Abständi»  von  einem  gogebenen  Punkte  (Breini- 
pnnkl)  und  einer  gegebenen  Geraden  (der  entsprechenden  Leit- 
linie) in  (?inom  gogebenen  Verlulltnis  stoben.  Waren  nun  diese 
Ortor  zu  Euklids  Zeit  vollständig  bekannt  (was  g(Tade  aus  dem 
Gi'undo,  weil  Pappus  es  für  notwendig  gehalten  hat.  Beweise 
(Vir  di(\selb(?n  hinzuzufügen,  wahrscheinlich  wird),  so  hat  sich 
u^lrichsam  von  selbst  die  Aufgabe  dargeboten  den  Ort  für 
t*u]ikto  zu  bostinunon,  deren  Abstände  von  (Muer  geg(»- 
bnion  (Joriidon  und  einer  gegebenen  Ebene  in  gege- 
ln'n<Mi  Vorhältnisson  stehen. 

Wir  sind  imstande  vollständig  anzugi'bon,  wie  Euklid  diese 
Anfgabo  goirjst  liat)en  kann,  wenn  er  wirklich  auf  den  Gedanken 
kam,  sicli  dieselbe  zu  stellen.  Durch  den  Hülfssalz  wird  der 
Ort  nämlich  als  oino  Kegoltläcli(^  (nach  unsorem  Sprachgebrauch) 
Ix'stinmit.  dio  den  Schnittpunkt  zwischen  der  gegebenen  Gt^ 
rad(^n  und  dor  gogoboncn  Ebene  zum  SchoitoliHmkt  hat  und 
»'inen  Kegolsrlmitt  enthält,  der  in  einer  senkrocht  auf  dor  gege- 
hriicii  (J(M*adon  stehend(Mi  Eljono   liegl    und   seinen  Brennpunkt 
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in  der  Sj)iir  der  gegebtnien  (Jeraden  in  dieser  Ebene  hat.  Üals 
diese  Kegelfläche  wirklich  auch  dem  entspricht,  was  die  Alten 
unter  einer  solchen  verstandtni,  hat  durch  Bestimmung  der 
Kreisscluiitte  bewiesen  werden  müssen.  Da  die  Spitze  des 
Kegels  senkrecht  über  dem  Brennpunkt  liogt,  so  hat  diese  Be- 
stininiung  sich  etwa  ebenso  wie  bei  Arcfiimedes  ausführen 
lassen,  während  freilich  dieser,  der  einen  allgemeineren  Fall 
behandelte,  sicli  nicht  mit  einem  Hinweis  auf  Euklid  begnügen 
koiniti^ 

!n(l(\ssen  ist  die  nächstliegende  Ausdehnung  der  in  Pappus' 
zweitem  llülfssatze  l)estimmten  geometrischen  Orter  auf  den 
Kaum  die  Beslimnumg  des  geometrisclu^n  Ortes  für  Punkte, 
(leren  Abstände  von  einem  g€»gebenen  Punkte  und  einer  gege- 
l)enen  Ebene  in  einem  gegebenen  V'erhältnis  stehen.  Diese 
rührt  7A1  den  ümdrehungsfh'lchen  zweiter  Ordnung,  welche 
(inen  Brennpunkt  haben,  oder  zu  d(^nselben,  welche  Archimedes 
unter  dem  Namon  ,Konoide  mid  Sphäroide*  untersucht.  E>v  ist 
bekannt,  dafs  diese  Untersuclnmgsmethode  zugleich  ein  frucht- 
l)ares  Mittel  zur  Darstellung  der  Eigenschaften  dieser  Flächen 
ai)giebt. 

(Ihasles  hat  deshalb  jnit  gutem  Grunde  die  Vermutung 
aufgestellt,  dafs  Euklids  Schrift  über  Oberflächenörler  über 
diese  drei  Flächen  gehandelt  hat,  und  auch  ich  würde  dieser 
Veiinutung  vor  der  im  Vorhergehenden  festg(»haltenen  gewifs 
den  Vorzug  g(»geben  haben,  wenn  man  sich  allein  auf  Pappus* 
zweiten  Hülfssatz  hätte  stützen  nuissen.  Sollte  es  unrichtig  sein. 
wenn  ich  mit  Tannery  den  ersten  Hülfssatz  dahin  gedeutet 
habe,  dafs  die  Punkte  .1  und  B  (Fig.  78)  sich  auf  geraden 
Linien  bewegen  müssen,  so  würde  auch  der  erste  Hülfssatz  in 
ni(  lit  höherem  Grade  auf  Kegeltlächen  als  auf  irgendwelche 
ix'liebige  Flächen  zweiter  (Ordnung  hinweisen.  Wie  jcKloch 
von  dt^n  meisten  Schriftstellern,  di(»  diese  Frage  spätiT  be- 
handelt haben,  bemerkt  worden  ist,  spricht  ein  Umstand,  der 
von  (Ihashs  selbst  zu  Gunsten  seiner  Ansicht  angeführt  wird. 
(ilieblich  gegen  dieselbe,  nämlich  Archimedes'  Behandlung 
(Icrselixii  dnM  Flächen.  Die  ganze  Art  und  Weise  nänilicli, 
wi(    AKhimedes  diesi»   Flächen,   ihre  Bemannung   und   die   zu- 
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gehörigen  Defmilionen  einführt,  deutet  darauf  hin,  dafs  er 
etwas  neues  darstellt.  Wenn  er  seine  Untersuchungen  auf 
etwas  specielles  richtet,  nämlich  auf  die  Volumina,  die  von 
diesen  Flächen  und  von  Ebenen  begrenzt  werden,  so  könnte 
das  allerdings  darauf  deuten,  dafs  dieselben  im  voraus  nach 
anderen  Richtungen  untersucht  worden  seien;  war  das  aber 
<ler  Fall,  so  mufste  Archimedes  sich,  hier  wie  andei'swo,  damit 
begnügen  können  einen  Teil  von  dem,  was  doch  nicht  dem 
iMgentlichen  Ziel,  das  er  errei(^h(»n  wollte,  angehörte,  als  von 
anderen  Schriftstellern  her  bekannt  anzAiführen.  Besonders 
hervorzuheben  ist  es,  dafs  er  von  den  Sätzen,  für  die  er  selbst 
keinen  Beweis  giebt,  nicht  sagt,  dafs  sie  bekannt,  sondern 
dafs  sie  leicht  zu  beweisen  seien. 

Vielleicht  reichen  diese  Umstände  nicht  liin,  um  vollständig 
zu  entscheiden,  ob  Euklid  gar  nichts  über  UmdreJumgsflächen 
zweiter  Ordnung  angeführt  hat;  denn  es  wäre  ja  denkbar,  dafs 
Archimedes  das  Material  nicht  genau  in  der  Form,  in  der  er 
es  gebrauchen  mufste,  vorgefunden  Jiabe.  Immerhin  machen 
sie  Chasles'  Annahme  zu  einer  wenig  wahrscheinlichen.  Ist 
dieselbe  nicht  i-icfitig,  so  deuten  beide  Hülfssätze  auf  eine  Be- 
handlung von  Kegel-  und  C'ylinderflächön  hin,  die  nicht  bei 
der  primitivsten  Bestimnmng  dieser  Flächen  als  geometrischer 
Orter  stehen  geblieben  ist.  Jedoch  steht  der  Annahme  nichts 
im  Wc^ge,  dafs  auch  Kugelfläch(»n  in  derselben  Schrift  als 
geometrische  Örter  bestinnnt  wordc^n  sind. 

Welchen  (Jebrauch  auch  Euklid  von  der  erwähnten  ana- 
lytisch-stereometrischen Darstellung  gemacht  hat:  jedenfalls  hat 
sich  ergeben,  dafs  Archimedes  diese  Darstellung  mit  so 
grofser  FtTtigkeit  benutzte  und  ein  solches  Vertrautsein  mit 
derselb(Mi  bei  seinen  Lesern  voraussetzte,  dafs  man  erwarten 
könnte,  dieselbe  werde  auch  seinem  Nachfolgern  einen  hervor- 
ragenden Nutzen  gewährt  haben.  Archimedes'  eigene  Beweisfüh- 
rung für  die  Bestinnnung  elliptischer  Schnitte  läfst  sich  unmit- 
telbar anw-enden  auf  alle  möglichen  ebenen  Schnitte  an  allen 
IJmdreliungsflächcn  zweiter  Ordnung,  weim  man  nur  den  durch 
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Apoiloniiis  vervollständigten  Potenzsatz  an  Stelle  der  engeren 
Form  desselben  Satzes  setzt,  die  Archimedes  benutzte.  Das- 
selbe Verfahren  läfst  sich  durch  eine  Wiederholung  benutzen 
für  die  Bestimmung  aller  möglichen  ebenen  Schnitte  an  jeder 
Fläche  zweiter  Ordnung,  wenn  man  dieselbe  nur  durch  die 
(fl(Mehung 

<lar>tellt,  wo  J/J/,  eine  Sehne  eines  Kegelschnittes  bedeutet, 
die  .sieh  parallel  mit  einer  gegebenen  Geraden  bewegt,  P  einen 
Punkt  dieser  Sehne  und  y  die  Länge  einer  von  P  aus  in 
irt^<r(^bener  Richtung  gezogenen  Ordinate.  Bei  einer  hierauf 
jie^^ründeten  Untersuchung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  wird 
man  keinen  ernstlichen  Schwierigkeiten  begegnen,  bevor  man 
in  (1(^11  Falle,  wo  die  Ordinaten  nicht  senkrecht  auf  der  Grund- 
tläche  stehen,  die  Ilauptschnitte  bestimmen  will.  Diese  Schwie- 
ri<jfkeiten  sind  indessen  dieselben,  welche  sich  bei  den  Kegel- 
tlächen  darbieten,  und  zu  deren  Überwindung  man,  wenn 
'ii<>elbe  auch  Euklid  nicht  vollständig  gelang,  später  bessere 
llülfsmittel  erwarb. 

W^'un  wir  dies  nun  angeführt  haben,  um  den  Wirkungs- 
Ixrcich  der  beschriebenen  Untersuchungsmethode  zu  zeigen, 
'lie  Arehimeilc^s  mit  vollständiger  Beherrschung  und  so  vielem 
<Ilü(k  anwandte,  so  müssen  wir  uns  beeilen  hinzuzufügen,  dafs, 
ai)}.'(\s(»JKMi  von  Apollonius'  Untersuchungen  aller  möglichen 
Sclmitte  an  Kegeln,  in  der  überlieferten  Litteratur  sich  keine 
Andeutung  findet,  dafs  irgend  ein  späterer  Schriftsteller  des 
Altertums  di(»  von  Archimedes  betretene  Bahn  weiter  verfolgt 
habe.  Wir  besitzen  durchaus  keine  Mittel,  um  zu  entscheiden, 
oi)  die  Zeit  des  Verfalls  eintrat,  bevor  ein  anderer  Forscher 
Aalnyenommen  hatte,  dafs  hier  ein  Boden  bereitet  sei,  auf 
l«'m  man  mit  Leichtigkeit  neue  und  reiche  Früchte  ernten 
könne,  oder  ob  solche  Arbeiten  vielleicht  entstanden,  aber  ver- 
loren j^ingen,  weil  sie  zu  hoch  lagen  für  diejenigen  Männer 
des  sjjäteren  Altertums,  dienen  wir  die  überlieferten  Schriften 
lind  Angaben  über  verlorene  Schriften  aus  der  alten  Zeit  zu 
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vonltinkon  haben.  Im  zweiten  Fiill  wäre  en  vielleicht  wesent- 
licti  d(»r  an|^'ei?ehenc  Xaine  des  Arcliiniedes,  der  die  Schrift  über 
Konoide  und  Sphäroide  vor  dorn  Untergange  bewahrt  hat. 


Zwanzigster  Abschnitt. 

Archimedes'  Bestimmungen  von  Flächen,  Rauminhalten  und  Schwerpunkten. 


Wie  bekannt  l)enulzten  die  Alten  den  sogenannten  Ex- 
haustionsbeweis  um  Resultate  sicher  zu  stellen,  die  man 
jetzt  durch  hilinitesimah-echnnng  tuKh't.  Zu  allen  Zeiten  hat 
man  die  exakte  Strenge  dieser  Beweisart  bewundert,  und  ich 
brauche  dieselbe  deshalb  hier  nicht  nachzuweisen.  Wenn  man 
gleichzeitig  über  die  grofse  Beschwei'lichkeit  derselben  geklagt 
hat,  so  nuifs  man  bedenken,  dafs  diejenigen,  welche  in  unseren 
Tagen  die  Principic^n  der  Infinit(\<imalrechnung  mit  ausreichender 
(Jründlichkeil  darlegen  wollen,  auch  nicht  sonderlich  leichter 
davon  kommen,  ja  zum  ToW  genau  dieselben  lietrachtungsarten 
benutzen,  wc^lche  dem  Exhaustionsbeweise  zu  (ürunde  liegen^). 
Der  (Jebrauch  jedoch,  den  die  Alti'U  von  ihm  machen,  wird 
dadurch  beschwerlich(^r,  dal's  sie  den  ganzen  Beweis  bei  Jeder 
einzelnen  Anwendung  wi(»derholen,  während  die  entsprechenden 
Betrachtungen  jetzt  dazu  diencMi,  ein  Cur  allemal  die  allgemeinen 
Methoden  zu  begründen,  die  sich  dann  hinterher  ohne  die 
in  diesem  Beweise  liegende  gi-olst^  Vorsicht  anwenden  lassen. 

Dieser  wichtige  Unterschied,  der  zeigt,  dals  Untersuchmigen 
über  hifinitesinialgröfsen  nicht  zu  einem  Ilültsmittel  entwickelt 
waren,  welches  in  Jed(Tmanns  Hand  brauchbar  war,  kann 
indessen    kein    grofses    Hindernis    für    diejenigen  Mathematiker 


')  Mail    voi>'leirhe    z.  R    die    ausfiihrlichL*    EinloiUin^'    zu    Duhniiie). 
Kh'*riiciils  de  (lalcul  intinitosiiiial. 
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ab^^c^^ebeii  haben,  welche  auf  diesem  Gebiete  Sicherheit  genug 
bcsafsen,  uia  di(»  einzehien  Anwendungen  der  erwähnten  Be- 
we.i<t'iiljning  machen  zu  können.  Diese  konnten  nicht  zweifel- 
haft sein,  welche  Voraussetzungen  erfüllt  werden  mufsten,  damit 
derscllx.'  Beweis  in  gegebenen  Fallen  durchgeführt  werden  konnte. 
Da  di(\ser  BewcMs  selbst  einen  rein  demonstrativen  und  gar 
keinen  deduktivi^n  Charakter  hat,  so  ist  es  weniger  wesent- 
lich, ob  man  denselben  vor  oder  nach  der  Anwendung  der- 
jriiijjrcii  Zerlegungen  und  Transformationen  führt,  mit  deren 
Hülfe  das  Resultat  gefunden  wird:  ob  man,  wie  jetzt,  diese 
Z(ile;zungen  erst  benutzt,  nachdem  man  zu  Anfang  der  Infini- 
tcsinialreclirmng  die  Beweise  für  ihre  Anwendbarkeit  geführt 
hat,  oder  oh  man,  wie  es  im  Altertum  der  Fall  gewesen  sein 
iiiufs,  damit  beginnt,  mit  ihrer  Hülfe  Resultate  und  Gründe  für 
diese  R(^snltate  aufzusuchen,  und  sich  dabei  stets  dessen  bewufst 
bleibt,  was  erforderlich  ist,  um  liinterher  den  vollständigen  for- 
malen Beweis  aufzustellen. 

Dasjenige  also,  wonach  wir  in  Cbereinstinunung  mit  dem 
Zweck  (lieser  ganzen  Arbeit  fragen  müssen,  sind  nicht  die 
Formen  dt^^i^  Exhaustionsbeweises,  sondern  der  Umfang,  in  dem 
die  Alten  die  eben  berührten  deduktiven  Hülfsmittel  kannten 
und  benutzten,  die  der  Art  nach  ganz  mit  denen  überein- 
stimiiuMi,  welche  wir  in  unserer  Infinitesimalrechnung  benutzen. 
Was  wir  davon  linden,  würde  —  wenn  wir  von  der  damit 
verwandten  Proportionslehre  im  oten  Buche  Euklids  absehen  — 
unter  die  Bestimmung  von  Tangenten,  unter  die  An- 
w(Mi(lnn;r  konvergenter  unendlicher  Reihen  und  unter 
di(^  Anwendung  von  Integrationen  gehören,  selbstver- 
ständlich jedoch  ohne  dafs  die  beiden  letzten  Begriffe  aufgestellt 
worden  wären. 

Für  die  Benutzung  der  Infinitesimalmethode  zur  Bestim- 
niunir  von  Tangenten  haben  wir  in  dieser  Arbeit  keine 
Verwendung,  da  diese  Bestimmung  hinsichtlich  der  Kegelschnitte, 
wie  wir  (S.  Slff.)  gesehen  haben,  auf  den  Diorismus  der  qua- 
<lratisclien  (Jleichung  gegründet  wurde.  Wir  haben  ferner  nach- 
-«'wirsen,  wie  andere  Aufgaben  über  Berührung  und  über  die 
IJestimnumg  von  Maximis  und  Minimis  bei  den  Alten  auch  an 
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die  Diorisnien  körperliche^'  Autj^^aben  angeschlossen  wurden. 
Bei  Archiniedos  tindet  man  dagegen  eine  Bestimmung  emer 
Tangente,  nändich  der  Tangente  einer  Spirale,  welche  sehr 
genau  mit  der  Art  und  Weise  übereinstimmt,  wie  die  Diffe- 
rentiahechnung  Tangenten  an  Kurven,  die  auf  Polarkoordinaten 
bezogen  sind,  bestimmt.  Hier  ist  indessen  durchaus  nicht  von 
t'twas  allgemeinem  die  Rede,  und  der  grofse  Apparat,  den  die 
exakte  Beweisführung  verlangt,  erh;ilt  nur  diese  eine  Anwen- 
dung in  der  uns  überlieferten  griecJiischen  Geometrie. 

Gröfseres  Interesse  beansprucht  die  mit  der  jetzigen  voll- 
konmien  gleichartige  Anwendung  des  Hülfsmittels,  welches  wir 
konvergente  unendliche  Reihen  nennen,  auf  unter  ein- 
ander verschiedene  Untersuchungen.  Hierhin  gehören  bei  EukHd 
(XII,  i  und  5)  die  Beweise  dafür,  dafs  die  Flächen  zweier 
Kreise  sich  wie  die  Quadrate  der  Radien,  und  zwei  dreiseitige 
Pvramiden  mit  derselben  Höhe  sich  wie  die  Grundflächen  ver- 
halten.  Die  vollkommene  Übereinstinnnung  zwischen  den  Be- 
weisen, di(Mvahrscheinlich  vonEudoxus  herrühren,  ebensowohl 
wie  die  unmittelbare  Zusanunenstellung  von  Anwendungen  auf 
verschiedenen  Gebieten  zeigen,  dafs  man  sich  vollkonnnen  bc- 
wufst  war,  dafs  die  beiden  Beweise  auf  demselben  Princip 
aufgebaut  sind.  Dieses  Princip,  das  jedoch  nicht  ausgesprochen 
wird,  läfst  sich  nach  modenier  Ausdi'ucksweise  vollkonmien 
genau  folgendermafsen  ausdrucken! :  wenn  zwei  Reihen  von 
Näherungswerten,  die  in  einem  konstanten  Verhältnis  stehen, 
bestinnnte  Grenzwerte  haben,  so  stehen  diese  in  demselben 
Verhältnis.  Diese  Bewt^ise,  unter  welche  wir  di(*  Beweise  für 
Satz  1  n(»bst  3  und  4  desselben  Buches  mit  einbegriffen  denken 
wolU»n,  haben  den  Zweck,  einmal  in  jedem  der  beiden  Fälle 
die  Richtigkeit  dieses  gemeinschaftlichen  Princips  zu  zeigen, 
und  zweitens  den  vollkommen  exakten  Nachweis  zu  führen, 
dafs  alh»  Voraussetzungen,  namentlich  das  Konvei-gieren  gegen 
di(?  angegebenen  (Jrenzen,  wirklich  vorhanden  sind. 

Im  ersten  Falle  werd(^n  die  Näh(U'ungsw(^rte  der  Kreise 
durcli  (Mubeschriebenc  Polygone  dargestellt,  deren  Seitenzahl 
beständig  verdop})elt  wird.  Wenn  man  will,  so  kaim  man 
dieselben    als  Reihen  betrachten,    deren   Glieder   die  Summen 
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der  Dreiecke  sind,  welche  bei  jeder  neuen  Verdoppelung  hin- 
zugetü^d  werden  müssen.  Jeder  Kreis  wird  dann  in  Wirklich- 
keit als  die  Sunnne  der  unendlichen  Reihe  bedachtet,  welche 
man  erhalt,  wenn  man  die  Verdoppelung  der  Seitenzahl  bis 
ins  Unendliche  fortsetzt. 

Diest*  Betrachtungsweise  wird  direkter  auf  die  dreiseitigen 
l\vrami(len  angewandt.  Jede  von  diesen  wird  niimlich  in  2 
1  Pyramiden  und  2  Prismen  zerlegt,  alle  mit  einer  Grundfläche, 
die  ein  Vic^'tel  der  Grundfläclie  oder  einer  Seitenfläche  der 
j^a'^'el)enen  Pyramide  beträgt,  und  mit  der  halben  dazu  ge- 
hörigen Höhe.  Werden  die  neuen  Pyramiden,  die  den  gege- 
benen ähnlich  sind,  wieder  auf  dieselbe  Weise  zerlegt,  so 
entstehen  vier  neue  Prismen  mit  halb  so  grofsen  Längen- 
dimensionen wie  die  beiden  ersten.  Die  nächste  Zerlegung  giebt 
wieder  S  Prismen  u.  s.  w.  Da  nun  ausdrücklicJi  der  Beweis 
dafür  geführt  wird,  dafs  b(u  Fortsetzung  des  Verfahrens  das  an 
der  Pyranüde  Fehlende  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede 
gc^^e])ene  Grenze,  so  wird  die  Pyramide  wirklich  durch  eine 
-  wie  wir  sagen  —  konvergente  unendliche  Reihe  dargestellt, 
(leren  Glieder  aus  den  Sunnnen  der  Prismen  gebildet  werden, 
\v<lrli(^  bei  jeder  neuen  Zerlegung  des  Restes  entstehen.  Der 
tieweis,  dafs  die  Pyramiden  den  Grundflächen  proportional 
sind,  beruht  auf  der  Proportionalität  der  einander  entspre- 
(lienden  Glieder  der  beiden  Reihen,  welche  die  Pyramiden 
darstellen. 

Obgleich  Euklid  sich  mit  dieser  Anwendung  der  Reihen 
hej^qiügt  und  für  die  weitere  Bestimnmng  des  Inhaltes  einer 
Pyranüde  die  bekannte  T(Mlung  eines  dreiseitigen  Prismas  in 
drei  Pyranüden  benutzt,  so  kann  es  doch  wegen  des  Vergleichs 
mit  der  einen  Besiinunung,  welche  Archimedes  für  die  Fläche 
eines  Parabelsegmentes  giebt,  von  hiteresse  sein  anzuführen,  dafs 
die  zur  Darstellung  einer  Pyramide  benutzte  Reihe,  wenn  man 
nur  <lie  im  voraus  bekannten  Sätze  über  Prismen  benutzt,  fol- 
izriide  <reometrische  Reihe  wird: 


^'(1+4^  +  ^3+ )' 


vo  //  ein  Prisma  mit  derselben  Grundfläche  und  Höhe  wie  die 
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P>Tamide   bedeutet.     Dieselbe   unendliche  Reihe   benutzt    und 
summiert  Archimedes. 

Das  Volumen  der  Pyramide  liefse  sich  auch  auf  eine  Weise 
bestimmen,  die  mit  der,  durch  welche  Archimedes  den 
Schwerpunkt  des  Parabelsegmentes  findet,  Ähnlichkeit  hat. 
Dann  müfste  man  zuerst  aus  der  hier  angewandten  Auflösung 
geschlossen  haben,  dafs  es  zwischen  den  Pyramiden  und  Pris- 
men mit  derselben  Grundfläche  und  Höhe,  welche  bei  der 
Zerlegung  entstehen,  ein  konstantes  Verhältnis  giebt.  Nennt 
man  dieses  .r,  so  erhält  man  offenbar 

j^  =--  J  -p  1 X     oder     x  ^=  \, 

Unter  den  die  Parabclsegmente  l)etreffenden  Bestim- 
nmngen,  welche  ich  durch  diese  Bemerkungen  vorbereitet  habe, 
ist  diejenige,  welche  sich  auf  die  Fläche  des  Parabelsegmentes 
bezieht,  die  zweite  von  denen,  welche  sich  in  Archimedes' 
Schrift  über  die  Quadratur  der  Parabel  [18—24]  finden. 
Archimedes  selbst  nennt  sie  die  geometrische  im  Gegensatz 
zu  der  sogenannten  mechanischen,  die,  wie  er  selbst  sagt, 
ihn  zuerst  zum  Ziele  führte,  die  wir  aber  erst  hinterherher  be- 
sprechen wollen. 

In  das  Segment  ABC  (Fig.  74)  wird  das  Dreieck  ABC 
beschrieben,  dessen  Spitze  B  auf  dem  zur  Sehne  AC  gehörigen 


a/^- 


Fi^'.  74. 


Durchmesser  BD  liegt.  In  die  abgesclmittenen  Segmente  wer- 
den Dreiecke^  A  EB  und  BFC  von  gleicher  Beschaffenheit  be- 
schrieben; hJG  und  FH  sind  die  entsprechenden  Abschnitte 
d(n*  Durchmesser.    Da  DA  =-  ^2 IE  ist,  wo  IE  die  zum  Durch- 
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MR'ssor  BD  g(^liüri^'e  (Jrdinate  von  K  bedeutet,  so  ergiebt  sich, 
(lals  BI  ^-.  {BD,  mithin  F.G  =-  ID--  \BD  =  J  BD,  Ebenso 
ist  FH  =  \BD,  woraus  wiederum  folgt,  dals 

AAKB-^  ^BFC  =  \AABC. 

Beschreibt  man  nun  wic^der  in  jedes  der  vier  Segmente  AE, 
FB.  BF  und  FC  ein  Dreieck  von  gleicher  Beschaffenheit,  so 
wird  J(m1os  von  ihnen  l  von  jedem  der  el)en  erwähnten,  ihre 
Suiume  also  gleich  (\Y .  AABC,  Fälirt  man  auf  diese  Weise 
fort,  so  wird  jedesmal  die  Summe  der  neuen  Dreiecke  ehi 
VitMtcl  von  der  Sunune  der  eben  vorher  benutzten  werden. 
Ks  wird  also 

Segment  AliC  =  (l -r  1    f  p  + •••)  /SABC-^  -^  /SABC, 

h]s  bedarf  kaum  der  Erwilhnunji,  dafs  Arcliimedes  bei  Anwen- 
•  luiig  li(*)herer  (uenzen  einten  exakten  Beweis  dafür  führt,  dafs 
dir  fleihi»  gegen  die  beiden  Werte  konvei*giert,  deren  Gleichheit 
auf  diesiMU  Wege  gefund(»n  wird. 

Diese  Beslimnumg  beruht  der  Hauptsache  nach  darauf, 
dals  {\\v  Zerlegimg  des  Parabelsegmentes  in  Drei(»cke  vollkom- 
nn'M  una])hängig  von  dessen  eigener  (Gestalt  und  Gröfse  ist. 
Dies«'  lkMij(Tkung  gilt  indi'ssen  niclit  nur  für  die  Gröfsenver- 
liältiiissu  der  successiven  Dreiecke,  sondern  auch,  mit  Rücksicht 
auf  die  Bezieliungen ,  welche  bei  Schwerpunktsbestimmungen 
in  P>etracht  kommen,  für  ihn»  gegenseitige  Lage.  Der  Schwer- 
puukl  des  Dreiecks  ABC  teilt  die  Lini(^  BD  nach  ehiem  ganz 
hcstimmlen  Verhältnis,  nämlich  2:1:  nach  demselben  Ver- 
liältiiis  teilen  di(»  Schwerpunkte  der  gleich  grofsen  Dreiecke 
AFB  und  BFC  die  Linien  KG  und  FIL  Der  Schwerpunkt 
liii'  die  Summe  dies(»r  Dreiecke  fiillt  auf  BD  und  teilt  diese 
Liiiir  nach  einem  ganz  bestinunten  Verhältnis.  Da  ferner  das 
Verhältnis  zwischen  den  Flächen  von  AABC  und  von  AAKB 
—  J\BFC  ein  bestinmites  ist,  so  teilt  auch  der  Schwerpunkt 
iiir  (li('  Sunnne  aller  'S  Dreiecke  BD  nach  (»ineni  ganz  be- 
-tinnnten  Verhältnis.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  die 
virr  Dreiecke  hinzufügt,  die  in  die  Segmente  AK,  KB,  BF,  FC 
brxhrirben  werden,  ferner  wenn  man  die  acht  folgenden  hin- 
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zufügt  U.S.W.  Der  Schwerpunkt,  der  sich  auch  dadurch  be- 
stimmen läfst,  dafs  man  die  einbeschriebene  Figur  in  Trapeze 
zerlegt,  deren  Grundlinien  AC  parallel  sind,  wird  sich  auf  BD 
mehr  und  mehr  von  D  entfernen;  aber  das  Verhältnis,  nach 
dem  derselbe  BD  teilt,  hängt  ausschliefslich  davon  ab,  wie 
weit  man  in  der  Hinzufügung  von  Dreiecken  geht,  und  ist 
unabhängig  von  der  Beschaffenheit  des  Parabelseginentes,  von 
dem  man  ausgegangen  ist.  Da  man  in  der  Hinzufügung  von 
Dreiecken  so  weit  gehen  kann,  wie  man  will,  so  ergiebt  sich, 
dafs  der  Schwerpunkt  eines  Parabelsegmentes  auf 
dessen  Durchmesser  liegt,  und  dafs  die  Stücke,  in 
welche  die  Durchmesserabschnitte  zweier  Parabel- 
segmente von  den  Schwerpunkten  der  Segmente 
geteilt  werden,  proportional  sind. 

Ist  iS  der  Schwerpunkt  des  Parabelsegmentes  ABC  und 
wird  BD  von  GH  in  0  geschnitten,  so  wird  nach  dem  eben 
angegebenen  Hülfssatz  der  Schwerpunkt  N  für  die  Summe  der 
Segmente  AEB  und  BFC  bestimmt  durch  ON  ^  \DS,  da 
wie  oben  bewiesen  GE  =  HF  ^=  \DB.  Ist  femer  T  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC,  so  mufs 

TS  =-  iSiV 
sein,  da  das  Dreieck  ABC  dreimal  so  grofs  ist  wie  die  Summe 
der  kleinen  Segmente.    Setzt  man  nun  DS  =  x  und  DB  =  c, 
so  erhält  man,  da  DT  ^  ^c  und  DO  =  Jr, 

woraus  *^    -i^  =  tV^» 

B^S 
SD 

dadurch  ist  S  bestimmt. 

Diese  algebraische  Bestimmung  ist  eine  möglichst  treue 
Wiedergabe  von  Archimedes'  eigener  Bestimnmng,  die  sich  in 
seinem  zweiten  Buche  über  das  Gleichgewicht  ebener  Figuren 
[8]  findet.  Nur  sind  bei  ihm  wie  gewöhnlich  die  Abstände 
von  verschiedenen  Punkten  der  Linie  BD  aus  gerechnet.  So 
führt  Archimedes,  statt  den  Ausdruck  ^{^c  —  x-f  ^x),  der  ja 
nur  eine  andere  Form  für  ^SN'isi,  in  ^c  —  ^x  umzuformen, 


X  =  fr,       oder         -^    -=  f ; 


i 
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t'irien  Punkt  A'  auf  der  Linie  BD  in  die  Figur  ein,  der  dadurch 
bestimmt  ist,  dafs  BK  =  ^BD,  also  KO  =  ^BD,  KX  = 
1,.  — |r  oder  SX  =  3XK, 

Auch  den  Gedankengang,  der  Archimedes  zu  dem  vorher- 
<<enunnten  Hülfssatz  geführt  hat,  glaube  ich  genau  so  wieder- 
gegeben zu  haben,  wie  derselbe  sich  teils  aus  der  Verwendung, 
die  Archimedes  von  ihm  macht,  teils  aus  der  vorangehenden 
Bewoisreihe  [ü — 7]  ei-giebt.  Eine  direkte  Darstellung  der  Be- 
weisreihe  würde  nicht  dasselbe  geleistet  haben;  denn  einmal 
hat  Archimedes  wie  gewöhnlich  nicht  die  Absicht  gehabt  in 
dieser  den  leitenden  Gedankengang  darzustellen,  welcher  der 
B(* Weisführung  vorangehen  nmfste,  sondern  er  hat  auf  unan- 
fechtbare Weise  das  dadurch  gewonnene  Resultat  beweisen 
wollen,  und  zweitens  mufs  der  Text  hier  eine  grobe  Entstel- 
liuig  erfahren  haben.  Derselbe  nennt  und  beweist  in  Wiij^lich- 
k(Mt  nicht  den  von  uns  angeführten  schönen  Hülfssatz,  welcher 
hinterher  in  der  oben  wiedergegebenen  schliefslichen  Bestimmung 
des  Schwerpunktes  benutzt  wird,  sondern  nur  den  Satz,  dafs 
die  Schwerpunkte  zweier  ähnlichen  Parabelsegmente  ihre 
DurchinesserabscJmitte  in  proportionale  Teile  teilen.  Es  liegt 
auf  der  Hand,  dafs  ein  Schriftsteller,  der  den  allgemeinen  Satz 
ül)er  zwei  beliebige  Parabelsegmente  kennt  und  anzuwenden 
v(Mstelit,  nicht  geglaubt  haben  kann  sich  mit  dem  über  zwei 
ähnliche  Parabelsegmente  begnügen  zu  dürfen.  Die  Unfrucht- 
l)arkeit  desselben  springt  in  die  Augen,  wenn  man  bedenkt,  dafs 
die  S(liw(irpunkte  von  zwei  beliebigen  jihnlichen  ebenen  Figuren 
elxMisowohl  einander  homolog  sind.  Die  angeführten  Beweise 
dos  ausg(»sprochenen  Satzes  passen  nicht  auf  beliebige  ähnliche 
Fi;:uren,  sind  ab(T  in  allem  wesentlichen  auf  zwei  ganz  belie- 
bige Parabelsegmente  anwendbar. 

Man  mufs  deshalb  annehmen,  entweder  dafs  diese 
Beweise  in  Wirklichkeit  von  Archimedes  für  zwei  beliebige 
l^uahelsegmente  geführt  worden  sind,  dafs  aber  seine  Aus- 
drücke, Behauptungen  und  Figuren  von  einem  ängstlichen 
Herausgeber,  der  nicht  die  Tragweite  seiner  Begründung  und 
deren  späten»  Anwendung  verstand,  so  verändert  wurden,  dafs 
nur  noch  von  ähnlichen  Segmenten  die  Reile  war,  oder  dafs 
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im  wichtigen*  Teil  des  Textes  aiisgefiillen  ist^).  Dieser  kann 
übrigens  sehr  wohl  ganz  kurz  gewTsen  sein  und  die  Bemerkung 
enthalten  haben,  dafs  dieselben  Beweise,  w- eiche  für  ähnliche 
Parabelsegniente  geführt  waren,  sich  auch  für  beliebige  Parabel- 
si'gniente  führen  liefsen.  Archiniedes  beginnt  nämlich  durch- 
gehends  mit  den  mehr  spi'ciellen  Fällen  und  schliefst  seine 
allgemeine  Begründung  an  diese  an. 

Wir  WH)llen  uns  nicht  bei  Archimedes'  Bestinnnung  des 
Schwerpunkt(\s  eines  zwischen  zwei  Parallelen  abgeschnittenen 
l\irabelstr(Mfens  auflialten.  Das  Interesse  nämlich,  welches  sich 
hieran  knüpft,  ist,  wenn  der  Schwerpunkt  des  Segmentes  erst 
bestinnnt  ist,  wesentlicJi  statisduT  und  algebraischer  Xatur. 

Wähn^id  die  letzgenannte  Unteisuchung  keine  absolute 
Übereinstinnnung  mit  der  niude]-nen  Benutzung  unendlicher 
Rrihijn  darstellt,  stinunen  die  bei  A  rchimedes  vorkommenden 
Bestimmungen  von  Flächen  und  Volumina  durch  Zerlegung  in 
Teile,  die  alle  beliebig  klein  werden  können,  vollkonnnen  genau 
mit  der  Berechnung  derselben  durch  I  n  t  (^  g  r  a  t  i  o  n  überehi.  Dafs 
die  Anzahl  der  Teile  so  grofs  gemacht  werden  kaim,  dafs  die 
Summe  ihrer  Abweichungen  von  (.Jröfsen,  deren  Sunune  man  be- 
rechnen kaim,  kleiner  wird  als  eine  beliebige  geg(»bene  (irenze, 
ist  nämlich  diesellx»  Betrachtung,  welche  uns  in  der  hitegralrech- 
nung  erlaubt  cMue  Gröfse  als  eine  Sunmie  von  unendlich  vielen 
unendlich  kleinen  (iröfsen  zu  berechnen.  Archimedes  wendet 
allerdings  nur  eine  sehr  begreirzti^  Anzahl  hierh(»r  gehöriger 
allgemeinen  Sätze  oder  —  wie  es  hol  unmittelbarer  Übersetzung 
in  die  Terminologie  der  Gegenwart  heifsen  nnifste  -  integra- 
tionsform(»hi  an  (namentlich  (i)  und  (o)   im  Folgenden):   aber 


■)  Im  nlierliet'erteii  Texlo,  HcilitMys  Aiisj/iilip,  B«l.  II,  S.  liOi.  2,  wild,  was 
liior  vollkommen  rilKTflnssi«:  ist.  v«)raus;ro.setzt.  dals  der  Satz,  woldier 
in  lU'V  ^ranzen  Hewoisivilio  tnr  ähnliche  Se^rmcnte  l)Cwiosen  winl.  ffir 
zwoi  ^rlfich  trrolVe,  al»er  nicht  ahnliche  Se^Mnente  l»okannt  sei.  Viel- 
leiclit  konnte  dieser  Umstand  darauf  hindeuten,  «lafs  Archimedes  zu 
dem  alljjemeinen  Satze  dadurcli  ^relan^rt  ist.  dal's  er  den  Satz  zuerst  für 
;;leich  ^rnd'se  und  darauf  für  älinliche  Se;?mente  liewies.  So  wie  diese 
Stelle  hier  steht,  ist  sie  ein  fernerer  Hewei»^  für  die  Mifshandiun^r.  ilie 
der  ursprünj-diche  Text  erlitten  iiai»en  mufs. 
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da  m*  dieselben  auf  ganz  verschiedene  Aufgaben*)  anwendet, 
die  teilweise  umgeformt  werden  müssen,  d.amit  dies  geschehen 
kann,  so  giebt  er  deutlich  zu  erkennen,  dafs  er  sie  als  allge- 
meines Hülfsmittel  betrachtet.  Archimedes,  der  diese  Sätze 
einzeln  und  vollständig  begründet,  hat  also  emen  soliden  Grund 
für  die  Int(»gralrecJmung  gelegt  und  auf  diesem  Grunde  ist  sie 
auch,  wie  wir  später  zeigen  werden,  wirklich  in  d(4'  neueren 
Zeit  aufgebaut. 

Cbcirsetzen  wir  die  Umfonnungen  von  Quadraturen  und 
Kubaturen  in  Summierungen,  welclie  sich  bei  Archimedes 
linden,  in  die  moderne  Zeichensprache,  so  können  wir  sagen, 
(lal's  er,  von  de]*  formalen  Aufstellung  abgesehen,  folgende 
intejjfrale  kannte  und  anwandte:  erstens 

(1) 


als  Aus(hiick  für  (Mue  Fläche,  f)ei  welcher  auf  der  der  Abscisse 
./•  entsprechenden  Ordinate  die  Sehne  k  abgeschnitten  wird, 
während  a  und  ö  die  Grenzwerte  für  jc  sind  und  a  eine  Kon- 
>t;uite,  welche  von  dem  Winkel  zwischen  Abscissen  und  Ordi- 
iiatcn-)  abhängt;   zweitens 

tb 

idx  (2) 


4- 

a 


\{\<  Ausdruck  für  ein  Volumen,  l)ei  dem  auf  der  durch  einen 
«gewissen  Wert  von  x  l)estinnnten  Ebene  die  Fläclie  A  abge- 
sclinitleu  wird.  Des  Zusannnenhangs  wegen  wollen  wir  noch 
hinzufügen,   dafs  Archimedes   in  der  Schrill  über  die  Spinden 


■ ) 


Hermite  sajj;t  in  der  Einleitung  zu  seinem  ^Cours  d'Anjilyse  de  TKccle 
IN)lylo(lini(iue":  C'est  Vapplication  repetee  de  ces  meines  proprietcs  qui 
constitne  ce  qit'on  nomnie  Ja  methnle  infinitesimale. 
Man  hat  zu  ])eacliten,  dafs  die  Alten  in  ihren  jreonietrischen  Sätzen 
nicht  das  Verliiiltnis  von  Strecken.  Flärlien  oder  Rauminhalten  zu 
oiner  im  voraus  angenommenen  Einheit  angehen,  sondern  nur 
ihr  Verhältnis  zu  einander  hestimmen  oder  homogene  Gleichungen 
zwisrhen  ihnen  entwickehi.  In  unserer  Dai'stellung  müssen  wir  also, 
wenn  die  Koordinaten  nicht  rechtwinklig  sind,  einen  Faktor  a  hinzu- 
tü;rcn,  »1er  nicht  in  den  Bestimmungen  der  Alten  vorkommt,  da  er  den 
Jirülscii  gemeinsiui  ist,  deren  Verhältnis  hestinimt  wird. 
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die  Formel  für  die  Bestimmung  des  Flächeninhalts  bei  Polar- 
koordinaten : 

^'^^dr  (3) 


dr 


auf  die  genannten  Kurven  anwendet,  für  die  jedoch 


»        d» 


r  dr 

konstant  ist^).  Ferner  besitzt  Archimedes,  da  er  den  Satz 
über  das  statische  Moment  kennt,  dasselbe  Mittel  wie  die 
moderne  Mathematik,  um  die  Bestimmung  der  Entfernung  des 
Schwerpunktes  von  einer  Ebene  oder  einer  Linie  auf  Inte- 
grationen zurückzuführen.  Die  wichtigste  von  allen  seinen 
Integrationen,  die  Berechnung  der  Kugeloberfläche  durch 
Umformungen,  die  aus  unseren  Elementarbüchern  bekannt  sind, 
liegt  uns  hier  femer. 

Für  die  weitere  Berechnung  stehen  Archimedes  vor  allem 
die  Sätze  zu  Gebote,  welche  folgenden  Integrationsformeln  ent- 
sprechen : 


[■ 


xdx  ^  ^c^  (4) 

und 


i 


x^dx  =  ^r^.  (5) 

0 

Dieselben  werden  selbständig  aufgestellt,  der  erste  in  der  Ein- 
leitung zu  der  Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide^),  der  zweite 
in  einem  Korollar  zu  Satz  10  der  Schrift  über  die  Spiralen*), 
und  würden  in  mehr  unmittelbarer  Übertragung  folgende  For- 
men annehmen: 


n^ 


+  2/?  +  3//4-...  +  //Ä>-:^ 

St 


w« 


/(  -I-  2Ä  -f  3/*  +  . . .  -f  («—  1)  A  <  ~  /«« 


(4  b) 


^)  Bei  Archimedes  kommt,  da  er  das  Verhältnis  der  Fläche  zu  einem 
Kreise  bestimmt,  der  Faktor  \  ebensowenig  vor  wie  der  Faktor  a  in 
(1)  und  (-2). 

^)  Ausj?.  V.  Heiberg.  1,  S.290. 

')  Ausg.  V.  Heibei-g.  II,  S.  4(J  ff. 
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und 


w3 


(2/0«  +  (3//)«  +  ...  +  (//A)^>-3 


;,3 


/,2  ^  (2/,)«  4.  (3/1)2  +  . . .  +  {{n-\)hy  <  -3- A'*. 


(5  b) 


Bei  (lein  ersten  Salze  bemerkt  Arehimedes,  dafs  der  Beweis 
leicht  sei:  die  Fiichtigkeit  desselben  folgt  auch  aus  den  Aus- 
drücken für  di(^  beiden  Summen,  welche  im  Altertum  unter 
dem  Namen  „Dreieckszahlen"  bekannt  waren.  Die  Richtigkeit 
des  zweiten  Satzes  folgt  aus  der  Gleichung 

=-^  (,t  +  1)  {nhy  -f  Ä  (Ä  4-  2A  +  3A  +  . . .  +  nh). 

die  in  demselben  Satz  10  über  die  Spiralen  aufgestellt  und 
bewiesen  wird.  Um  hieraus  auch  die  letzte  Ungleichheit  (ob) 
zu  erhalten,  hat  man  nur  die  letzte  Ungleichheit^)  in  (4b)  zu 
benutzen  und  zu  beachten,  dafs 

„(,,._  1)2  ^.^1<;,3. 

Dafs  Archimedes  die  Ungleichheiten  (4b)  und  (ob)  auf 
dieselbe  Weist'  benutzen  konnte,  wie  wir  die  hitegrale  (4) 
und  (o)  gebrauchen,    ei-giebt  sich,    wenn  man   h  =  dx   und 


)  Der  Uiiistand,  djifs  der  pjenaue  Ausdruck  —      .-        h   hier  nicht   l»e- 

nutzt  wird  oder  nicht  l)ereits  l^enutzt  ist,  um  den  Ausdruck  [über  die 
Spiralen  ln|  für  die  Summe  der  Quadrate  der  Glieder  zu  reducieren. 
hat  hei  (lantor  (Vorlesungen,  8.2(59)  einigen  Zweifel  wach  gerufen, 
oh  Archimedes  direkte  Kenntnis  von  der  Form  besafs,  unter  der  wir 
(he  Summe  einer  arithmetischen  Reihe  berechnen.  Dieser  Zweifel 
erscheint  mir  unhegnlndet,  wenn  man  bedenkt,  einmal  dafs  Archi- 
medes hier  nur  Venvendung  für  die  Ungleichheiten  hat,  und  zweitens 
dafs  die  Einführung  jenes  Ausdrucks  ihm  das  Aussprechen  des 
Satzes  in  durchaus  nicht  erleichtert  haben  würde;  nur  in 
unserer  Zeichensprache  wird  dasselbe  durch  diesen  Ausdruck 
vereinfacht.  —  Zu  bemerken  ist  noch ,  dafs  ein  Kunstgriff  bei  der  Be- 
roclimiiij:  der  Summe  der  Quadrate  im  Beweise  für  10  darauf  hin- 
deutet, »lafs  die  Alten  den  Ausdruck  für  die  Summe  der  Glieder  aut 
die-^elhe  Weise  gefunden  haben,  wie  es  jetzt  geschieht,  nur  in  geo- 
iiu'trisoher  Darstellung. 
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nh  =  r  setzt.  Neben  diesen  benutzt  er,  wie  sich  aus  den 
Anwendun^'en  er^'eben  wird,  auch  einige  von  den  hitegrations- 
princii)ien,  die  am  unmittelbarsten  der  Auflassung  der  Integrale 
als  (Frenzen  für  Summen  entsprechen.  Auch  diese  werden 
zum  Teil  unabhängig  von  den  geometrischen  Anwendungen  auf- 
gestellt. 

Es  könnte  den  AnschiMU  haben,  als  ob  eine  weniger  direkte 
Ableitung  den  Alten  naher  gelegen  habe  als  die  selbständige 
Aufstellung  und  Anwendung  der  den  Integrationsformeln  (4) 
und  (5)  entsprechenden  Relationen  (Ib)  und  (ob).  Die  in  den 
Formeln  (l)  und  (:2)  ausgedrückten  Bestinnnungen  von  Flächen 
und  Hauminlialten  lassen  sich  nämlich  auch  auf  Dreieck  und 
Pyramide  anwend(»n.    Die  im  voraus  bekaimten  Ausdrücke  für 

diese  wtTden  dann  dii^  Bestinnnungen  von  \jdx  und  \x^dx 

geben.  Traf  man  dann  bei  anderen  Untersuchungen  auf  diese 
hitegrale,  so  konnte  man  sie  mit  der  Fläche  eines  Dreiecks 
oder  dem  Volumen  einer  Pyramide  vertauschen. 

Diese  indirekte  Restinmumg  liegt  der  din^kten  Aufstellung 
von  (4  b)  und  (3  b)  nicht  so  fern,  wie  die  moderne  Darstellung 
vermuten  lassen  könnte.  Das  ergiel)t  sich,  wenn  man  beachtet, 
dafs  die  benutzten  Sununen  von  den  Altt^n  als  Dreiecks- 
zahlen  und  Py ramidalzalilen  dargestellt  werden.  Die 
angeführte  Yertauschung  findet  ausdrückliche  Anwendung  in 
dem  neu(Mi  Reweise  für  Archimedes'  R(»slinnnung  der  Fläche 
des  ersten  Umganges  eincT  Spirale,  welcher  sich  in  Pappus' 
vicrttMU  Ruche*)  lindel.  in  diesem  Reweise  nämlich  wird  das 
Integral  (5)  dadurch  vermieden,  dafs  durch  Operationen,  die 
den  Fcjrmeln  {\\)  und  (2)  entsj)rechen,  gezeigt  wii'd,  dafs 
die  Fläche  in  einem  bekannten  Verhältnis  zu  dem  Volumen 
eines  Kegels  steht.  Auch  Arcliimcnles  weist  b(M  einer  An- 
wendung d(^s  Integrals  (4)  in  Satz  :21  der  Schrift  ül)er  Konoide 
und  Sphäroide  deutlich  auf  dessen  Zusannnenhang  mit  der 
Dreiecksiläche  hin.  Das  geschieht  durch  eine»  ])<*i  der  Darstel- 
lung benutzte  Hülfslinir^  AB. 

M  Aus-.  V.  Hiiltscli,  S.i'30. 
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Aichinu'des  benutzt  auch  andere  Ubertrajrungen  von  der- 
s<'lbeii  Alt  \vi(»  die  hier  beseliriebene.  So  werden  wir  j^leicli 
seilen,  dafs  (iie  Fläche  der  Ellipse  durch  die  des  Kreises  aus- 
<p^edn*i(kt  wird,  und  im  foljrenden  Beispiele  wendet  Archiniedes 
die  im  voi-aus  bekannte  La^e  des  Scliwerpunkt(\s  eines  Dreiecks 
bri  seiner  ersten  Hestinmmnfr  der  Flache  eines  Parabelse^nientivs 
mi.  Die  Intep-ation,  welche  er  dadurch  vermeidet,  würde 
ül)ri|/ens  ^'leichbinleutend  sein  mit  derjenijren ,  die  er  an  einer 
anderen  Stelle,  nämlich  l)ei  der  Berechnun^^  des  Volumens  eines 
Kllipsoids,  auf  Anwendungen  der  Integrale  (1-)  und  (.">)  zurück- 
t'ülirt :  wahrscheinlich  kannte  er  aber  damals  noch  nicht  das 
hilegral  (o).  Fin  bekanntes  und  sehr  umfasseiuhs  Mittel  zur 
l'bcrtragung  von  Integrationsresultaten  von  einem  (lel)iete  auf 
ein  anderes  ist  der  später  als  Guldinsche  Kegi^l  bezeich- 
nete Satz,  der  sich  l)ei  Pappus*)  tindt^t. 

Nun  wollen  wir  die  Anwendungen  auf  die  Lehre  von  den 
Ke^-^elscIinitliMi  und  auf  Flächen  zweiter  Ordnung  anführen,  die 
Archimedes  von  den  zusammengestellten  Princii)ien  macht. 
Wir  iM'^nnnen  mit  siMuer  Anwendung  dcT  Formel  (1)  zur  Be- 
sliiniinui;;:  der  Mäche  der  Ellipse.  Er  konstruiert  einen  Khms 
über  iU'V  einen  Axe  n  als  Durchmesser.  Wir  wollen  annehmen, 
(lals  die  Abscissen  auf  dieser  gerechnet  werden,  und  dafs  der 
Kr«Ms  auf  (l«'r  Senkrechten  auf  dieser  Axe  die  S(»hne  k\  ab- 
s(  hn«'i<l<'t ,  wälin*nd  die  Ellipse  auf  derselben  Senkrechten  die 
Srbnr  h  abschneidet.  Ist  imn  h  dir  zweite  Axe,  so  erhält  man 
|ri)er  Konoid«'  und  S|)häroide  4]  für  alle  \V«Tte  von  .r: 

If  k  kd.r  »V  Ellii)se 


// 


Ä'i  k\il,r        f*'^     ^  Kreis 


{k.ilA 


In  drn  folgenden  Sätzen  |5— 6]  werden  hieraus  Ausdrücke 
ab^M'lritrt  für  das  Verhältnis  zwischen  den  Flächen  einer  El- 
li|>s('  und  «'ines  l)eliel)ig(Mi  Kreises  oder  zwischen  zwei  Ellipsen, 
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im  besonderen  der  Satz,  dafs  ähnliche  Ellipsen  sieh  wie  die 
Quadrate  über  den  gi'ofsen  oder  über  den  kleinen  Axen  ver- 
halten. Es  ist  klar,  dafs  Archimedes  ebenso  leicht  ein  Segment 
hatte  bestimmen  können,  das  von  einer  auf  der  Axe  senk- 
rechten Sehne  begrenzt  wird,  oder,  bei  Benutzung  schiefwink- 
liger Koordinaten,  ein  von  einer  beliebigen  Sehne  begrenztes 
Segment.  Der  Gedanke  hieran  kann  ihm  auch  nicht  fem 
gelegen  haben,  da  er  die  entsprechenden  Bestimmungen  am 
Ellipsoid  vornimmt;  aber  die  Flächenbestimmung  ist  nur  eine 
Hülfsuntersuchung,  und  von  solchen  berücksichtigt  er  für  ge- 
wöhnlich nur  dasjenige,  wofür  er  Verwendung  hat. 

Archimedes'  zweite  Anwendung  derselben  Formel  (1)  hat 
die  Bestimnmng  der  Fläche  eines  Parabelsegmentes  zum  Gegen- 


/ 


G 


Fig.  II. 

stand.  Die  hierauf  abzielende  Umformung  der  Gleichung  der 
Parabel  hab(»n  wir  bereits  im  zweiten  Abschnitt  erwähnt. 
Daselbst  wurde  (S.  59  ff.)  bewiesen,  dafs,  wenn  (Fig.  11)  eine 
Sehne  AC  =  a  einer  Parabel  zur  Abscissenaxe  genommen 
wird,  und  zwar  ihr  Endpunkt  Ä  zum  Anfangspunkt,  während 


4 
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(li(^  Ordinaten   dem  Durchmesser  BD  der  Sehne  parallel  sind, 

das  Verhältnis    '     zwischen  den  Ordinaten  der  Parabel  und  ihrer 

!Ji 

Tangente  in  C\  welche  derselben  Abscisse  x  entsprechen,  gleich 
—  sei.     Di(\s  wird  angewandt  für  die  Transformation 


ay  ydx  =-  \y^xdx. 


Diese  Gleichung  drückt  Archimedes  aus,  indem  er  sagt, 
(lals  di(^  Fläche  des  Segments,  angebracht  an  dem  Ende  eines 
Hebelarms,  dessen  Länge  gleich  dem  senkrechten  Abstände 
des  Punktes  C  von  der  Lhiie  AG  ist,  einem  Dreieck  AGC  das 
(ileicligewicht  hält,  welches  so  an  dem  anderen  Hebelarm 
au^rcbracht  ist,  dafs  A  im  Unterstützungspmikte  liegt  und  dit^ 
Schwere  f)arallel  AG  wirkt.  Dann  werden  sich  nämlich  die 
(icinst'lben  Werte  von  x  entsprechenden  Elemente  das  Gleich- 
^^ewicht  halten.  Da  nun  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des 
Di'eiecks  von  AG  gleich  \  des  Abstandes  des  Punktes  T-  von 
derselben  Geraden  ist,  so  ist  das  Parabelsegment  gleich  ^AAGC 
-  -\  AABa 

\uii  hat  Archimedes,  wie  am  Schlüsse  des  vierten  Ab- 
Mliiiittcs  (S.  10;])  angeführt  ist,  bewiesen  [Cber  Konoide  und 
S[>häroide  3],  dafs  bei  derselben  Parabel  die  Flächen  solcher 
riiiJ)('scliriel)enen  Dreiecke  wie  ABC  gleich  grofs  sind,  wenn 
dir  Dnrchmesserabschnitte  BD  es  sind.  Dadurch  ist  dann,  wie 
rr  am  selben  Ort  bemerkt,  auch  bewiesen,  dafs  Segmente  der- 
selbcni  Parabel  gleich  grofs  sind,  wenn  die  in  denselben  ent- 
haltenen Abschnitte  der  zu  den  begrenzenden  Sehnen  gehören- 
den Dui'chmesser  gleich  grofs  sind. 

Wcnler  in  der  hier  mitgeteilten  Bestinmiung,  noch  in  der 
späteren  «geometrischen-,  die  wir  bereits  angeführt  haben, 
hrnulzt  Archimedes  die  Zerk»gimg  des  Parabelsegmentes  durch 
Parallelen  zur  (Grundlinie  AC:  dadurch  vermeidet  er  das  Inte- 
^iial  \Vx(Lr.  Dagt^gen  wird  die  entsprechende  Zerlegung  d(T 
Sr;/inrnte  von  Umdrehungsflächen  zweiter  Ordnung,  nämlich 
durch   EbfMien  parallel  der  Grundfläche,   benutzt  bei  der  Be- 


/ 
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stiniinuiig  d<s  Voliuuens  dioscT  Sc^mioiile  in  der  Schrift   über 
Konoiden 

Wie  Archiniodes  selbst  1 1*.)— i22J  wollen  auch  wir  mit  dein 
Paraboloid  b^frinnon;  aber  wiUirend  er  zuei*sl  ein  Segment 
durch  ohwn  .senkrecht  /Air  Axe  geliilirten  Schnitt  al)schneidet, 
wollten  wir  hier  und  bei  den  übrigen  Flachen  sofort  zu  seiner 
Benulzung  eines  beliebigen  Schnittes  (wie  der  ist,  dessen  Pro- 
jektion {Ulf  die  senkrecht  auf  ihm  stehende  Meridianebene  in 
Fig.  T.")  durch  AC  dargestellt  wird)  übfM'gehen.  Die  Fläche  der 
Ellii)s(\  in  der  das  Paraboloid  geschnitten  wird,  l)ezeichn(»n  wir 
mit  (r,  das  Stück  BG,  welches  auf  dem  durch  den  Mittelpunkt 
dieser  Ellipse  gezogenen  Durchmesser  abgeschnitten  wird,  mit  r, 
und  auf  dems<»lbcn  Durchmessei'  rechnen  wir  die  Abscissen  .r 
von  seinem  Schnittpunkt  B  nu't  der  Fläche  als  Anfangspunkt, 
ncsliimnt  wird  das  Verhältnis  des  Paraboloidsegments  zu  einem 
(IvlindtT  mit  der  (Jrundiläche  O,  der  zwischen  dieser  und  der 
ihr  paralh^len  Berührungsebene  des  Paraboloids  abgeschnitten 
wird.  Man  erhält  dami  durch  (2)  und  (i).  wenn  //  und  // 
(=  (/(.')  diejenigen  Halbaxen  des  durch  .r  bestinnuten  Schnittes 
und  der  (irundfläche  bedeuten,  welche  in  die  auf  (m  senkrechte 
Meridianebeni^  des  Paraboloids  fallen. 


[*' 

(*' 

Segment 

•-0 

1 

_.           .  -, 

^— -                       — — 

— 

(Ivlindei- 

U;r/.r 

\Gfh' 

\(hl.r 

w) 

• 

•(. 

•<• 

•(. 

Hieraus  zieht  Arcliimcdes  |2:{|  den  Schlufs,  dafs  wenn  in 
zwei  SegmcntfMi  die  zugehörigen  Durchmesserabschnitte  gleich- 
grol's  sind,  dic^  Segmente  es  auch  sind.  Denn  sind  (Fig.  75) 
(AHC)  und  (l)EF)  zwei  Segmente  mit  den  in  AC  und  DF 
projicierten  Ellipsen  als  (Jrundflächen^),  während  b(r  und  EH 
die    zugehörigen    Durchmesserabschnitte    darstellen ,    und    .«sind 


')  Dal's  l)fM«li' (iniiniiirirlion  soiikiecht  auf  «Umsi'Ukmi  MtMidianebene  slehen, 
oncirlit  ArchiiiuMle^  tla«lun'li.  «lal-  or  »lio  (.'im*  st^nkreclit  zur  Axe 
-^«.*in  lälst. 


Seijrmente  von  Faraboloiden  u.  Hyperboloiden. 
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IVriKT  //  uiifl  z  die  in  G  und  H  senkrecht  auf  der  grezeichneten 
Meridianel)ene  errichlelen  Ordinalen  des  Paraboloids,  so  erhall 
man  ans  dcMu  gefundenen  Resultat,  dafs 

(ABC)    _  AABC     y 
(I)EF)   "~  /SDEF  '  'z  ' 

Ist  nun  Bd  =  EIL  so  ist  A  ABC  =  A  DEF.  wie  am 

Sclihissc^  (b's  vierten  Abschnittes  bewiesen  wurde,  und  //  =  r, 


.  / 


I 


w(  il  die  auf  der  Meridianebene  senkrechten  Schnitte  durch  BG 
mid  KU  kon<rruente  Parabehi  sind.  Im  allj?emeinen  verhalten 
sich  S<'jrniente  dessclbcMi  Paraboloids  wie  die  Quadrate  von  Bd 
und  KU.  Bei  d«'m  Bitweise  dieses  Satzes  [:24|  kann  Archi- 
iiK'dcs  sicli  auf  (Jrund  des  bereits  gewonnenen  Resultates  an 
(1(11  Fall  halten,   wo   die  (irundflachen   senkrecht   auf  der  Axe 

stellen. 

Kin  Segment  eines  Hyperboloids  wird  auf  dieselbe  Weise 
hcslimmt  |:2.">--2()|,  nur  tritt  der  UntcTSchied  ein,  dafs  man 
hier  wegen  der  (Jleichung  der  Hyperbel  erhfdt: 

7'  <'(^'  +  ^*) 

l'nter  Hinweis  auf  die  anderswo  gefundene  Bestimnumg  der 
Inleirrale  ( i)  und  (">)  wird  hier  nachgewiesen  [2],  dafs 


s  (tt  -r  .1*)  f/jr  =  ^*  ( 2^'  4-  i  r) . 


(«) 


Duich   eine   V(»rtauschung   von   +   mit  —   würde  dieselbe 
Besliiiimung    sich    auf    das    Ellipsoid   anwenden    lassen;    aber 
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merkwürdig  genug  benutzt  Archimedes  nicht  die  Flächen- 
anlegung, um  hier  die  Gleichung  der  Ellipse  ebenso  darzustellen, 
wie  früher  die  Gleichung  der  Hyperbel.  Dag^en  stellt  er  sie 
in  seiner  Bestimmung  des  Volumens  eines  halben  Ellipsoids 
durch  einen  Gnomon  dar,  d.  h.  durch  die  Differenz  zwischen 
zwei  Quadraten,  die  einen  Winkel  gemeinsam  haben ;  mit  anderen 
Worten :  er  bedient  sich  nicht  der  Scheitelgleichung  der  EUlipse, 
iß  =  xx(a  —  x),  wo  X  eine  Konstante  bedeutet,  sondern  ihrer 

Mittelpunktsgleichung,  y^  =  xi-r- —  x^\.   Dieser  Umstand  giebt 

Archimedes  Gelegenheit,  das  Integral  \x^dx    in   einer   neuen 

•o 
Verbindung  zu  gebrauchen,  nämlich: 

a 

\^-^—^')dx  =  -^-.^-  3(2]  =  3(2)   • 

0 

Da  Archimedes  auf  diesem  Wege  die  Stücke  des  Ellipsoids, 
die  durch  einen  Diametralschnitt  senkrecht  zur  Axe  [27]  und 
durch  einen  beliebigen  Diametralschnitt  [28]  abgeschnitten 
werden,  gesondert  bestimmt,  und  da  er  vorher  bewiesen  hat 
[18],  dafs  man  in  beiden  Fällen  das  halbe  Ellipsoid  erhält,  so 
hat  er  hier  indirekt  den  Beweis  für  den  Satz  geführt,  der 
mit  Bezug  auf  das  Umdrehungsellipsoid  dem  einen  von  Apol- 
lonius'  Sätzen  über  Durchmesser  im  7ten  Buche  entspricht,  und 
der  sich  unter  anderem  folgendermafsen  ausdrücken  läfst:  alle 
umbeschriebenen  Gylinder  eines  Umdrehungsellipsoids  sind  gleich 
grofs. 

Bei  der  Berechnung  eines  von  einem  halben  Ellipsoid  ver- 
schiedenen Segments  wird  das  Integral  (6)  in  einer  neuen  Ver- 
bindung bennutzt.  Fig.  7G  möge  eine  Meridianebene  und  A  C 
die  Spur  einer  darauf  senkrechten  Ebene  vorstellen,  die  das 
Ellipsoidsegment  {ABC)  abschneidet.  Dann  werde  der  durch 
die  Mitte  I)  der  Sehne  AC  gezogene  Durchmesser  zur  Ab- 
scis-senaxe  und  D  zum  Anfangspunkt  genommen.  Setzen  wir 
nun  OD  =:  e  und  wie  vorhin  /)C  =  7,  so  ergiebt  sich: 


M 


Segmente  von  Ellipsoiden. 
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// 


«2 

T 


e" —  iex — x* 


Es  kommt  also  darauf  an,  das  Integral 


—  e 


-«)(f  +  e)-x(2e  +  x) 


f/.r 


zu   hostimmen,  welches,  da  das  erste  Glied   in  der  Klammer 
konstant  ist,  von  selbst  zerfallt  in 


— * 


l_,)'(«+,)_L, 


Hier  ist  das  letzte  Integral  dasjenige,  welches  wir  (6)  genannt 
haben,  und  dessen  Wert  Archimedes  ausdrücklich  vorher  be- 
slimml  [:2]  und  bei  der  Berechnung  des  Hyperboloidsegnients 
brnulzt  hat. 

Die  Unbeholfenheit,  die  Archimedes  an  den  Tag  zu  legen 
seh«  int,  indem  er  verschiedene  Behandlungsarten  auf  dasHyper- 

29* 
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boloid  und  das  Ellipsoid  anwendet  und  sich  dadurch  hinsichUich 
des  lelzleron  scheinbar  selbst  Schwierigkeiten  schafft,  nmfs  uns 
allerdings  befremden.  Aber  bei  einem  genaueren  Eingehen  auf 
die  Sache  müssen  wir  zugeben,  dafs  ein  grofser  Teil  der  Un- 
beholfenheit seinen  Grund  hat  in  der  Dürfligheit  der  Dar- 
stellungsmittel, die  ihm  zu  Gebote  standen,  namentlich 
dann,  wenn  es  sich  um  etwas  so  neues  wie  Integrationen  han- 
delte, und  in  den  im  V^erhältnis  hierzu  äufserst  strengen  For- 
derungen an  die  Vollständigkeit  der  Darstellung,  und  dafs  diese 
formalen  Schwierigkeiten  hier  wie  so  oft  in  den  Schriften  der 
griecliischen  Mathematiker  dem  Verfasser  Gelegenheit  geben, 
sachliche  Stärke  zu  zeigen. 

Um  gerecht  urteilen  zu  können,  nulssen  wir  davon  aus- 
gehen, dafs  die  Sprache  nun  einmal  so  beschaffen  war,  dafs 
es  mit  formah^n  Schwierigkeiten  verbunden  g(»wesen  sein  wiirde, 
den  Bew(Ms  für  (6)  so  zu  führen,  dafs  gleichzeitig  bewiesen 
wurde,  es  sei 


r- 


X  (a  —  jr)  (Ix  =  c^  (1  a  —  \c), 
•o 

Der  Satz,  welcher  sich  in  unserer  mathematischen  Sprache 
durch  diese  Formel  ausdrücken  liefse,  würde  also  ein  neuer 
Ilülfssatz  sein.  Da  vor  ihm  keine  hitegralrechnung  existierte, 
so  konnte  Archimedes  sich  nicht  auf  einen  von  früher  her 
existierenden  Satz  stützen  wie  der  ist.  (ien  wir  durch  die  Glei- 
chung 

ausdrücke?!!,  wie  klar  auch  das  in  diesem  enthaltene  Princip 
ihm  vor  Augen  gestanden  hab(Mi  mag.  Ein  vollständiger  Beweis 
iliests  Satzes,  der  sowohl  auf  positive  wie  negative  ^A  Rücksicht 
nehmen  mufste,  liefs  sich  auch  nicht  ohne  Zerlegung  in  mehrere 
Sätze  fütireii.  Uju  den  Apparat,  der  vorbei*  l)ewiesen  werden 
mufste,  so  viel  wie  möglich  einzuschränken,  begnügt  sich  des- 
halb Archimedes,  der  aus  der  Schrift  über  die  Spiralen  die 
Formeln  (1)  und  (5)  zur  Verfügung  hat,  damit  aufser  Satz  1, 
der  an  Stelle  von  \adx  =  n\dx  tritt,  in  Satz  2  die  Formel  (6) 
zu  bc^weisen.     Statt   die  Anzahl   von  allgemeinen  hit(*grations- 
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tornu^ln  noch  weiter  zu  vermehren,  bemüht  er  sich  viehnehr, 
tlir  verIaii^'l(Mi  Kubaturen  auf  die  wenigc^n  zurückführen,  die 
hier  ange^'olxMi  sind.  Das  gelingt  auf  die  dargestellte  Art  und 
Weise,  da  die  vorher  ni(;ht  bewiesene  Formel  (7)  in  den  Fällen, 
wo  <f{.i)  konstant  ist,  einfach  genug  wird,  um  die  Beweise  für 
ihre  Anwendung  in  die  einzelnen  Beweise  hineinziehen  zu 
können. 

Hierzu  stinnnt  es,  dafs  Archimedes  in  der  Schrift  über  die 

/%'>  /t&  /»Cl 

S|)inilen  nicht   \  ==  \  —  \    als    allgemeines    Princip    aufstellt, 

%  •'O  •'O  pc 

sondern  sich  damit  begnügt,  nachdem  er  \x^i/x  gefunden  hat 
|iii  10].  \.r*//jr  besonders  zu  berechnen  [11], 


•c 


Wir  wollen  nicht  bei  den  Formen  verweilen,  in  denen 
Archimedes  die  gefundenen  Resultate  hervortreten  lafst,  son- 
dern nur  bemerken,  dafs  er  an  diese  einige  Aufgaben  anschliefst, 
welche  er  wahrscheinlich  selbst  gelöst  hat,  und  aus  denen  wir 
(leshalb  einige  Beispiele  für  körperliche  Aufgaben,  die  von  den 
Allen  behandelt  worden  sind,  haben  entnehmen  können. 

Noch  eine  hierher  gehörige Bestinunung  hat  Archimedes, 
wie  sich  ergiebt,  gekannt,  nämlich  die  des  Schwerpunktes 
von  einem  SegmtMit  eines  IJmdrehungsparaboloids,  das 
durch  eine  beliebige  Ebene  abgeschnitten  wird^).  Diese  Be- 
<linnnung  kann  nicht  wohl  auf  ähnlichem  Wege  vorgenomm(»n 
woi'deii  sein  wie  die  entsprechende  beim  Parabelsegment;  aber 
«benso  wie  die  Fk'stimmung  vom  Schwerpunkte  dieses  letzteren 
sich  an  die  von  dessen  Fläche  anschlii^fst,  könnte  man  auch 
den  Versuch  machen,  ob  die  Bestimmung  vom  Schwerpunkte 
des  Paraboloidsegments  sich  nicht  auch  an  die  von  dessen 
N'oinnien  ang(\schlossen  haben  könne.  Macht  man  diesen  Ver- 
ein li,    so   gelangt  man  zu  demselben   Verfaliren,   welches   die 


I  Dio  Laijo  dieses  Schwerpunktes  wird  direkt  und  indirekt  im  ganzen 
zweiten  Hurli  der  Schrift  flher  schwimmende  Körper  benutzt.  Als 
IJei-piel  für  eine  Stelle,  an  der  die  Lage  für  ein  schief  abgeschnittenes 
St'^riueiit  bestimmt  angegeben  wird,  will  ich  S. 397,  9  und  n  des  i*«» 
Bandes  von  Heibei*gs  Ausgabe  anfQhren. 
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Integralrechnung  jetzt  anwendet,  und  es  zeigt  sich,  dafs  wed^ 
die  Anwendung  des  Satzes  vom  statischen  Moment  noch   die  * 
Integrationen    ii-gendwelche    Schwierigkeit    dargeboten    haben 
können,  die  Archimedes  nicht  anderswo  überwunden  hätte. 

Eine  Form,  unter  welcher  der  Satz  vom  statischen  Moment 
angewandt  worden  sein  kann,  lernten  wir  kennen  bei  der  An- 
wendung des  statischen  Moments  eines  Dreiecks  auf  die  Be- 
rechnung des  Parabelsegments.  Diese  wollen  wir  auf  den 
gegenwärtigen  Fall  übertragen.  ABC  sei  die  Spur  des  Para- 
boloidsegmentes .  in  der  Meridianebene,    welche  senkrecht    auf 


lg.      // 


dessen  Grundfläche  steht,  BF  der  durch  die  Mitte  F  der  Sehne 
AC  gezogene  Durchmesser,  und  das  Segment  sei  so  an  einem 
horizontalen  Hebel  BE  mit  dem  Unterstützungspunkt  in  B 
angebracht,  dafs  die  Schwere  parallel  zu  der  Spur  AC  der 
Grundfläche  wirkt.  BD  sei  der  andere  Arm  des  Hebels,  an 
dessen  Endpunkt  D  das  ganze  Gewicht  11  des  homogenen 
Paraboioidsegments  aufgehängt  ist.  Dann  wird  Gleichgewicht 
stattfinden,  wenn  BD  =  z  gleich  dem  Abstände  des  Schwer- 
punktes von  der  Berührungsebene  in  B  ist. 
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Zerlegt  man  das  Segment  durch  Schnitte  parallel  der  Grund- 
fläche und  setzt  die  Summen  der  Momente  der  einzelnen  Schei- 
ben, einmal  an  ihrem  eigenen  Platze  gelassen  und  zweitens 
in  I)  (als  Teile  von  U)  angebracht,  einander  gleich,  so  erhält 

man 


z 

""0 


Vy^dx  =  ly^arrfj-, 


wo  die  Ordinaten  der  Parabel  diejenigen  sind,  welche  zum 
Durchmesser  B¥  des  Segments  gehören,  während  die  Abscissen 
auf  BE  gerechnet  werden  und  BE  gleich  c  ist.  Hieraus  erhält 
man,  weim  G  der  Schwerpunkt  ist, 


\\ßQcdx  \a-*rf. 


BF  c  r      .  >     .       ~"   3 

c 


\y'^dx  c\xdx 


Versucht  man  andere  Alien  der  Bestimmung,  so  wird  man 
^a^wils  linden,  dafs  Archimedes'  eigene  Bestimnmng  von  der 
hier  dargestellten  kaum  in  anderen  Dingen  sonderlich  abwei- 
chend gewesen  sein  kann,  als  darin,  dafs  er  vielleicht  die  Be- 
nutzung von  Inlegrationsformeln  vermieden  hat  durch  Zurück- 
führung  auf  die  Bestinnnung  des  Schwerpunktes  eines  Dreiecks; 
dieser  läfst  sich  durch  dieselben  Formeln  bestimmen,  welche 
hier  benutzt  sind,  ist  aber  von  Archimedes  schon  früher  im 
ersten  Buch  über  das  Gleichgewicht  ebener  Figuren  [14]  als 
Dunlischnittspunkt  der  Medianen  gefunden  worden. 


Einundzwanzigster  Absclinitt 

Erster  Ursprung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 


Im  Vorhergehenden  war  es  unser  Hauptziel  die  griechische 
Lclii'e  von  den  Kegelschnitten  in  ihrer  vollendetsten  Gestalt 
darzustellen,    so    wie   sie   uns   bei  ApoUonius   und,    in  Bezug 
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auf  einige  Untersuchungen,  zu  denen  Apollonius  keinen  neuen 
Bi^ilrag  geliefert  hat,  bei  Archimedes  entgegentritt.  Wir  be- 
mühten uns  klarzustellen,  was  man  wufste,  wie  man  es  be- 
gründete und  wozu  n)an  es  zu  benutzen  verstand.  Indem 
wir  mit  Riiehsicht  auf  die  Begründung  von  solchen  Dai-stelliings- 
formen  absahen,  die  nur  der  schrilllichen  Behandlung  wegen 
ausgearbeitet  zu  sein  seheinen  und  in  keinem  notwendigen 
Zusanunenhang  nu't  dem  zu  Grunde  liegenden  fruchtbaren  Ge- 
dankengang stehen,  glauben  wir  auch  otlmals  das  Wesentliche 
der  Wege,  welche  zu  so  grofsen  Resultaten  geführt  haben, 
dargelegt,  also  geometrische  Beiträge  zur  Kenntnis  der  Ent- 
wicklung geliefert  zu  haben,  welche  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten bei  den  Griechen  genonuuen  hat. 

Dagegen  habe,  ich  zu  einer  eigentlich  historischen  Dar- 
stellung dieser  Entwicklung,  die  luich  die  zeitliche  Aufeinander- 
folge der  verschiedenen  Forbchritte  hätte  beleuchten  müssen, 
kaum  andere  Beitifige  geliefert  als  Untersuchungen  über  das, 
was  sich  bei  Apollonius  als  neu  vorfand  und  was  vor  ihni 
entweder  durch  EinzeluntersuchungcMi  oder  durch  solche  um- 
fassende Werke  wie  Euklids  Kt*gelschnitte  und  Aristäus'  köiper- 
liehe  Orter  bi^kamit  war.  I)i(»se  Untersuchungen  waren  für 
mich  notwendig,  um  das,  was  ich  bei  Apollonius  vorfand, 
richtig  zu  würdigen.  Sie  brachten  mich  dahin,  dem  Apollonius 
t'inen  wichtig(^n  Fortschritt  in  der  Auflassung  der  Kegelschnitte 
zuzuschreiben ,  nämlich  di(*  konsecjuente  Durchführung  einer 
gleichzeitigi.'U  Betrachtung  der  beiden  Astc^  einer  Hyperbel.  Es 
iimfste  dahin  gestellt  bleiben,  ob  Apollonius  zuerst  solche 
Schnitte  an  schiefen  Kegeln,  d(»ren  Ebenen  nicht  senkrecht  auf 
der  Synnnetrie(^b(^iu?  stehen,  untersuchte  —  oder  wenigstens 
die  Untersuchung  derselben  durchführte  —  oder  ol)  auch  Ar- 
chimedes  in  der  Einleitung  zu  d(»r  Schrift  über  Konoide  und 
Sphäroide  (ui  diese  Schnitte  dachte.  Ferner  wurde  nachgewiesen 
odi^r  wahrscheinlich  gemacht,  dal's  nicht  nur  solche  elementare 
Theoricni  wie  die  Lehre  von  den  konjugierten  Durchmessern, 
von  Tangenten,  Asymptoten  und  Brennpunkten,  sondern  auch 
die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  als  Orter  zu  vier  Geraden  und 
die  Umfornumgen  dieser  Eiv.eugungsart ,  ferner  der  Potenzsatz, 
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der  Satz  iibor  Polaren,  die  einfachsten  Erzeugungen  der  Kegel- 
schnitte durch  Tangenten  und  vor  allem  eine  Menge  von  An- 
Wendungen  zur  Bestimmung  körperlicher  Orter  und  Lösung 
körperlichen-  Aufgaben  vor  Apollonius  bekannt  waren,  soweit 
dieselben  sich  ohne  Benutzung  der  beiden  Hyperbeläste  auf- 
stellen und  beweisen  lassen.  Die  eigenen  bedeutenden  Ent- 
deckungen des  Apollonius  fallen  zum  Teil  innerhalb  dieses  im 
voraus  gegebenen  Rahmens,  so  seine  Konstruktion  der  Nor- 
malen mit  zugehörigem  Diorismus,  seine  Bestimmung  der  Rela- 
tionen zwischen  den  Längen  konjugierter  Durchmesser  u.  s.  w. 

Dafs  man,  wenn  ein  solcher  Rahmen  gegeben  ist,  den- 
selben auszufüllen  sich  bemüht,  ist  verständlich  genug;  aber 
in  rein  historischer  Beziehung  würde  es  von  gröfserem  hi- 
teresse  sein,  das  Entstehen  eines  solchen  Rahmens  zu  beob- 
achten. Deshalb  ist  es  von  Bedeutung,  die  Geschichte  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  weiter  zurück  zu  verfolgen  und 
zu  untersuchen,  wie  diese  Lehre  zu  der  Gestalt  gelangte, 
die  sie  zu  Euklids  Zeit  teils  besafs,  teils  erhielt.  Für  eine 
solche  Untersuchung  giebt  es  aber  aufserordentlich  wenig  Hülfs- 
iiiittel,  so  wenig,  dafs  man  sie  durch  Vermutungen  ergänzen 
niuFs.  Diese  Vermutungen  jedoch  finden  mit  Rücksicht  auf 
(las  allererste  Auftreten  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  so 
viel  Anhalt,  dafs  sie  wohl  verdienen  angeführt  zu  werden. 

Die  vorhandenen  Angaben  beschränken  sich  1)  auf  die 
Tiadition^),  dafs  Menächmus,  der  Schüler  von  Flato  und 
Eudoxus,  die  Kegelschnitte  gefunden  und  zur  Verdoppelung  des 
Würfels  angewandt  habe,  indem  er  die  beiden  mittleren  Pro- 

)  Dioso  tritt  namentlich  hervor  in  einem  Briefe  des  Eratosthenes 
ul)er  «lie  Ver(lop])elung  des  Würfels,  der  in  Eutokius'  Kommentar  zu 
Archiniedes'  Schrift  üher  die  Kugel  und  den  Cylinder  (Archimedes, 
Aus^'.  V.  Heiberg.  111,  S.  UH  ff.)  mitgeteilt  wird,  sowie  in  Eutokius' 
besonderer  Darstellung  von  MenAchmus'  Verdoppelung  (a.  a.  0..  III, 
S.  <lt>— 98).  Eine  Verdoppelung  von  Menächmus  wird  zugleich  von 
IMiUarcb  bornhrl.  An  einer  von  Proklus  (Ausg.  v.  Friedlein,  S.  111) 
;iiiri)e\valnten  Stelle  bei  Ge minus  wird  Menächmus  ausdrücklich  als 
Krtindor  der  Kegelschnitte  bezeichnet.  Indessen  führt  C.antor  eine 
SUllc  l>oi  Plutarch  an,  nach  der  bereits  Demokritus  sich  mit  Kegel- 
>chnitton  ])es(häftigt  haben  soll  (Vorlesungen,  S.  164). 
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portionalen  mittels  der  Schnittpunkte  zwischen  zwei  von  den 

Kurven 

x^  =  ay,     y^  =«  hx^     xy  =  ab  (1) 

konstruierte,  und  2)  auf  den  in  unserem  zweiten  Abschnitt 
erwähnten  Umstand,  dafs  man  in  älteren  Zeiten  nur  Schnitte 
betrachtete,  die  an  Umdrehungskegeln  durch  senkrecht  zu 
einer  Erzeugenden  geführte  Schnitte  hervorgebracht  wurden^ 
Avas  Veranlassung  zu  den  Namen  gab,  welche  die  K^elschnitte 
vor  Apollonius  hatten. 

Die  zweite  von  diesen  beiden  Angaben  ist  besonders 
merkwürdig.  Sie  enthält  die  Aufforderung,  einer  solchen  Be- 
stimnmng  der  Haupteigenschaften  der  erwähnten  besonderen 
Schnitte  nachzuspüren,  Avelche  sich  nicht  mit  gleicher  Leichtig- 
keit auf  beliebige  Schnitte  an  Umdrehungskegeln  anwenden 
läfst.  Ich  habe  denn  auch  versucht  eine  solche  ausfmdig  zu 
machen  in  der  Hoffnung,  auf  diese  Weise  zu  der  ursprünglichen 
Bestimmung  der  Kegelschnitte  zu  gelangen;  aber  wenigstens 
hinsichtlich  der  Ellipse  und  Hyperbel  ist  diese  Bemühung  ohne 
Resultat  geblieben.  Die  Ableitungen  der  planimetrischen  Eigen- 
schaften der  Schnitte,  die  ich  habe  linden  können,  waren  alle 
von  solcher  Beschaffenheit,  dafs  ich  zu  keiner  anderen  Vor- 
stellung habe  gelangen  können,  als  dafs  man  zu  Menächmus' 
Zeit,  wo  Eudoxus  seine  Verbesserungen  in  die  Proportionslehre 
eingeführt  hatte  und  wo  man  solche  Verallgemeinerungen  vor- 
nahm Avie  die  der  Flächenanlegungen  sind,  die  sich  in  Euklids 
sechstem  Buche  finden,  sogleich  hat  bemerken  müssen,  dafs 
dieselben  sich  ebenso  leicht  anwenden  liefsen,  wenn  keiner  der 
Winkel  zwischen  der  Schnittebene  und  den  Erzeugenden  in  der 
zur  Schnittebene  senkrechten  Diametralebene  ein  Rechter  war. 
Dafs  dieser  Umstand,  trotz  der  beständig  zunehmenden  Be- 
schäftigung mit  den  Kegelschnitten,  gerade  bis  zu  Apollonius' 
Zeit  unbeachtet  geblieben  sein  sollte,  war  mir  geradezu  undenk- 
bar; aber  im  zweiten  und  neunzehnten  Abschnitt  habe  ich 
denn  auch  nachgewiesen,  dafs  dies  nicht  der  Fall  Avar. 

Schon  die  Thatsache,  dafs  man  sich  in  der  allerersten 
Zeit  damit  begnügte  Schnitte  von  Ebenen  senkrecht  zu  einer 
Erzeugenden  zu  behandeln,  verlangt  nach  meiner  Meinung  eine 
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Erklärung.  Diese  finde  ich  darin,  dafs  man  es  nicht  als 
seine  Aufgabe  betrachtete,  ebene  Schnitte  an  Kegel- 
flächen zu  suchen,  sondern  dafs  man  umgekehrt 
eine  Darstellung  von  Kurven  suchte,  von  denen  man 
bereits  Kenntnis  besafs.  Ein  solches  Ziel  erreichte  man 
eben  am  besten  durch  eine  vollkommen  bestimmte  und  be- 
^aenzte  Form  der  Darstellung. 

Dic^se  Erklärung  stimmt  gut  zu  dem,  was  über  die  Ver- 
bindung zwischen  der  Entdeckung  der  Kegelschnitte  und  der 
Verdoppelung  oder  Multiplikation  des  Würfels  mitgeteilt  wird. 
Wie  bereits  frühen-  angeführt,  wird  berichtet,  dafsHippokrates 
von  Clhius  die  letztere  auf  die  Konstruktion  von  zwei  mittleren 
Proportionalen  x  und  y  zwischen  den  gegebenen  Strecken  a 
und  h  zurückgeführt  habe.  Diese  mittleren  Proportionalen 
werden  bestimmt  durch 

=  -  =  f .  (2) 

X  y  b  ^  ^ 

Als  man  dies  gefunden  hatte,  mufsten  die  Bestrebungen  darauf 
ausgehen  zwei  geometrische  Örter  zu  finden,  deren  Schnitt- 
punkte die  Möglichkeit  gewähren  diese  Konstruktion  auszuführen. 
(Jc^wils  war  man  von  Anfang  an  bemüht  durch  Umformung  der 
l^roportionen  solche  Relationen  zwischen  x  und  y  zu  finden,  die 
sich  durch  Kreis  und  Gerade  darstellen  liefsen,  also  zu  der 
•i:(^W()hnli(hen  gi^ometrischen  Konstruktion  führten. 

Zunächst  boten  sich  dann  die  Verbindungen  zwischen  Ab- 
scissc  und  Ordinate  eines  Punktes  dar,  die  unmittelbar  durch 
dir  l^roportionen  (2)  oder  deren  Umformungen  (1)  ausgedrückt 
werden.  Eine  genauere  Prüfung  der  dadurch  ausgedrückten 
Verbindungen  zwischen  x  und  //  zeigte  indessen  bald,  dafs  diese 
Orter  keinem  Geraden  oder  Kreise  sind.  Da  auch  Umformungen 
und  Kombinationen  der  Gleichungen  nicht  zu  zwei  solchen 
Ortern  führten,  so  kehrte  man  zu  den  Proportionen  (2)  als 
(k'ii  einfachsten  Relationen  zurück.  Diese  wurden  dann  zum 
Gegenstand  einer  innner  eingehenderen  Untersuchung  gemacht. 
Das  Ziel  dieser  njufste  darin  bestehen  herauszubringen,  ob 
sie  nidit  (Muen  von  Gerade  und  Kreis  verschiedenen  geome- 
Irisdien  Ort  darstellten,  auf  den  man  entweder  vorher  schon 
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getroffen  war  oder  von  dem  man  eine  geometrische  Defini- 
tion geben  konnte.  Ohne  eine  derartige  Definition  Avürde  man 
nicht  gewiigt  haben,  die  betreffenden  Kurven  als  solche  auf- 
zustellen, wenn  auch  die  vorliegende  Untersuchung  es  fak- 
tisch mit  sich  brachte,  dieselben  auf  (Trundlage  der  in  der 
Gleichung  gegebenen  Definition  zu  studieren.  Das,  was  man 
dem  M(^nachmus  zu  verdanken  hat,  wurde  dann  die  geome- 
trische B(^stinnnung  der  fraglichen  Kurven  sein,  und  zwar  als 
Schnitte,  die  auf  bestinmite  Art  an  geraden  Kegeln  hervor- 
gebracht werden.  Es  kam  nur  darauf  an  eine  solche  Bestim- 
mung zu  erlangen  als  eine  Art  Büi^schaft  dafür,  dafs  man  es 
mit  wirklichen  Kurven  zu  thun  habe:  war  dies  geschehen,  so 
konnte  man  ruhig  in  der  Anwendung  der  Gleichungen  zur 
weit<»ren  Untersuchung  dieser  Kurven  fortfahren.  Ob  dieselben 
sich  auch  auf  andere  Weise  als  Schnitte  an  Kegeln  hervor- 
bringen liefsen,  war  unwesentlich. 

Dies(^  stereometrische  Bestinnnung  d(»r  Kurven,  welche  den 
Relationen  zwischen  den  beidc^n  nn'ttleren  Proportionalen  ent- 
spricht, war,  wie  wir  im  elften  Abschnitt  erwähnt  haben,  von 
Archytas  und  Eudoxus  vorben^tet.  Um  wissen  zu  können, 
wie  weit  diese  Vorbi^reitung  gelangt  war.  nnifste  man  Eudoxus' 
üisung  kennen.  Will  man  sich  an  Tannerys  Hypothese  hier- 
über \)  anschliefsen ,  so  bestand  dieselbe  in  (»iner  Anwendung 
von  einer  Projektion  einer  der  Uaumkurven,  welche  bei  Ar- 
chytas Lösung  benutzt  werden.  Die  Eigenschaften  der  Projek- 
tion müfsten  dann  zurückgeführt  worden  sein  auf  eine  plani- 
metrische  Bestinnnung  und  auf  enie  Konstruktion  der  mittleren 
Proportionalen  mittels  der  Schnittpunkte  zwischen  dieser  Kurve 
und  einem  Kreise  (d(ir  Spur  von  Archytas' Cylinder),  und  wenn 
die  Konstruktion  auch  an  sich  in  nichts  anderem  bestand  als 
in  einiM'  Übertragung  von  Archytas'  Konstruktion  auf  eine 
F]ben(^  mit  Hülfe  von  Projektion  und  Schneidung,  so  müfste 
man  doch  annehmen,  dafs  sie  unabhängig  von  jener  und  auf 
planimi^trischem  Wege  bewiesen  wordini  sei.  Wenn  hier  also 
aueh  eine  Übertragung  von  Raumkurven  und  räumlichen  Kon- 

M  Memuires  de  la  Societe  «le  Honleaux,  !2"e  serie,  T.  II. 
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struklionen  auf  die  Ebene  und  auf  planimetrische  Bestimmungen 
und  Konstruktionen  vorliegen  mag,  so  wird  dieselbe  dennoch 
Menächinus  zum  Vorbilde  haben  dienen  können,  wenn  er  um- 
j;ekehrt  eine  ihn  befriedigende  Bestimmung  gewisser  Kurven,  deren 
))laniniotrische  Haupteigenschaften  und  planimetrische  Anwen- 
dung' im  voraus  gegeben  war,  suchte  und  auf  diesem  stereo- 
nirtrischen  Wege  fand  *). 

Diejenigen  von  den  Kurven  (1),  die  sicli  am  unmittel- 
])arsten  als  Kegelsclmitte  haben  darstellen  lassen  und  bei  denen 
die  eigentümliche  Erzeugung  durch  Schnitte,  die  senkrecht  auf 
(Mucr  Erzwingenden  stehen,  in  der  That  einige  Erleichterung-) 
^^ewälirt,  sind  die  Parabeln.  Es  sei  (Fig.  78)  TKC  ein  Axenschnitt 
eines  geraden  und  rechtwinkligen  Kegels  mit  den  Spitze  T  und 
AP  sei  die  Spur  einer  Schnittebene,  die  senkreclit  auf  der 
Erzeugenden  TK  steht.  Zwei  Punkte  d(»r  Kurve,  in  der  diesi» 
Ebene  den  Kegel  schneidet,  sind  in  P  auf  die  Ebene  der  Figur 
projiciert:  den  Abstand  dieser  Punkte  von  P  wollen  wir  // 
nennen,  wälirend  AP  gleich  .r  ist.  Wenn  AI  ||  GPIl  j!  K(\ 
<{)  hat  man 

//'^  ^-.  GP.PH  =  VI.  AP,  AI  ==  V'l,x,V'l,AL  --  L>ylL.j-, 


\\yn\\\  (veivl.  (lantor.  Vorlesungen,  S.  "201)  gesagt  wird,  dafs  Plato 
Arcliytas,  Eudnxus  und  Menäclunus  getadelt  habe,  weil  sie  hei  der 
Vei'doppelung  des  Wurfeis  ihre  Zuflucht  zu  mechanischen  Arten  tles 
Verriihrens  genommen  hiltten,  so  erscheint  dieser  Tadel  unbillig. 
unter  anderem  auch  aus  dem  Grunde,  weil  weder  die  Konstruktion 
von  Archytas  noch  die  Bestimmung  von  Kurven  als  Schnitten  an  Kegeln 
sonderlich  leicht  mechanisch  auszuführen  ist.  Jedoch  hatte  Plato 
eini^'en  (irund  zu  seinem  Tadel,  wenn  dei'selbe  aussprach,  dafs  «lie 
erwälinten  Manner  nicht  gewagt  hätten  die  Kurven,  welche  sie  be- 
nutzten —  Menachmus  namentlich  die  Parabel  und  Hyperbel  —  als 
ausrei<hend  definiert  durch  die  planimetrischen  Grundeigenschaften  zu 
hetraihten,  die  wir  durch  ihre  Gleichungen  und  die  Griechen  auf 
entsprechende  Weise  <lai*stellen ,  sondern  es  für  notwendig  gehalten 
liätten.  denselben  eine  auf  sinnlichen  Vorstellungen  ruhende  Definition 
zu  ;:el)en.  «lie  doch  bei  der  weiteren  Untersuchung  nicht  benutzt 
wuide. 

In  der  Al)leitung  der  Hau))teigeuschaflen  der  vei-schiedenen  Schnitte, 
die  ich  hier  dem  Menachmus  zuschreibe,  weiche  ich  nicht  wesentlich 
;il)  \(in  Hretschneider,  Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklid. 
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wo  L  den  Schnittpunkt  zwischen  der  Axe  des  Kegels  und  der 
Schnittebene  bezeichnet.    Dann  erhält  der  Schnitt  die  Gleichung 

wo  j)  --=  iLäL  -=  iTÄ   konstant   ist.     Umgekehrt   läfst   sich 
—    und   das   betrachtete   man   gewifs   als   die  Hauptsache   — 


Fig.  78. 

jede  solche  Kurve  durch  Abtragen  von  TA  =  Ip  auf  die  hier 
angegebene  Weise  als  Schnitt  an  eincnn  geraden  und  recht- 
winkligen Kegel  bestimmen.  Von  der  hier  gegebenen  Form  der 
Bestimmung  hat  der  halbe  Parameter  der  Parabel  den  Namen 
erhalten,  der  sich  noch  bei  Archimedes  findet  [Über  Konoide 
und  Sphäroide  3  und  anderswo):  ^Das  Stück  bis  zur  Axe**, 
d.  h.  der  Abstand  A  L  vom  Scheitelpunkt  A  des  Schnittes  bis 
zum  Schnittpunkt  L  mit  der  Axe  des  Kegels. 

Dafs  die  dritte  von  den  Kurven  (1),  nämlich  die  auf  ihre 
Asymptoten  bezogene  Hyperbel,  sich  auch  als  ebener  Schnitt 
an  einem  Kegel  darstellen  läfst,  hat  man  nicht  so  unmittelbar 
erkennen  können^).  Die  Gleichung  y,xy  =  constans"  für  die 
auf  ihre  Asymptoten  bezogene  Hyperbel  wird  erst  in  Apollo- 
nius'  zweitem  Buche  gewonnen,  nachdem  die  Sätze  über  Durch- 
messer gefunden  sind.  Am  einfachsten  erhält  man  diese  Glei- 
chung aus  dem  Umstände,  dafs  die  Sehne,  welche  von  einer 


' )  In  neu  erschienenen  Ahhjindlun^'en  (Bulletin  des  Sciences  Math.  1S8G, 
S.  (il  und  Hermathena,  V,  S.  45>:2)  aul'sem  Tannerv  und  Allman 
><)jk'ar  Zweifel  daruher,  c>h  Menachmus  dies  rd)ei'hau))t  erkannt  hat. 
Doch  winl  man  hier  sehen,  dals  die  Tradition  Hher  seine  Benutzung 
der  Hyperhel  geometrisch  nicht  unm(\'lich  ist. 
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Hyperbel  auf  einer  beliebigen  Geraden  abgeschnitten  wird, 
dieselbe  Mitte  hat  wie  die  von  den  Asymptoten  abgeschnittene 
Sehne,  und  dieser  Satz  beruht  wieder  darauf,  dafs  alle  Reihen 
von  })arallelen  Sehnen  geradlinige  Durchmesser  haben,  hidessen 
ist  es  keineswegs  leicht,  diese  Sätze  für  alle  Sehnenrichtungen 
aus  der  Darstelhmg  der  Kurve  als  eines  Schnittes  am  Kegel 
abzuleiten,  und  nichts  deutet  darauf  hin,  dafs  man  eine  solche 
Ableitung  vorgenonnnen  habe. 

Daher  ist  es  wahrscheinlicher,  dafs  man  die  Asymptoten- 
^deicliung  aus  der  Axengleichung  abgeleitet  habe  und  umgekehrt, 
Mild  dafs  man  dann,  wie  Archimedes  und  Apollonius  thaten,  die 
Axengleichung  mit  der  Erzeugung  der  Kurve  als  Schnitt  an  einem 
Kegel  in  Verbindung  gebracht  habe.  Die  Verbindung  zwischen 
der  Asymptotengleichung  und  der  Axengleichung  ist  nämlich, 
besonders  für  die  gleichseitige  Hyperbel,  sehr  leicht  zu  erken- 
lu^n,  nicht  nur  wenn  man  sich  der  modernen  Darstellung  der- 
selb(»n : 

x^  -  //2  =-  {X  -^y){x  +  y)  =  i> .  ~^-  .  — +  ^- 

bedient,   wo  *  --    •-  und  --— -^  die  Abstände  des  Punktes  ix,  u) 

von  den  Asymptoten  sind,  sondern  auch  wenn  man  den  Glei- 
chunjzen  ihre  antike  geometrische  Form  giebt.  In  diesem  Falle 
lälst  sich  derselbe  Übei-gang  mit  Hülfe  von  Euklid  H,  8  oder 
diuch  umnittelbare  Benutzung  einer  Figur  bewerkstelligen.  Sind 
OX  und  OK  (Fig.  79)  die  Asymptoten  und  OA   die  erste  Axe 


/   // 


o 


/ 


/ 


/ 


A,  R<-^      A 


\ 


\ 


\ 


Fig.  79. 
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einer  gleiehs(»itigen  Hyperbel,  OP  =  x  und  PM  ==  y  die  auf 
diese  bezogenen  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Kurven- 
pnnktes  J/,  und  sind  die  Linien  MX  und  MK  den  Asyjnptoten 
parallel,  so  ist 

.ij.2_  i,,-  _  Viereck  OSMU  =  Rechteck  ORMN, 
da  AxVJ/r==  Aß  SO. 

Es  konunt  also  nur  darauf  an  herauszubringen,  wi(»  Me- 
nachinus  solche  Sclmitte  an  geraden  Kegeln  bestinnnt  haben 
kann,  welche  di(*  auf  ihre  Axen  bezogene  gleichseitige  Hyperbel 

ergeben  oder,  was  mit  Rücksicht  auf  die  in  Euklids  zweitem 
Buche  enthaltenen  und  zu  Menäclunus'  Zeit  wohl  bekannten 
Methoden  und  Resultate  ganz  gleichbedeutend  war,  die  Hyperbel 

wenn  x  und  j-^  die  Abstände  des  Fufspunktes  P  der  Ordinale 
von  den  durch  .IjO  ^.-^  ()A  -=  J  ^/  bestimmten  Scheitelpunkten 
A^   und  .1  bedeuten. 

TKC  (Fig.  SO)  nitige  den  Axenschnilt  eine^s  Umdrehungs- 
kegels darstellen,  dess(»n  ScluMtelpunktswinkel  T  wir  vorläufig 
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unbestimmt  lassen;  AP  sei  die  Spur  einer  senkreciit  zur  Er- 
zeugendr'U  TA  gelegten  Schniilebene  und  .1,  der  Scimillpunkt 
diest'r  Spur  mit  der  Erzeugenden  TC,    Die  in  einem  Punkte  P 


J 
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der  Spur  errichtete  Ordinate  y  des  Schnittes  wird  dann  be- 
stimmt durch 

y2    _    GP.PH, 

wenn  (^H  \\  KC. 

Um  diesen  Ausdruck  weiter  umzuformen,  ziehe  man 
AI  1  KC,  sowie  die  Axe  des  Kegels  TL,  und  parallel  zu  der 
letzteren  IF  und  HQ.  Dann  findet  man,  da  6r,  A,  //,  Q  auf 
einem  Kreise  liegen,  dafs 

•^  ^  A,A^ 

__  2^L 

wo  JP  -.-.--  x  und  ^jP  ==  u:*!  die  Abstände  des  Fufspunktes  P 
der  Ordinate  von  den  festen  Punkten  A  und  A^  bedeuten. 

Soll  nun  die  dargestellte  Hyperbel  gleichseitig  werden,  so 
muls  AL  =  ^A^A  sein.  Will  man  also  eine  Kegelfläche 
durch  ein(^  gegebene  gleichseitige  Hyperbel  legen  —  und  hierauf 
kam  es  namentlich  an  —  so  mufs  man  auf  der  Verlängerung 
der  Axe  A^A  über  .4  hinaus  AL  =-=  ^-^i^l  abtragen  mid 
darruif  das  bei  A  rechtwinklige  Dreieck  A^  TA  .so  konstruieren, 
(laTs  TL  den  Nebenwinkel  des  Dreieckswinkels  T  halbiert. 
Der  um  das  Dreieck  A^AT  beschriebene  Kreis  schneidet  dann 
L  T  in  einem  Punkte  S,  der  auf  der  Mittelsenkrechten  von 
yl,  J  Herren  mufs.  Da  Winkel  A^Sl^  ein  Rechter  i.st,  so  mufs 
der  l^unkt  S  ferner  auf  dem  Krei.se  über  A^L  als  Durchmesser 
iiej^nn.     Somit  ist  N  und  dadurch  wieder  T  bestimmt. 

Diese  Bestinunung  einer  gleichseitigen  Hyperbel  alsSclmittes 
an  einem  geraden  Ki^el  liifst  .sich  ebenso  leicht  auf  eine  be- 
liebi^'e  Hyperb(»l  oder  auf  eine  Ellipse  anwenden;  im  letzten 
Falle  erhalten  die  verschiedenen  Punkte  eine  etwas  andere 
La^H'.  aber  alle  Operationen  bleiben  dieselben.    Das  kon.stante 

u2  ^AL 

Verhältnis    *       erhält  nur  .statt  1  den  Wert   V    .  ,  oder  AL 
j'ji\  A^A 

wird  der  halbe  Parameter.     Diese  Konstante  wu*d  also  für 

die   Kllipse   und   Hyperbel    in    vollkonnnener   Übereinstimmung 

iiiil   (hww   Namen    bestinnnt,    den  sie  oben,    wie    wir   gesehen 

haben,    \o\\   Archimedes  für  die  Parabel  erhielt,    nämlich  als 
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«das  Stück  bis  zur  Axe".  d.h.  das  Stück  vom  Scheitel- 
|)uiikl  ^4  der  Kurve  bis  zum  Schnittpunkt  mit  dtM*  Axe  der 
Kr{^r,.ifiaehe.  Für  die  Parabel  ist  diese  Benennung  eigentlich 
nicht  sehr  bezeichnend:  denn  dasselbe  Stück  kommt  auch 
anderweitig  in  der  Figur  vor  (vei-gl.  Fig.  78),  nämlich  als  das 
Stück  TA,  welches  der  Schnitt  auf  der  senkrecht  auf  ihm 
stehenden  Erzeugenden  der  Kegelllaclie  abschneidet,  und  auf 
diese  letztere  Art  wird  in  der  That  die  Kegelflache  am  leich- 
testen bestinnnt,  die  durch  eine  gegel)ene  Parabel  gehen  soll. 
Für  die  Ellipse  und  Hyi)erl)el  benutzt  man  dagegen  -  -  wie  wir 
hinsichtlich  (iei*  gleichseitigen  Hyperbel,  bei  der  p  ==  a,  gesehen 
haben  —  gerade  den  halben  Pfirameter,  um  den  Punkt  L, 
durch  den  die  Axe  des  Kegels  g(»hen  mufs,  zu  bestinmien.  Es 
ist  deshalb  anzunehmen,  dafs  ArchiuKMles'  Benennung  für  den 
halben  Parameter  der  Parabel  aucli  bei  der  Ellipse  und  Hy- 
perbel, wo  dieselbe  bezeichnender  ist  als  bei  der  Parabel, 
Anwendung  gefunden  hat. 

Die  Annahme,  dafs  bereits  Menächnms  alle  drei  Kui*ven 
auf  diese  Weise  bestinnnt  habe,  stinnnt  vollkonmien  zu  der  An- 
gabe, dafs  er  die  drei  Keg(*lschnltte  gefunden  habe^).  Es  ist 
nicht  unwahrscheinlich,  (tafs  die  Ellipse  vorher  schon  bei  den 
Grieclien,  in  deren  Baukunst  der  Cylinder  so  häufig  vorkonmit, 
iils  Cyl  inderschnitt  bekannt  war.  Auf  ein  so  frühzeitiges 
Vorkonnnen,  das  schwerlich  auf  einfachi^n^n  Wege  als  auf  dem 
genannten  möglich  war,  deutet  vielleicht  d(T  Umstand,  dafs 
die  f^llipse  ihren  eigenen  alten  Namen  (d'jpsng)^)  hatte.  Mo- 
nächmus  könnte  also  erkannt  haben,  dafs  diese  im  voraus  be- 
ktuinte  Kurve  sich  als  Schnitt  an  Kegeln  auf  dieselbe  Weise 
bfstinuui-n  liefs,  wie  er  Parabeln  und  die  gleichseitige  Hyperbel 
bestimnit  halte.  Dafs  er  bei  Ableitung  der  Ilaupteigenschaften 
«ler  Schnitte  im  W(\sentlichen  (hm  hier  beschriebenen  Weg  ge- 
gangen ist,  der  abgeselu^n  von  der  besonderen  Lage  der  Schnitte 


M  nie  Mfiirn-hinisclie  Tilade;  Kutokius*  Koiumentar  zu  .ViThiuiodes,  \ua^. 
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mit  dem  zusammenfallt,  der  später  von  Archimedes  bei  seinen 
Untersuchungen  über  verschiedene  Schnitte  an  schiefen  Kej^eln 
und  von  ApoUonius  bei  seinen  allgemeineren  Untersuchungen 
t'ingeschlagen  wurde,  scheint  mir  zweifellos  zu  sein,  da  ein 
solches  V(Tfahren  zu  allen  vorliegenden  Angaben  stinnnt  und 
kt'ine  Spuren  von  anderen  Herleitungen  aufbewahrt  sind. 

Ist  man  nun  wirklich  bei  der  Bestinmmng  von  Schnitten 
senkrecht  zu  einer  Krzeugenden  eines  geraden  Kegels  in  der 
an«regebenen  Weise  verfahren,  so  ist  es  einleuchtend,  dafs 
man  sofort  auch  die  Beschaffenheit  eines  beliebigen  Schnittes 
an  (Muem  geraden  Kegel  oder  eines  Schnittes  senkrecht  zur 
Synmietrieebene  eines  schiefen  Kegels  finden  nuifste,  sobald 
man  nur  auf  die  Idee  kam  danach  zu  fragen.  Wenn 
es  mir  auch  gelungen  ist  dem  Umstände,  dafs  die  Winkel  bei  A 
Kechte  sind,  eine  formale  Bedeutung  zu  geben,  so  gewährt 
di(^  besondere  Lage  der  Schnittebene  dennoch  keinem  wesent- 
liche Vereinfachung  bei  der  Bestinnnung  der  planimetrischen 
Fiigenschaften  der  Schnittkurven,  sondern  nur  bei  der  Bestim- 
mung der  zugehörigen  Konstanten.  Sollte  nun  wirklich  einige 
Zeit  V(Mgangen  sein,  ehe  man  fand,  dafs  allgemeinere  Bestim- 
immjjren  der  Lage  der  Schnitte  nicht  zu  neuen  Kurven  führten, 
so  kann  der  (Jrund  dafür  imr  der  sein,  dafs  man  gar  keinen 
Wert  darauf  legte  Kigenschaften  ebener  Schnitte  am  Kegel  zu 
kennen,  sondern  dieses  stereometrische  Mittel  nur  anwandte, 
um  gewissen  Kurven,  die  auf  Grundlage  planimetrischer  Eigen- 
scliaften  untersucht  wiu'den,  eine  Definition  zu  geben,  di(^  man 
für  strenger  geometrisch  hielt.  Eine  Veranlassimg,  ebene  Schnitte 
an  Kreiskegeln  im  allgemeinen  zu  untersuchen,  nmfste  die  antike 
()j)lik.  d.  h.  Lehre  von  der  Perspektive,  wie  wenig  entwickelt 
sie  auch  sein  mochte,  doch  bald  darbieten,  und  innerhalb  der 
()l)en  angeführten  Begrenzung  konnten  die  Resultate  dann  nicht 
au<hl(Ml)en. 

Dafs  man  die  engere  stereometrische  Definition  und 
dl»'  hicMan  sich  ansclili(»fsenden  Benennungen  lange 
testhielt,  nachdem  man  gesehen  hatte,  dafs  dieselben  Kurven 
sirii  stereometrisch  auch  auf  andere  Art  darstellen  liefsen, 
«  rklärt  sich  ausschliefslich  durch  die  einfache  Form,  welche  die 
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KüiistantHiliesliinniiin?.  wie  wir  'p'osehen  haben,  annluiinl.  wenn 
dir  Schnitte  >enkrecht  zu  einer  Erzeugenden  eines  geraden 
Kc»gel>  izefuhrt  werden,  da  dann  der  halbe  Parameter  «das 
Stück  bis  zur  Axe-  wird,  und  durch  die  damit  zusammen- 
häiiK^^nde  einfach«'  Art  einen  Ke|?el  durch  eine  gegebene  Kun'e 
zu  legen. 

Dir  alten  Bi'iiennungen  dt-r  Kurven  finden  sich,  wie  wir 
hirr  und  im  zweiten  A])schnitl  erwfdint  haben,  noch  bei  Ar- 
cliimedes.  Die  ihnen  enlsj>rechende  deiinitionsmalsige  Dar- 
stellung tler  K'eg<*lschnitte  fand  sich,  wie  aus  Pajipus'  Erwäli- 
nungM  hervoi7.ugehen  scheint,  nocli  in  Aristaus*  körperlichen 
Ortrrn.  wo  sie  recht  wohl  etwa  dieselbe  Form  gehabt  haben 
kann,  welche  wir  hier  der  Bestiimuung  von  Menachmus  gegeben 
haben. 

Dies  kann  durchaus  zu  dem  Inhalt  und  den  Zwecken 
slinuuen,  die  wir  Aristaus"  Bfichern  über  körperliche  Öiier  bei- 
gelegt haben:  Behandlung  solcher  geometrischen  Orter  in  der 
F]bene,  die  Kegelschnitte  werden.  Hätte  Aristaus  im  besonderen 
eine  slereometrische  rntersuchung  beabsichtigt,  wie  der  Xame 
seiner  Sehrift  vielleicht  t'rwarten  las^^en  könnte,  so  würde  er 
sicherlirh  ü})er  die  eng  begrenzte  Weise,  in  der  er  die  ÖrttM* 
als  Silinitte  an  Kegeln  darstellte,  hinaus  gelangt  sein.  Dagegen 
ist  es  ganz  natürlich,  dafs  er  seine  rntersuchung  über  das 
Vorkonnuen  der  K(»gelschnilte  als  geometrischer  Örter  in  der 
Ebene  mit  dem  Nachweise  begonnen  hat,  dafs  die  Kurven, 
welche  er  behandelt,  das  Hecht  hal>en  den  Namen  .Kegel- 
schnitte* zu  führ(Mi.  Dafür  war  es  ausreichend,  dafs  er.  von 
den  übrigen  Darslellungsarten,  die  ihm  möglicherweise  bekannt 
waren,  absehend,  sich  mit  einer  einzigen,  bestinnnt(»n  be- 
gnü^-^te  und  zwar  mit  (hTJenigen,  di(;  von  Anfang  an  der  Be- 
st inunung  der  Kegelschnitte  zu  (rrunde  gelegt  worden  war. 

FapfMis  scheint  nach  seinen  Aussprüclien  weiter  zu  gehen 
und  dem  Aristaus  die  Flinführung  der  Namen  .Schnitt  enies 
spitzwinkligen,  rechtwinkligen  und  stumpfwinkligen  Kegels'  bei- 
zulc'ren.     Indessen   darf  man   auf  dieses  Zeugnis    kein    sonder- 
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liches  Gewicht  legen.  Wenn  Pappus  in  der  Schrift  des  Ari- 
stäus.  die  er  kannte  und  die  älter  ist  als  die  Schriften  von 
Knklid  und  Archiniedes,  in  denen  dieselben  Benennungen  vor- 
koinnien,  eine  Darstellung  der  Erzeugungsart  angetroffen  hat, 
Welche  diesen  Xanien  zu  Grunde  liegt,  so  kann  dies  Grund 
^'ciiug  für  ihn  gewesen  sein  zu  glauben,  dafs  Aristäus  diese 
Xanien  eingeführt  habe. 

Indessen  ist  dieser  Umstand  von  sehr  geringer  Bedeutung, 
wriui  es  sich  nur  um  die  Namen  selbst  handelt;  denn  diese 
}ial)en  sich  jedenfalls  an  die  vorher  gebräuchlichen  Erzeugungs- 
arten angeschlossen.  Dafs  zugleich  niit  den  Namen  auch  die 
ent>{)reclienden  eigentümlichen  Erzeugungsaiien ,  die  überall 
sonst  allen  älteren  Schriftstellern  zugeschrieben  werden,  erst 
von  Aiistäus  herrühren  sollten,  halte  ich  für  unannehmbar. 


Zweiundzwanzigster  Abschnitt 

Verfall  der  griechischen  Geometrie;   Ausblick  auf  die  spätere  Entwickelung 
und  Bedeutung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 


Aus  der  Zeil  nach  Apollonius  kennen  wir  keinen  einzigen 
\vt  stMillichen  Fortschritt  in  der  griechischen  Lehre  von  den 
Ke^^'elschnitlen.  Jedoch  darf  man  hieraus  nicht  scliliefsen,  dafs 
kein  solclier  gemacht  worden  sei.  Wir  haben  stets  darauf  liin- 
l^'rwiesen,  dafs  diese  Lehre  nicht  in  einer  so  entwickelten  Ge- 
stalt wie  bei  Apollonius  auftreten  konnte,  ohne  dafs  man  gleich- 
/«'iti*.'  viel(\^  fand,  was  in  seinem  Werke  keinen  Platz  erhalten 
konnte:  aber  man  mufs  auch  sagen,  dafs  dieses  und  die  daran 
an^^rsdilossenen  Untersuchungen  so  viele  Keime,  so  viele  Auf- 
Lrai)en  enthielten,  welche  tüchtige  Schüler  der  grofsen  Geometer, 
sojjar  ohne  neue  Bahnen  zu  brechen,  zur  Entwickelung  bringen 
odrr  {(»sen  konnten,  dafs  aufserordentlich  geAvichtige  äufsere 
(iniiidc  nötig   waren,  um   die  Entwickelung  unmittelbar  nach 


f  — -■  7^-     -  ;   —  .  -       -.-i-     V   -*  -  -  -- 


r< 


*  * 


I»-        ;     .•^*  '■"         '-■■•-.     •..'.-      \ """•.-  "  — •      -'    i'-  .-i      T  ".  r.— '.     V— »'Vi'"v^n 

•,.r  .-'       «•/','   '.-•'         '  ^'..-'       ■'.'    '      '  ---■.'•^     ,- '     •—•""•  -"        ■»-  "»-i-    s,    r»     ,l^»i        .^ori 

->-.  ':'.-■  '-.  .:  i-r  >:*  A:;*"/i.>,  FI:i.M.  Ar»  !.::.iT-::ns  Lr.-!  Aioik»- 
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-;.'.!•.•:.:  v^r».-:..  .i.-  •i":.-  -!•-  :!-  Mrii^'-r.»-  ! ^^_- :>>■?: rrrvzi  konnten. 
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-;.;•-•  *l'i:'.fiZ'Hi:Ir./-ri  {:ri'i  '!!•—>  /.i  v»-!ri[iiai'li»>ü.  L»a.s  Entsl^ht-n 
*''»;''ri' r  E:.>i»':kii!iL":i-.  'ii»;  iriivi— ,1^-  'vvl.-drr  n»-?!»- l'iitrrsui;huiii!»-n 
iN'itt.-fj  f;'-rvoiTii!'»-ii  'u'i-r-»!!.  v,-'"riiv  iii  iiOi.h  lir»li».-r».-iii  MalVe  die 
Krki.lr  .n,/  d"-r  Vt-ifiiil-  *.•!-•  hv.vivfi.  <lor  -Miiz  >ir|ier  nach  ilieM.'iii 
-Z*ii;i:-*r  r|<-r  Kpi^roii'-T:- "i  iii«:h*.  .lU.-u'ebÜtljfii  i<t. 

Kiri  -"hr  v.'o-*iitli«'li»r  T»-il  *i*-v  Grün«!»:'  tur  «liesen  Wrtall 
\n'^  In  /ii;r-^n.-ji  r'iii-triii<li.ii:  ilarnit  al.»»-r  diese  .-o  .>tark  wirken 
kr»iiiit»-/i.  lials  üb»'!"  aiidedhalli  Jalirtausniide  daliin  gingen. 
li'vor  »iiMr  -o  kralli'^'  ♦•ntwirkrit»-  \Vi>>eii>ohaft  wie  die  grie- 
^hi-»'h»r  G'-oiii^'tri»-  ii»;iji.-  f^'firlit«'  an>eizt».\  imifslen  autli  gewis>e 
i  iMi  »•  r  *:  H  t:  <\  i  n  i:  «i  n  u'  «•  n  voWiaiiflvii  >fin.  Diesf-  wollen  wir 
Iji'-r  zii-aiimi'.'iiZM-t»ll«*ii  V';r.-iu:h«.'n .  wenn  wir  auch  >ehon  im 
\'orlifr;.'»r)i«-ii<l<*ii  auf  <li».*sell;»-n  liiiiurwiosen  haben. 

Wir  liab^n  -oIkjm  ni»-hrta<h  hervoi-gehoben .  dafc  bei  den 
Gri'-^lioii,  iiaiiMiillich  w«"/en  d^r  zahlrei«lifn  Verwendung  von 
Ki'/unii.  (li^-  i^rbriftliche  .Mitteilung  weit  hinter  der  mündlichen 
zurürk-tainl.  Ojeser  {.'instand  hat  die  fortire<flzte  Blute  der 
(lerjnn-trie  in  lioheni  Grade  von  Zu[7iilij:keiten  abhangig  gemacht. 
ini'l  »ine  Wirknn;:  «lieses  l'mstandes  lalst  sich  schon  darin 
erkenn'.Mi .  dal^  die  Mathematik  in  ihrer  l)esten  Zeit  mit  einer 
einzelnen  Statit .  Alexandria.  so  eng  verkmlpfl  war,  dafs  .sich 
so  weit  man  weil's  nur  «'in<.T  der  grotsen  Mathematiker  aufsur- 
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halb  (liostT  Stadt  aufhielt,  mit  der  er  jedoch  m  unausgesetzter 
Verbindung  stand.  Unglücksfalle,  welche  diese  Stadt  trafen, 
nnifstcn  deshalb  auch  die  Wissenschaft  treffen;  sie  nmfsten  di(^ 
mündliclie  Tradition  unterbrechen,  und  für  diese  gewahrte  das 
schwierige  Studium  der  überlieferten  Schriften  keinen  genügenden 
Ersatz.  Ziemlich  unbedeutende  Umstände  konnten  deshalb 
einen  wesentlichen  Rückschritt  bewirken  oder  es  doch  vor- 
läufig so  schwierig  machen  die  einmal  gewonnenen  Grenzen 
i'estzuliallen,  dafs  man  nicht  daran  denken  konnte  dieselben 
durch  Hineinziehen  neuer  Gesichtspunkte  zu  erweitern. 

Wc^lches  waren  mm  die  Grenzen,  welche  die  griechische 
Mathematik  nicht  überschreiten  konnte  ohne  neue  Ilülfsmittel 
zu  Schäften  V  Oder,  welcher  Begrenzung  unterlagen  ihre  Ilülfs- 
mittel an  und  für  sich? 

Dil'  Antwort  darf  nicht  lauten,  dafs  es  an  einer  Algebra 
oder  an  eiiKMu  Organ  für  die  Behandlung  allgemeiner  Gröfsen 
gefehlt  habe;  denn  ehi  solches  Organ  besafs  man  in  der  geo- 
metrischen Darstellung  dieser  (iröfsen  durch  Strecken,  Flächen 
und  zum  Teil  durch  Volmnina.  Die  Begrenzung  bestand  darin, 
dafs  dies(\s  Organ,  wie  vortrelTlich  —  wenigstens  beim  Selbst- 
studium und  bei  })ersönlicher  Mitteilung  —  es  auch  in  seiner 
AnwtMidung  auf  Operationen  vom  zweiten  oder  höchstens 
dritten  (Jrade  sein  moclite,  doch  äufsersl  schwierig  zu  hand- 
haben war,  wenn  num  zu  Ausdrücken  höherer  Grade  gelangte, 
die  durch  Zusannnensetzung  von  Verhältnissen  dargestellt  wer- 
den mufsten.  Eine  höhere  Potenz  mufste  nämlich  immer  als 
ein  bestinnutes  Glied  einer  fortlaufenden  Proportion  oder,  was 
dasselbe  ist,  einer  geometrischen  Reihe  dai'gestellt  werden. 
Dadurch  wurde  es  bedingt,  dafs  man  einerseits  in  der  direkten 
Ijehandlung  (juadratischer  Gleichungen  sowie  in  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  und  der  daran  angeschlossenen  Behandlung 
von  (Ileichung(Mi  dritten  und  vierten  Grades  oder  doch  von 
AulV'alxMi,  die  von  diesen  abhingen,  sich  so  hoch  erheben 
konnte,  während  andererseits  alle  Untei'suchungen,  welche  hier- 
liber  hinausgingen,  wie  verdienstlich  dieselben  auch  einzeln 
Licnommen  sein  mochten,  durchaus  der  Allgemeinheit  und  Voll- 
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siändijrkeil   entbehrten,   die   wir  in  der  Lehn^  von  den  Kegel- 
sclinitten  kennen  jjelernt  haben. 

hidessen  dürfen  wir  bei  der  ThaLsache  nicht  stehen  blel- 
l)en,  dal's  diese  (irenz(j  nun  eiinnal  existierte  und  dafs  keine 
sonderHche  Aussictit  vorhanden  war  dieselbe  zu  übersehreiten, 
nachdem  die  Zeit  des  Verfalls  einmal  be*jonnen  hatte:  es 
sind  positive  Gründe  erforderlich,  um  zu  erklären,  weshalb  die- 
selbe nicht  ber(?its  während  der  Blütezeit  entweder  durch  Bil- 
dunj.'  einer  wenn  auch  rudimentären  Zeichensprache  oder  mög- 
liclierweise  auf  andere  Weisen  überschritten  wurde.  Denn  eine 
Zrichensi)rache  entsteht  nicht  plötzlich  durch  eine  geniale  Idee, 
wird  also  auch  nicht  dauernd  vermifst,  wenn  sie  nicht  von 
Selbst  sich  bei  dem  einen  oder  anderen  einstellt:  sie  wird  sich, 
mit  Abkürzungen  beginnend,  einfinden,  wenn  das  Bedürfnis 
danach  vorhanden  ist,  und  dafs  sie  gri(K!hischer  Denkweise 
nicht  fremd  war,  sehen  wir  bei  Diophantus.  Nun  sollte 
man  glauben,  dafs  dieses  Bedürfnis  leicht  (Jelegenheil  gefunden 
haben  nuifste  sich  geltend  zu  machen  zu  der  Zeit,  wo  die 
(Irometrie  sich  so  kräftig  entwickelte.  xVllerdings  koimten  die 
iieu(*n  Ideen,  welche  in  das  Gebiegt,  das  die  griecliische  Algebra 
beherrschen  konnte,  hineingetragen  wurden,  die  Mathematiker 
zur  (Jenüge  beschäftigen:  aber  zwischen  dc^n  mathematischen 
Aufgaben  lindert  auch  ein  solcher  Zusannuenhang  statt,  dafs 
Beschäftigung  auf  einem  (lebiete  die  (iedanken  stets  auf  ein 
anderes  hinüberleitet.  Wie  oft  wird  sich  beispielsweise  gezeigt 
liaben.  dafs  eine  Aufgabe,  die  ein  Geometer  als  ebene  Aufgabe 
zu  lösen  versuchte,  die  Benutzung  einer  Kurve  höherer  Ord- 
mmg  V(M'langte;  diese  ist  dann  manchmal  in  dem  einzelnen 
Falle  beslinmit  worden.  Das  Eintreten  mehrerer  solcher  Fälle 
mufsle  dann  die  AulTorderung  entlialten,  solche  gemeinsamen 
Darstellungsmiltel  für  diese  linearen  Orter  zu  suchen  wie  die 
sind,  welche  man  für  die  Kegelschnitte  besafs.  Auch  in  mannig- 
fachen anderen  Formen  mufsle  die  Aufforderung  zur  Erweite- 
rung der  Algebra  sich  darbieten. 

l'm  zu  verstehen,  weslialb  die  Algebra  deimoch  keine 
solche  Erweiterung  erfulir,  mufs  man  sich  vei*gegenwärtigen, 
was   die  Griechen    in    t  h(»ore tisch iM'  Beziehung   dadurch 
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frcwaniion,  dafs  sie  die  Algebra  an  eine  gc^onietrisehe  Darstel- 
lung und  an  die  Lehn*  von  den  Proportionen  anschlössen.  Wir 
haben  iin  ersten  Absdmitt  erwähnt,  dafs  man  die  arithmetische 
l]edeutung  (ies  Produktes  zweier  ZahU^n  dadurch  nicht  fahren 
liels.  dafs  man  dasselbe  durch  enie  Fläche  darstellte.  Wenn 
die  Seiten  a  und  h  eines  Rechtecks  in  einem  rationalen 
Verhiillnis  standen,  so  wurde  das  Rechteck  geradezu  benutzt, 
um  (las  l^rodnkt  der  Zahlen  darzustellen,  welche  das  Verhältnis 
«Irr  Seilten  zu  einem  gemeinschaftlichen  Mafs  ausdrückten.  Waren 
'/  und  h  dagi^gen  inkonnnensurabel,  so  existierten  nach  griechi- 
Mii'v  Auttassung  ebenso  wenig  solche  Zahlen  wie  ein  Produkt 
derselben.  Das  Rechteck  war  dann  für  dieCJriechen  kein  Pro- 
dukt, aber  es  trat  an  die  Stelle  eines  solchen  und  gewährte 
iliiKMi  denselben  Nutzen  wie  dasjenige,  was  wir  das  Produkt 
von  zwei  irrationalen  Zahlen  nennen.  Durch  die  geometrische 
Darstellung  waren  sie  also  imstande  die  Vorteile  zu  gem*efs(»n, 
welche  diese  Erweiterung  des  Begriffes  .Produkt*  den  Mattie- 
niatik<M'n  der  neueren  Zeit  gewährt,  ohne  dafs  sie  nötig  hatten 
diesen  Begritf  (einzuführen,  dessen  Definition  Schwierigkeiten 
verursacht  haben  würde.  Dafs  die  Griechen  mit  einigem  Recht 
di<'  PxMleutung  dessf'lben  oline  eine  solche  Definition  nicht  als 
einleuchtend  betrachteten,  wird  von  den  Mathematikern  unserer 
Zeit ,  di(»  ja  gerade  auch  auf  diesem  G(»biet(»  eine  möglichst 
^Toisc  Slring(^ir/  erstreben,  eingeräumt.  Dafs  die  Alten  ihrer- 
<rits  sich  in  der  That  dieselben  Skrupel  machten  und  nicht 
\)\(A'>  durch  d'w  geometrische  Darstellung  praktische  Voii(Mle 
rrstrebten,  s(^h(^n  wir  aus  ihrer  Proportionslehre,  wo  die  ge- 
nannte Schwierigkeit  nicht  umgangen  sondern  überwunden 
wird,  wo  ab(»r  die  allgemeine  Gröfse,  welche  rational  od(T 
irrational  sein  kami,  in  der  für  praktische  Operationen  wenig 
uninsligen  P\)rm  eines  Verhältnisses  auftritt,  das  niclit  umnittel- 
i)ar  den  für  Zahlen  geltenden  RechenoptTationen  unterworfen, 
«»ndern  durch  eine  Zusannnenkettung  von  Sätzen  behandelt 
\\'in\. 

F]s  nuirst(*  also  die  theoretische  Bedeutung,  welche  die 
angotuhrten  Mittel  der  Darstellung  besafseil,  Fm-cht  davor  er- 
wecken   dieselben    mit    anderen    Hülfsmittehi    zu   vertauschen; 


17 i  Zweiuinlzuanziirster  AWsrlinitt. 

(Ifiui  (lif.so  inufsten  mit  rlnev  rihiilicIiL-ii  Befe>ti«rung  wie  die 
olf-ni«*iilare  rifonn-lrif  niul  die  Proportionslehre  unigruiet  wer- 
(Irii.  bevor  iiiaii  .-ich  für  berechtiget  halten  durfte  sie  in  Ar- 
beiten, die  Ansprndi  auf  wissensrhaflliehe  Striii<renz  erheben 
sollten,  anzuwenden.  Der  l'nistand  aber,  daf>  auch  nicht  die 
Zwecke  rles  praktischen  L(*bens  die  Furcht  davor  aufhoben  mit 
irrationaU'U  Gröfsen  so  zu  operieren,  als  ob  es  Zahlengn»fsen 
wären,  findet  seine  Erklärung  in  der  scharfen  Trennung,  welche 
zwisrhrn  (leunietrie  auf  der  ehien  und  Landniessen  und  Logi- 
stik auf  der  anderen  Seite  bestand,  und  die  ihren  Grund  in 
den  strengen  logischen  Forderungen  hatte,  die  man  innerhalb 
der  (Jeometrie  >tt*llle.  Das  Bedürfnis  nach  einer  Rechnung 
mit  (Iröfsen,  die  luu*  mit  einer  gewissen  Annäherung  bekannt 
waren,  mufsle  sich  häutig  einstellen.  Eine  exakte  Behandlung 
solcher  Aufgaben  verlangte  indessen  jedesmal  eine  genaue  Be- 
stinnnung  der  (ircnzen,  innerhalb  dvvvn  der  Fehler  fiel.  Dafs 
solche  Bestimmuntren,  die  freilich  jc^desmal  eine  ziemlich  be- 
deutende  Arbeit  verlangten,  d(Mi  (kriechen  nicht  fremd  waren, 
wissen  wir  von  Aristarch  von  Sanms  und  von  Archimedes. 
Ob  dagegen  eine  Annähenmg  in  einem  praktisch  vorkommenden 
Falle  genau  genug  war,  liefs  sich  in  der  Hegel  durch  eine 
Schätzung  entscheiden  M.  Jedo<h  war  diese  Entscheidung  nicht 
wissenschaniich,  jedenfalls  nicht  geometrisch,  und  wurde  in  die 
Logistik  verwiesen.  Auf  diese  Weise  gewöhnte  man  sich  sicher- 
lich daran  vieles  in  die  Logistik  zu  verweisen  und  dadurch 
einer  gründlicheren  mathematischen  Prüfung  zu  entziehen,  was 
umgekehrten  Falls  einen  befruchtenden  F^intlufs  auf  die  Mathe- 
matik selbst  hätte  ausüben  kömien. 

Was  wir  hier  gesagt  haben  und  was  vor  allem  von  der 
Rücksichtnahme  auf  irrationale  Gröfsen  gilt,  läfst  sich  auch 
von    anderen    ähnlichen   Beziehungen   sagen.     Die   Mathematik 


')  D.'il's  flor  NüluMuii«rswert  r  --^  "  hokannt  war.  bevor  Archimedes  die 
H'u'lili^rkt'it  desselluMi  ^'cnaii  liewio^.  winl  z.  B.  snwuiil  von  Weissen- 
hnrn  (l.)ie  irratinnalen  (Jiiatliahviuzeln  l>ei  Arcliiiiiedes  und  Heron, 
IW'ilin  iss:{)  als  von  Heil>erj:  in  seiner  Anzeij^e  ilieser  Srhiilt  in  der 
Piovue  r.ritique  von  ISsi  ani^enoniinen. 
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verschärfte  ihre  Forderungen  an  strenge  Beweisführung  mehr 
und  niehi";  um  diese  zu  sichern,  band  sie  sich  innner  mehr  an 
bestimmte,  eqn'obte  Formen,  und  was  sich  in  diese  nicht  hin- 
einpassen liefs,  schlofs  sie  von  sich  aus  und  entzog  es  dadurch 
einer  tiefer  gehenden  wissenschaftlichen  Behandlung.  Jedoch 
soll  hiermit  nicht  gesagt  sein,  dafs  Logistik  und  Landmessen 
sich  unabhruigig  von  der  Mathematik  entwickelten.  Was  man 
iii  dieser  bewiesen  hatte,  kam  selbstverständlich  jenen  zu  gute; 
ai)er  die  Probleme,  zu  denen  diese  praktischen  Fächer  Veran- 
lassung geben  konnten,  nahm  die  Mathematik  nicht  mit  be- 
sonderem Interesse  für  weitere  Behandlung  und  Entwicke- 
lung  auf. 

Diese  Verhältnisse  nuifsten  schärfer  hervortreten  zur  Z.eit 
des  Verfalls,  wo  die  einzelnen  Forscher  mehr  und  mehr  ihre 
mathematische  Bildung  in  der  Litteratur  suchen  mufsten  und 
nicht  mehr  durch  mündlichen  Unterricht  aufmerksam  genuicht 
werden  konnten  auf  die  freif.Te  Gedankenbewegung,  welche 
innerhalb  oder  hinter  den  strengen  Formen  möglich  war  und 
deren  Ausbeute  sich  später  immer  zur  Cbereinstimnumg  mit 
diesen  bringen  liefs. 

Dafs  der  Rückgang  d(T  Geometrie  begleitet  war  von  (»iner 
Verschärfung  der  formalistischen  Forderungen,  kann  man  aus 
Pappus'  llülfssätzen  zu  den  Schriflen  der  grofsen  Matlie- 
inatiker  erkennen.  Mir  fehlen  die  Bedingungen,  um  an  den 
Untersuchungen  darüber,  zu  welcher  Zeit  diese  Hülfssätze  ent- 
standen sind^),  teilnehmen  zu  können.  Ich  möchte  nur  darauf 
aufmerksam  machen,  ob  nicht  die  höchst  verschiedene  geome- 
IrisclK^  Beschairenheit  tlieser  Hülfssätze  erfordert,  dieselben  in 
verschiedene  Zeiten  zu  verlegen  oder  verschiedenen  Verfassern 
zuzuschreiben.  Einige  derselben  enthalten  Sätze  von  wirklicher 
Bedeutung.  So  fanden  wir  in  Pappus'  Hülfssäten  zu  Euklids 
OlxMfläclienörtern  den  Beweis  für  den  Satz  über  Brennpunkt 
und  Leitlinie,   und  in  den  Hülfssätzen  zu  den  Porismen  den. 


M  I*.  Tannerv  hat  iiu  Bulletin  des  Sciences  Math.  :I™e  serie.  T.  VII. 
S.  :li\  die  Aufmerksamkeit  darauf  gelenkt,  dafs  die  Hillfssatze  ilem 
t'ijppus  kauiu  persönlich  zu  verdanken  seien. 
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dafs  der  Wort  eines  anhanuonischen  Verhältnis.ses  durch  Pro- 
jektion nicht  verändert  wird.  Wurden  diese?  Sätze  in  den 
komnientiei-ten  Werken,  di(?  verloren  sind,  ohne  Beweise  be- 
nutzt*), so  liatte  der  Verfasser  der  Hülfssätze  Grund  genug 
solche  zu  ^eben,  wenn  er  sich  nicht  damit  begnügen  konnte 
oder  wollte  auf  die  Werke  liinzu weisen,  die  möglicherweise 
Euklid  erlaubt  hatten  von  einem  Beweise  dieser  Sätze  abzu- 
seilen. Der  Umstand,  dafs  gerade  zu  mehreren  verlorenen 
Werken  solche  Hülfssätze  gegeben  sind,  ist  uns  im  Vorhei'ge- 
henden  von  grofsem  Nutzen  gewesen. 

Während  man  diese  Sätze  reale  Hülfssätze  nennen  könnte, 
sind  and(T(^  —  und  auf  diese  deutete  ich  oben  hin  —  von 
rein  formaler  Art.  Das  gilt  z.  B.  von  den  Hülfssätzen  zu 
ApoUonius'  Kegelschnitten,  die  uns  allerdings  keine  Vorstel- 
lung von  dem  hihaltt^  dieses  Werkes  würden  geben  können, 
wenn  es  vi^-loren  wäre.  Sie  sc}iliefs«»n  sich  nämlich  nur  an 
solche  Fälle  an,  in  denen  d(U*  Beweis  nicht  bis  in  alle  Einzel- 
heiten ausgt^führt  ist  aus  dem  (anfachen  Grunde,  weil  die 
Sache  sofort  jedem  i'inleuchten  mufsle,  der  überhau{)t  die  zum 
Lesen  dieses  Werkes  erforderliche  iieife  besafs,  und  weil  ein 
solcher  Leser,  wenn  er  den  Wunsch  hatte,  leicht  selbst  die 
gegebenen  Bewi'ise  vervollständigen  konnte.  Beim  i^i^sen  der 
alten  Schriftsteller,  die  sonst  so  wenig  für  die  Übersichtlichkeit 
ilnm,  gewähren  derartige  kleine  Sprüngt»  sogar  eine  Erleichte- 
nmg.  Der  Verfasser  der  Hülfssätze  schcMUt  aber  gemeint  zu 
halu^n,  tlafs  sie  fiücken  in  der  Beweisführung  darstellten,  die 
ausgefüllt  werden  mufsten. 

Hierbei    wollen    wir    von    den    vollkonnnen    überflüssigen 
Hülfssätzen  zu   solchen   Stellen   absehen,   an  denen  ApoUonius 


M  L);i  wir  nichl  |.'ul  ;iniieliiiien  knniien.  dals  in  den  koinmontierten  alten 
Werken  wirkiirli  l>edeuten<le  Lücken  auszurüUen  waren,  so  müssen 
«»lohe  Sät/e  entweder  ans  anderen  liekannten  Werken  entlehnt  sein 
ndcr  inijdicite  vnni  Heweise  be^rleitet  ^'ewesen  sein,  während  sie  in  den 
Hrdtssätzen  seihst andij^'  aul];eslelll  und  l»ewiesen  werden,  vielleieht  in 
einer  elwa<  alljrenieineren  Form.  Dies  jjrilt .  wie  si<'h  erkennen  lafsl, 
für  einijie  der  s(hwieri;;eren  Hillfssätze  zu  der  nherlielerten  Sehrifl  vom 
Veilialtnissrlinill. 
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uimiittelhar  (mik^ü  bekannten  Satz  amvendet,  wo  der  Bewei.s 
also,  den  der  llülfssatz  liefert,  nur  darin  besteht  diesen  Satz 
anzut'ühn^n.  beispielsweise  den  Hülfssatz  3  zum  dritten  Buch, 
der  nur  aussagt,  dafs  das  Dreieck,  welches  von  einem  anderen 
durch  eine  Parallele  zu  einer  Seite  abgeschnitten  wird,  zu 
diesem  anderen  in  dem  Verhältnis  der  Quadrate  liomologer 
Seiten  steht.  Khi  deutlicheres  Beispiel  für  die  Hülfssätze,  an  die 
ich  hier  (h^rike,  ist  dagegen  der  folgende  Satz:  haben  ein  Dreieck 
und  ein  gleichgrofses  Paralleltrapez  einen  Winkel  gemeinsam, 
SU  ist  das  Hechteck  aus  den  Dreiecksseiten,  welche  d(»n  Winkel 
einschliefsen,  gleich  dem  Rechteck,  welches  aus  der  Summe 
der  parallelen  Seiten  des  Trapezes  und  derjenigen  von  den 
anderen  Seit(Mi  gebildet  wird,  welche  dem  Winkel  anliegt. 
Dieser  Salz,  der  ohne  genauer  angeführt  oder  bewiesen  zu 
werden  in  Apollonius'  Beweis  für  Satz  .*>()  d(\s  (Tsten  Buches 
])enutzt  wird,  ist  als  Hülfssatz  8  zu  diesem  Buche  aufgestellt. 
Dal's  ders(»ll)e  keinem  Mangel  abhilft,  der  sich  wjlhrend  des 
Lebens  von  Apollonius'  Schrift  fühlbar  gemacht  haben  könnte, 
wird  sofort  klar,  wenn  man  beachtet,  dafs  auch  in  dem  Be- 
weise d(\<  llülfssatzes  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  dafs  ein 
'rra])('Z  halb  so  grofs  ist  wie  das  aus  der  Höhe  und  der  halben 
Sunnnr  (h.T  Seiten  gebildete  Rechteck.  Die  Absicht  kami  also 
nicht  die  sein.  Keimtniss(\  die  in  dieser  Beziehung  möglicher- 
weise fehlen  könnten^),  zu  ei'gänzen.  scmdem  sie  wird  wohl 
im  wesentlichen  darin  beistanden  haben,  Apollonius'  Beweis 
eine  m(')glichsl  grofse  Vollständigkeit  zu  geben. 

Heispiele  ähnlicher  Art.  bei  denen  A|)ollonrus  aucli  ohne 
sie  namhaft  zu  macluMi  die  Proportionalität  von  zwei  Strecken 
(in  dem  ang(»führt(»n  Beispiele  war  es  die  Pro|)ortionalität  der 
lir>iie  und  einer  Seite  in  jeder  Figur)  benutzt  hat,  die  dem- 
j(Mii«ren  unmittelbar  in  die  Augen  fallen  mufste,  der  während 
ih^:^   Lesens  Apollonius'   Figur   verfolgte,    liefern  die   Hülfssätze 


I  .IimIucIi  weiclit  (iieses  Heispiel  von  den  meisten  übrigen  dadurch  al». 
»l;ir>  (1«M  bekannte  Satz,  zu  dem  man  zunVkgeffdirt  wird,  und  dessen 
ne\v<M<  al^   vnrber  bekannt  vorausgesetzt  wird,  sich   nicht   bei  Kuklid 

tilldet. 
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7 — II  zum  zweiten  Buch,  lr2  zum  dritten  und  samtliche  Hülfs- 
siitze  zum  st^ehsten  Bucli. 

Eine  andere  Hauptklasse  von  thatsächlich  wenig  nützlichen 
HültssätztMi  besteht  aus  solchen ,  wekthc  gewisse  Relationen 
zwischen  Punkten,  die  auf  ii-gend  eine  Art  auf  einer  Geraden 
l)estimmt  werden,  angeben,  Relationen,  von  deren  Richtigkeit 
man  sich,  weim  dieselbe  einem  nicht  bekannt  ist  oder  nicht 
sofort  einleuchtet,  heutigen  Tagc^s  leicht  durch  eine  Rechnung 
überzeugen  ktmn.  In  der  Zeit,  wo  Apollonius  die  Bücher 
schrieb,  zu  denen  diese  Ilülfssätze  gehören,  nmfs  man  wohl 
durch  ähnliche  bequeme  llülfsmittel  dasselbe  haben  erreichen 
könnr^n:  denn  wenn  Apollonius  die  oft  recht  hübschen  Kiinst- 
gritfe  für  nötig  gehaUx^n  hatte,  durch  welche  die  Begründung 
seiner  Sätze  bei  Pappus  auf  bekannte  Sätze,  namentlich  auf 
Sätze  in  Euklids  zweitem  Buche  zurückgeführt  wird,  so  würde 
er  die  Begründung  kaum  dem  Leser  überlassen  haben.  Man 
nmfs  annehmen,  dafs  Apollonius  sich  den  Beweis  durch  un- 
mittelbai'e  Anwendung  der  mit  unserer  Buchstabenrechnung 
gleichbedeutenden  geometrischen  Algebra  ausgeführt  gedacht 
habe:  ja  für  den,  der  in  dieser  Fertigkeit  besafs,  ist  die  Rich- 
tigkeit der  Behauptung  vielleicht  unmittelbar  einleuchtend  ge- 
wesen. Die  Ilülfssätze  haben  dann  eine  ähnliche  Bedeutung 
gehabt,  wie  wenn  in  einem  modernen  Buche  ein  Rechnungs- 
resultat, das  sich  leicht  als  richtig  nachwtMsen  liefse  und  der 
Cl>ersichtliclikeit  wegen  ohne  Dun^hführnng  der  Rechnung  hin- 
geschrieben wäre,  konnnentiert  würde,  nicht  durch  eine  ein- 
fache Ausführung  der  Rechnung,  sondern  durch  eine  Verwand- 
lung dtn-selben  in  eine  —  vielleicht  elegantere  —  Anwendung 
solcher  ForuK^ln  wie  derjenigen  für  (a -\- by ,  {u -{- b)  {a — b) 
u.  s.  w. 

Ein  B(Mspiel  für  einen  Hülfssatz  dieser  Art  habe  ich  am 
Schlüsse  des  ersten  Abschnittes  angeführt;  dort  machte  ich 
zugleich  aufmerksam  auf  die  guten  Mittel  zur  Einübung  der 
geometrischen  Algt^bra,  die  gerade  diese  Art  von  Hülfssätzen 
gewähren  kann,  nicht  durch  Betrachtung  der  zu  diesen  Hülfs- 
sätzen gehörrnden   Beweise,  sondern   indem   man  den  Mitteln 
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nachspürt,  die  so  unmittelbar  zum  Resultate  führen,  dafs  A{)ol- 
lonius  berechtigt  war  A'w.  Beweise  fortzulassen. 

Am  nächsten  würde  die  Annahme  liegen,  dafs  die  bei 
Pappus  aufbewahrten  Hülfssätze  zu  einer  Zeit  entstanden  seien, 
wo  man  noch  im  wesentlichen  mit  dem  Wissen  der  besten 
Zeit  vertraut  war,  wo  man  sich  jedoch  mehr  dafür  interessierte, 
die  Formen,  in  welche  dasselbe  eingeschlossen  war,  möglichst 
unangreifbar  zu  machen  als  es  selbst  zu  erweitern.  Sollten 
dagegen  die  Hülfssätze  Pappus  selbst  zu  verdanken  sein,  so 
stammen  sie  aus  tuner  Periode  des  Aufblühens  nach  langem 
und  tiefem  Schlafe.  In  diesem  Falle  würden  die  hervorge- 
hobenen Eigenschaften  zeigen,  dafs  es  die  strenge,  in  den 
Finzelheiten  ausgearbeitete  Form  der  Alten  war,  die  man 
später  mit  so  grofser  Begierde  ergrift*,  dafs  man  absichtlich 
die  Fälle  aufsuchte,  in  denen  sich  noch  etwas  in  dieser 
Hinsicht  hinzufügen  liefs.  Auch  folgende  Überlegung  macht 
(^s  wahrscheinlich,  dafs  man  dies  gethan  habe.  Nur  durch 
ein  Eindringen  in  die  Form  konnte  man  den  hilialt  kennen 
lernen.  Je  gröfsere  Schwierigkeiten  die  Form  darbot,  um  so 
gründlicher  mufste  dieses  Eindringen  sein,  um  so  mehr  mufste 
der  hihalt  untrennbar  werden  von  der  durch  die  Autorität  der 
AlttMi  so  ehrwürdigen  Form,  und  um  so  mehr  konnte  man 
auch  dahin  gelangen,  einen  offenen  Blick  für  das  in  Wahrheit 
bewunderungswürdige  dieser  Form  zu  gewinnen.  Zu  diesen 
bewunderungsNvürdigen  Eigenschaften  indessen  gehört  n  i  c  h  t 
«lie,  ein  b(Mjnemes  Organ  für  die  Ideenassociationen  zu  sein, 
aus  denen  das  Gerüst  für  neue  Anbauten  aufgebaut  wird;  in 
dies(4'  Beziehung  waren  also  diejenigen,  welche  nur  durch 
schriftliche  Überlieferung  Schüler  der  Alten  sein  konnten,  niclit 
irut  ausgerüstet. 

Hierfür  würden  Pappus'  Hülfssätze  zu  Apollonius*  Kegel- 
schnitten iAn  Beispiel  abgeben,  wenn  sie  von  ihm  herrühren 
sollten  und  nicht  vielmehr  —  wie  wir  zuerst  annahmen  — 
])er<'its  aus  dem  Anfange  der  Verfallzeit  lierstanuiien.  Wegen 
der  Wahrscheinlichkeit  dieser  letzteren  Annahme  ist  Eutokius* 
Kouiuienlar  zu  derselben  Schrift  ein  zuverlässigeres  Beispiel. 
Drrsilbe    rührt   aus  (Miier   noch  späteren  Zeit  des  Aufblühens 
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lu'i\  die  unsore  ^»nifstt*  Anerkenn iiiij;?  verdient  wegen  der  Bei- 
trage, die  .sie  für  unsere  Kenntnis  der  allgrieciiischen  nialhe- 
jnatisehen  I.itteratur  geliefert  hat :  aber  der  Kunnnentar  selbst 
giebt  uns  nur  fornialistiselie  Zusätze  von  der  Art,  auf  welche 
wir  am  wi^nigsten  Wert  legen.  Wenn  wir  z.  B.  die  Fertigkeit 
bewundern,  mit  der  ApoUonius  (ohne  das  Mittel  zu  besitzen, 
welches  die  Benutzung  von  Vorzeichen  uns  gewährt)  Sätze  und 
Beweise  zusammenzufassen  versteht,  welche  Ellipse,  Pai'abel 
und  Hypi'rbel  betrelfeii  und  si(-h  auf  verschicnien  gestaltete  dazu 
gehch'ige  Figun^n  aufeinmal  bezieht^i,  so  gewährt  es  nur  wenig 
B(^frie(ligung  von  Eutokius  zu  erfahren ,  wieviele  einzelne  Fälle 
jeder  einzelne  Satz  umfafst.  Er  schc^int  die  Zerlegung  in  solclie 
für  einen  west^ntlichen  Teil  des  vollen  Verst(^hens  zu  hfdten.  Als 
Beispiel  mag  angeführt  werden,  dafs  er,  wenn  ein  Schnitt  an 
einem  Kegel  eine  Ellipse  wird,  (\s  für  nötig  hält  zwischen  den 
Fällen  zu  unterscheiden,  in  denen  di«*se  eine  verschiedene  Lage 
gegen  die  kreisförmige  Gnuidfläche  des  Kegels  einninmit.  Diese 
Unterscheidung  ist  allerdings  in  sofern  richtig,  als  der  Schnitt, 
wenn  dessen  ElxMie  die  (Jrundfläche  trifft,  keine  ganze  Ellipse 
sondern  nur  tnn  Teil  einer  solchen  wird :  sie  ist  auch  in  der 
Tliat  nur  eine  weitere  Forlführung  der  Zerstückelung,  zu  der 
die  Allen  selbst  an  vielen  Stellen  sich  geneigt  zeigiMi  und  die 
namentlich  auch  von  ApoUonius  bemitzt  wird  sowohl  in  seiner 
Schrift  über  den  Verhältnisschnitt,  als  auch  überall  da,  wo  in 
seiiHMi  Kegelschnitten  neue  Sätze*  angeführt  werden,  die  sich 
auf  zusauuuengehörendc»  llyp<'rbeläste  beziehen. 

Die  alte  griechische  (i(»ometrie  besafs  also  Eigenschaften, 
die  in  dem  Zeitraum  (\r^  späteren  griechischen  Altertums,  bis 
zu  dem  sie  sich  fortpflanzte,  einen  hennnend(»n  Druck  auf 
neue,  freiere  l^ntersjichungen  ausübi'ii  nmfsten. 

Einen  Druck  ähnlicher  Art  üble  die  griechische  (reometrie  hi 
ihrer  (Jrölse  und  ihrer  strengen  Fonn  auch  später  auf  dit»  Völker 
aus.  welche  diesellu»  durch  tue  überlieferten  Schriften  kennen 
lernten  »md  sich  in  gröfserem  oder  geringerem  Grade  den  be- 
deutenden Inhalt  derselben  und  die  in  ihnT  Art  (Muzige  Schärfe 
ih'<  (letl;Miken<.  vou  der  sie  ganz  durchdrungen  ist,  aneigneten. 
Dunli  die  Schriften   komite  man  sich   die  Forsrhungsweise  der 
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'pTriechischeii  Geometer  selbst  nicht  aneignen,  die  imponierende 
Grör>e  des  Bauwerkes  mufste  die  Hoffnung  niederdrücken,  dafs 
man  die  Grenzen,  welche  erreicht  waren,  überschreiten  könne, 
und  die  Strenge  der  Formen  mufste  die  Befürchtung  erwecken, 
dafs  (ViQ  tastenden  Versuche,  ohne  welche  selten  etwas  neues 
erreicht  wird,  innerhalb  der  Mathematik  unzulässig  seien. 

Doch  gilt  das  gesagte  selbstverständlich  nur  von  den  Völ- 
kern, welche  direkt  auf  den  Werken  der  griechischen  Mathe- 
matiker weiter  gebaut  haben.  Ich  habe  mit  grofsem  Interesse  in 
dantors  Vorlei^unyen  den  Nachweis  über  den  Einflufs  gelesen. 
den  die  griechische  Geometrie  auf  die  indische  Mathematik 
aus<:eübt  hat,  und  im  wesentlichen  bin  ich  dadurch  überzeugt 
worden  ^).  Dafs  dieser  Einflufs  sich  nicht  nur  auf  eigentliche 
geometrische  Sätze  und  deren  Anwendung,  sondern  auch  auf 
wichtige  algebraische  Operationen,  namentlich  auf  die  Auflösung 
der  Gleichungen  zweiten  Grades  erstreckt  hat^),  räume  ich  um 
so  l)(4vitwilliger  ein,  als  ich  die  numerische  Lösung  dieser  Glei- 
cliuiigt^n  bei  den  Griechen  viel  weiter  zurückführe,  als  Cantor 
llint.  Indessen  ist  dieser  Einflufs  nicht  ausgeübt  wordcm  durch 
Schriften  oder  in  solchen  Formen,  die  drückend  wirken  konnten, 
sondern  vielmehr  durch  die  griechische  von  der  Geometrie 
beeintUifste  Logistik,  oder  durch  mündliche  Mitteilung  von 
He^jrehi  ohne  Hinzufügung  einer  Begründung,  die  vor  Gefahren, 
liir  welche  die  Inder  doch  kein  Verständnis  hatten,  schützen 
soliti':  er  begegnete  sich  mit  dem  Zahlensinn  und  der  grofsen 
Ilechenfertigkeit  der  Inder,  konnte  also  nur  befruchtend  wirken. 
Die  schrmste  wissenschaftliche  Ausbeute  hiervon  ist,  wenn  wir 
von  den  mehr  praktischen  Ei'gebnissen  absehen,  die  systema- 
tische   Behandlung     von     unbestinnnten    Gleichungen    zweiten 


M  In  filier  ArbcMt  über  Hrahina^uptas  Trapez  (Tidsskrifl  for  Mathe- 
matik 1S7H)  ^iiig  ich  im  Anschlufs  an  Hankel  von  einer  entjregen- 
;^'e>el/.ten  Anscliauung  aus.  Mit  einer  jjjewissen  Modifikation  jedoch 
wonie  ich  «lie  Eikiärunjj^en.  welche  ich  damals  jral).  festhalten  können. 
Niimeiitlicli  he^e  ich  keinen  Zweifel  aber  den  Zusammenhang  zwischen 
«bin  so^'eiiannten  Trapez  von  'Hrahmagupta  und  den  Formeln  tih- 
sin  \a  _+  ii). 

-I  (!ant«»r.  Vorlesungen.  S.  5.*{(). 
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(Jrades  durch  die  Inder,  welche  die  sporadische  Behandlung: 
von  Diophantiis  bei  weitem  übertrill't. 

Dals  die  Araber  dagegen  den  erwähnten  Druck  der 
gewaltigen  griechischen  (ieonic^trie  gefühlt  haben,  kann  ich 
allerdings  nicht  aus  ihren  Schriften  selbst  nachweisen,  weil  ich 
dieselben  nur  aus  zweiter  Hand  kenne,  nämlich  durch  die 
Werke  von  Hankel,  Matthi(*ssen  und  Clantor;  jedoch  glaube  ich 
es  daraus  schliefsen  zu  können,  dafs  sie  einerseits  den  Griechen 
ihre  ursprüngliche  Kenntnis  der  Geometrie  verdankten  und  foil- 
fuhren  ihren  Lehrern  eine  Ehrerbietung  zu  zeigen,  durch  welche 
verschiedene  Hauptwerke  aufbewahrt  worden  sind,  und  dafs 
sie  andererseits  in  keinem  einzigen  Punkte  der  theoreti- 
schen Geometrie^  und  der  damit  verbundenen  Algebra  hin- 
sichtlich des  hihalts  über  das  hinausgelangt  sind,  womit  die 
griechischen  Geometer  in  der  besten  Zeit  vertraut  gewesen  sein 
müssen.  Wenn  ich  diese  letzte  Behauptung  auf  die  Beschaffen- 
heit der  sogenannten  Fortschritte  stütze,  welche  man  den 
Arabern  beilegt,  und  auf  den  Umstand,  dafs  die  wirklichen 
Fortschritte  erst  der  europäischen  Henaissance  zugeschrieben 
werden,  so  mufs  ich  doch  die  Möglichkeit  zugestehen,  dafs  eine 
Erweiterung  unserer  noch  mangelhaften  Kenntnis  der  arabischen 
Mathematiker  klarlegen  könnte,  dafs  verschiedene  von  diesen 
letzt(M'en  Fortschritten  den  Arabern  nicht  unbekannt  waren. 
Ein  späterer  Forscher  wird  vielleicht  von  den  Arabern  gegen- 
über den  Europäern  d(?r  neueren  Zeit  etwas  ähnliches  behaupten 
k()nnen  wie  das,'  was  ich  jetzt  von  den  alten  Griechen  gegen- 
über den  Arabern  behaupte. 

Was  zunächst  die  eigentliche  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
betritlt.  so  erinnere  ich  mich  nicht  in  dem,  was  den  Aral)eni 
zugeschrieben  wird,  einen  einzigen  wirklichen  Fortschritt  in 
dieser  Lehre  gesehen  zu  haben.  Man  erhält  vielmehr  den 
gerade  entgegengesetztt^n  t]indru(*k,  wemi  CantorM  es  für  der 
Mühe  wert  hält  über  zwei  Konstruktionen  von  Punkten  einer 
Parabel  bei  Abü'l  Wafä  zu  berichten,  die  nur  unmittelbare 
Anwendungen   der   bekannt<\<ten  Konstruktionen  von  mittleren 

'•)  V(»rlosiin;:ou.  S.  OlO. 
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PrnportioimkMi  auf  die  Bestimmung  einer  Ordinate  als  mittlerer 
Proporlionale  zwischen  der  Abscisse  und  dem  Parameter  ent- 
halten, also  keine  genauere  Kenntnis  der  Parabel  erkennen 
lassen  als  diejenige  ist,  welche  bereits  Menachmus  bc^safs.  Dafs 
die  Araber  sich  dennoch  in  anzuerkennender  Weise  die  grie- 
chische Lehre  vcm  den  Kegelschnitten  aneigneten,  das  beweist 
am  besten  die  Form,  in  der  sie  uns  die  letzten  Bücher  von 
Apollonius,  die  sonst  verloren  gegangen  sein  würden,  überliefert 
haben.  Die  so  erhaltene  Ausgabe  können  wir  allerdings  nur 
durch  ihren  matliematischen  Wert  kontrolieren :  aber  dieser 
\V(^rt  z(Mgt  uns,  dafs  der  Übersetzer,  einerlei  ob  die  arabischi» 
Übersetzung  mein*  oder  minder  genau  mit  dem  griechischen 
Original  übereinst inunt,  sich  vollkommen  in  den  hihalt  liinein- 
vrrsetzt  hatt(\ 

Man  denkt  mehr  an  die  Behandlung  der  Gleicinmgen, 
woim  man  dt^n  Arabern  einen  wesentlichen  Fortschritt  gegen- 
über den  (iriechen  beilegt.  Doch  ist  das  hinfallig  mit  Be- 
zug auf  die  (juadratischen  Gleichungen;  denn  die  (Jriechen 
hesal'si^n  bereits  vollständige  Kenntnisse  auf  diesem  (iebiete, 
da  Fjiklids  geometrische  Behandlung  die  theoretische  Begrün- 
dung von  OpiTationen  chirstellt,  die  man  sehr  wohl  arith- 
metisch anzuwenden  verstand.  Nur  der  Untei-schied  (der  aller- 
dings an  und  für  sich  von  grofser  Bedeutung  ist.  aber  uns  hier 
weniger  angeht)  mag  stattgefunden  haben,  dafs  die  Araber 
eine  griWsere  Rechenfertigkeit  besafsen,  also  mit  gröfserer  Leich- 
ti^keil  das  Ausziehen  von  Wurzein  und  andere  Rechnungen 
i)ei  der  numerischen  Anwendung  der  (piadratischen  Gleichungen 
durchführen  komiten. 

Was  ferner  (Jleichungen  dritten  und  vierten  Grades  und 
solche  Ajifgaben  betrifl't,  welche  sich  nur  mit  Hülfe  dieser 
l(»sen  lassen,  so  kannten  di(»  Araber  sowohl  wie  di(»  Griechen 
nur  die  Bt^handlung  derselben  durch  Kegelschnitte.  Allerdings 
t reifen  wir  bei  ihnen  Aufgaben  und  Lösungen  an,  welche  wir 
!)ei  giiechischen  Schriftstellern  nicht  gefunden  haben,  z.  B. 
iHuc  Dreiteilungen  des  Winkels,  und  sie  haben  gewifs  auch 
viel  von  dem  selbständig  erreicht,  was  den  (iriechen  vorher 
>r\\()\\  bekannt  war:  aber  in  ihrer  Gesamtheit  ist  diese  Behand- 
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lun^'sarl  cirio  Entlohnung  von  der  griechischen  Behandlung?  kör- 
perliclier  AufeahcMi.  Dafs  sie  nur  eine  Entlehnung  Lsl,  folgt 
auch  aus  dem  Unistande,  dafs  die  Araber  in  der  Regel  unter- 
lassen haben  an  diese  Behandlung  das  anzuschliefsen,  was  der- 
selben bei  den  (Jriechen  wirklichen  Wert  verlieh.  Da  sie  keines- 
wegs ein  b(.Miuenies  Mittel  für  praktische  Lösungen  ist,  so 
haben  wir  ihren  eigentlichen  Zweck  in  der  Anwendung  auf 
Diorisnien  und  in  den  hieran  angeschlossenen  theoretischen 
Untersuchungen  gesucht;  aber  hierfür  scheinen  die  Araber  kein 
grofses  hiteresse  gehabt  zu  haben. 

Dagegen  darf  man  annehmen,  dafs  der  Beschäftigung  der 
Araber  mit  dic^'^em  (lOgi^nstande  ein  Bestreben  zu  GiTinde  gelegen 
hat,  das  allerdings  bei  ihnen  selbst  nicht  mit  Erfolg  gekrönt 
wurdr,  das  abei-  die  Fonnulierung  (Mner  Aufgabe  enthielt, 
deren  Lösung  später  von  d(^r  gröfsten  Bedeutung  werden  sollte. 
Wir  sehen  nämlicfi,  dafs  arabische  Schriftsteller  sich  sorgfaltig 
nüt  der  kubischen  Gleichung  besctiäftigen ,  die  verschiedenen 
Formen  betrachten,  welche  dieselbe  annehmen  kann,  und  an 
jede  derselben  eine  Lcisung  durch  Kegelschnitte  anschliefsen. 
Nun  ha})en  wir  freilich  im  elften  Abschnitt  angenonnnen,  dafs 
bereits  di(^  Griechen  sich  auch  eine  Zeitlang  mit  eigentlichen 
kubischen  Gleichungen  besctiäft igten,  dafs  sie  aber  gleich  nach 
Archimedes*  Zeil  die  b(\sonden»  Beschälligung  mit  diesen  Glei- 
chimgen  aufgaben,  weil  sie,  nachdem  sie  eine  geometrische 
Aufgabe  auf  diese  reducierl  hatten,  doch  mn-  über  dieselben 
llülfsmittel  verfügten,  welche  sie  direkt  ohne  diese  Reduktion 
benutzen  konnten.  Für  die  Arat)er  dagegen,  welche  sich  gewifs, 
ebenso  wie  die  Inder,  mehr  als  die  Griechen  mit  eigentlich 
numerischen  (ileiclmngen  beschäftigten .  erhielt  die  kubische 
Gleichung  eine  erneute  Bedeutung,  und  es  ist  wahrschehilich, 
dafs  sie  (»ine  Uethiktion  auf  Ausziehen  von  Kubikwurzeln 
gesucht  haben,  also  das.  was  wir  unter  einer  Lösung  der 
k  u  b  i  s c  h  e n  G  I  e  i  c  h  u  n g e  n  verstehen.  Von  diesem  Bestreben 
zeugt  die  eifrige  Beschäftigung  mit  diesc^n  Gleichungen,  ja  wir 
besitzen  sogar  ein  ausdrückliches  Zeugnis  dafür,  dafs  AI  Mähani 
versucht  hat  diese  Gleichungen  zu  lösen  ^). 

';  lliinkol.  Zui-  (Je«lnrhlt*  (I(M-  MatluMiuitik  etc..  S.  :2r»(). 
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War  (las  aber  der  Fall,  so  kommt  den  Arabern  das  Ver- 
dienst zu  die  Aufgabe  gestellt  zu  haben,  durch  deren 
L(V<uiig  die  Europäer,  diesmal  die  Italiener,  im  fünfzehnten 
lahrhundert  wieder  auf  den  mathematischen  Schauplatz  traten, 
und  wodurch  seit  den  Zeiten  der  alten  Griechen  der  erste 
h«'deutungsvoll(*  Fortschritt  auf  dem  Gebiete  der  immer  noch 
^'U'^  an  die  Geometrie  angeschlossenen  Algebra  gemacht  wurde. 

Wenn  auch  auf  diese  thatsächliche  Überschreitung  der 
alten  Grenzen  der  alten  Mathematik  bald  die  Lösung  der  (Glei- 
chung vierteln  Grades  folgtcs  und  weim  auch  innerhalb  der 
Mathematik  im  ganzen  ein  kräftiges  Leben  sich  zu  regen  be- 
^^imi.  so  war  dennoch  das  damit  verbundene  Gefühl  selbstän- 
diger Kraft  noch  nicht  stark  genug,  um  den  Druck  von  Seiten 
der  antiken  (leonn^rie,  den  wir  hervoi'gehoben  haben,  abzu- 
schütteln. Das  tritt  auf  eigentümliche  Weise  bei  Vieta  hervor 
in  seinen  beiden  Darstellungen  von  Gh^ichungen  höherer 
Grade.  Die  erste  derselben  hat  allerdings  dem  Wortlaut  nach 
die  alte  geometrische  Form  behalten,  denn  die  verschiedenen 
Potenzen  (I(m*  l'ubekannten  heifsen  latns,  (juadrafum  und  cHbus^ 
und  die  g(^gebeuen  Koeftlcienten  haben  solche  Benenmmgen 
{fthiHHin  und  soliditm),  dafs  (Mne  geometrische  Homogenität 
licrvorgebracht  wird;  dafs  aber  dennoch  keine  anderen  Gebilde 
'^riiieint  sind  als  solche,  die  aus  einfacher  arithmetischer  Multi- 
plikation hervorgehen,  ei*giebt  si(!h  daraus,  dafs  Vieta  -  ebenso 
wie  Diophantus  —  diese  Benennungen  über  den  wirklichen 
llauni  hinausführt,  uidem  er  höhere  Potenzen  der  Unbekannten 
mit  (jtf(f(h'((fo-(jHa<fratfnNf  qt(a(lntfo-n(bf(s,  ntbo-rnhfts^  und  \ii'y:(^' 
Ix'iie  (inW'sen  höheren  Grades  mit  plano-pianutH ,  plano-solidum 
und  solfdn-solifftnN  bezeichnet.  Indess(?n  kium  es  sich  ereignen, 
dafs  die  Gröfsen,  welche  auf  diese  Weise  zu  niulUplicieren 
sind,  irrational  werden.  G(»gen  die  Einwände,  welche  sich 
deshalb  gcgiMi  die  Allgemeingültigkeit  der  Darstellung  erheben 
lassrn,  sichert  sich  Vieta  durch  eine  zweite  Darstellung  der 
Gleichungen,  welche  er  die  geometrische  nennt,  und  welche 
namentlich  in  einer  Darstellung  der  verschiedenen  Potenzen 
;ils  (Jlicder  eincT  fortlaufenden  Proportion  (geometrischen  Reihe) 
iMsIrht.      Da   der  Name  ,geometrisch*    etwas   bezeichnen   soll. 
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das  wissenschaftlich  slrengor  begründet  ist,  so  ersieht  man, 
dafs  Vieta  sieh  auf  diesem  W«*ge  in  den  Schulz  der  Propor- 
tionslehro  in  Euklids  fünftem  Buche  hat  stellen  wollen  und 
zwar  mit  dem  vollen  Bewufstsein  von  der  Bedeutunjjf  der 
daselbst  gegebenen  exakten  Begründung. 

Erst  Descartes  sprach  gegenüber  den  Fesseln  der  alten 
Geometrie  das  befreiende  Wort  und  wurde  dadurch  der  Stifter 
der  Mathematik  der  neuern  Zeit.  Er  durchschnitt  nicht 
di(»se  F(\sseln  durch  eine  resolute  aber  unkritische  Anerkennung 
der  auf  Arithmetik  aufgebauten  Algebra  imd  der  reichen  Hülfs- 
(juellen,  welche  diese  zu  schaffen  im  Begriff  war;  nein!  es 
gelang  ihm  dieselben  Hülfsquellen  durchaus  von  der  Euklidi- 
schen Proportionslehre  abhangig  zu  machen  und  dadurch  die 
Anwenilung  der  neueren  Formen  der  Algebra  und 
namentlich  der  damit  verbundenen  Zeichensprache 
zu  vereinigen  mit  der  Beobachtung  der  strengen 
Forderungen,  welche  die  alte  (leometrie  an  die  Strin- 
g(*nz  der  Beweisführung  stellte.  Dies  erreichte  er  auf 
der  ersten  Seile  seiner  Geometrie  auf  eine  Weise,  die  so  einfach 
und  scheinbar  so  naheliegend  ist,  dafs  —  ein  Genie  ersten  Ranges 
nötig  war,  um  dieselbe  zu  linden.  Er  ninnnt  n«^mlich  nur 
eine  willkürliche  (Jröfse  zur  Einheit  und  verwendet  diese  für 
erweit(Mte  Definitionen  der  Multiplikation,  Division  und 
der  aus  diescMi  gebildeten  Rechnungen:  die  vierte  Propor- 
tionale zu  d(*r  Einheit  und  zwei  anderen  Gröfsen 
suchen,  nennt  er  die  beiden  letzteren  multiplicieren 
u.  s.  w.  Er  fügt  hinzu,  dafs  er,  „um  leichter  verslanden  zu 
werden,  sich  nicht  scheut  diese  arithmetischen  Ausdrücke  in 
die  Geometrie  einzuführeir,  und  giebl  dadurcti  zu  erkennen, 
(iafs  er  immer  noch  auf  dem  soliden  Unterbau  steht,  den  die 
Alten  der  Geometrie  gegeben  hatten.  Das  geht  auch  daraus 
klar  hi^rvor,  dafs  er  fortfahrt  eine  allgemeine  Gröfse  durch 
(Miic  Strecke  darzustellen,  die  also  mit  der  Einheit  inkonnnen- 
surabcl  sein  kann,  nicht  durch  eine  Zahl,  weshalb  er  auch  im 
folgenden  d(Mi  Zusannnenhang  zwischen  der  Bestimmung  von 
Gr(")rsen  durch  Formeln  und  durch  geometrische  Konstruktion 
erklärt.    Jedoch  setzt   der  Zusauunenhang   mit    der  Geometi'ie 
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der  Bildiinjr  von  Formoln  keineswegs  eine  Grenze;  denn  er  be- 
merkt, dal's  die  Forderung  nach  geometrischer  Homogenität 
t'orttallt,  \v(»nn  die  Einheil  einen  bestinunlen  Werl  hal. 

Die  einfache  arithmelische  Ausdrucks  weise  und  die  zu 
dieser  gehörende  Zeichensprache  halte  also  vollkommene 
Freiheit  erhalten  und  vollkommene  Berechtigung  für  die  An- 
wendung auf  alle  Gebiete  der  Mathematik.  Möglicherweise 
^^ind  Descartes'  Nachfolger,  für  welche  die  allgemeine  Gröfsen- 
lehre  sich  mehr  und  mehr  an  die  algebraische  Darstellung 
anschlols,  während  die  Geometrie  nur  ein  Mittel  zur  V^eran- 
schaulichung  wurde,  sich  nicht  immer  bewufst  gew-esen,  dafs 
diese  Berechtigung  sich  auf  eine  Entlehnung  aus  Euklids  Geo- 
metrie gründete  —  so  lange  man  nicht  eine  entsprechende 
(h'undlage  schuf.  Aber  gleichviel!  Die  Hauptsache  bestand 
vorläuiig  darin,  dafs  man  die  erworbene  Freiheit  benutzte. 
Die  arithmetische  Auffassung  der  Gröfsen,  die  bei  den  Indern 
die  allein  herrschende  gewesen  war  und  bei  den  Arabern  in 
beständigem  Kampf  mit  der  geometrischen  gelegen  hatte,  war 
deutlich  genug  hinter  den  letzten  grofsen  Fortschritten  in  der 
Theorie  der  Gleichungen  erkennbar  gewesen,  wenn  man  auch 
glaul)le  eine  exakte  und  sogenannte  geometrisclie  Begründung 
hinzufügen  zu  nuissen.  Die  dieser  Auffassung  entsprechende, 
al.<()  der  Zeit  selbst  eigentümliche  Sprache  durfte  man  nunmehr 
sprechen,  statt  jedesmal,  wenn  es  sich  um  exakte  Darstellung 
handeltr.  zu  den  geometrischen  Darstellungsn)itteln  einer  längst 
verschwundenen  Zeit  greifen  zu  müssen,  zu  Mittehi,  mit  denen 
man  nur  scliwierig  ganz  vertraut  werden  konnte  und  die  nicht 
einmal  zu  der  Zeit,  wo  sie  entstanden  und  wo  man  so  gut 
verstand  dieselben  bei  persönlicher  Arbeit  und  bei  mündlichen 
Mitteihuigen  zu  benutzen,  zu  schriftlicher  Darstellung  wohl 
geeignet  waren.  Deshalb  konnte  nun  selbst  die  höhere  Mathe- 
matik auf  weitere  Kreise  ausgedehnt  und  angewandt  werden. 
Gleichzeitig  konnte  der  Forscher  die  neuen  Darstellungsniittel 
benutzen,  um  seine  eigenen  Gedanken  festzuhalten,  und  dadurch 
wurde  d(Mi  gröfsten  Fortschritten  in  der  Mathematik  der  Weg 
L^el)ahnl. 
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Doscaites  wandte  die  neuen  Hülfsniittel,  die  dazu  be- 
stimnil  waren,  die  geometrische  Darstellung  von  der  gesamten 
reinen  Mathematik  abzulösen,  auf  die  (Geometrie  selbst  an. 
Dadurch  mufste  die  analytische  Geometrie  von  selbst 
i'ntstehen.  Denn,  wie  wir  gesehen  haben,  kannte  und  benutzte 
man  Parallelkoordinaten  im  Altertum  und  bezog  eine  KuiTe 
«lurch  eine  Gleichung,  die  in  der  geometrischen  Algebra  dar- 
gestellt war,  auf  dieselben,  hidem  er  statt  durch  di(?se  die 
bekannte  Grundeigenschaft  einer  Kun'e  durch  die  neue  Algebra 
auscb'ückte,  gelangle  Descartes  zu  der  jetzt  gebrauclilichen  ana- 
lytisch-geometrischen Darstellung  einer  Kurve.  Da  diese  Dar- 
stellungsform der  HulfsliniiMi  nicht  ))edarf,  welche  die  geome- 
trische Algebra  benutzt  und  welche  oft  das  zu  Grunde  gelegte 
Koordinatensystem  verbcu^^ren,  sondern  sich  mit  reinen  Parallel- 
koordinaten b(^gnügt,  so  nuifste  sie  wegen  ihrer  Einfachheit 
und  Anschaulichkeit  Descarl(»s  und  seinen  nächsten  Nachfolgern 
als  ein  so  vortreffliches  Werkzeug  ersclKMuen,  dafs  sie  glaubten, 
dasselbe  mit  Beiseilesetzung  dov  Arl)eiten  der  Alten  sofort  aus- 
schliefslich  benutzen  zu  kömien. 

Eine  solche  Auffassung  wurde  ohne  Zweifel  unterstützt 
durch  die  rasche^  Entwicklung  der  analytischen  Geometrie  selbst 
und  durch  die  leichte  und  weitgehende  Anwendbarkeit  der- 
selben auf  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten;  aber  in  Wirk- 
lichkeit dürften  diese  Umstände  eine  gerade  entgegengesetzte 
Trsache  haben  und  geradezu  der  grofsen  geometrischen  Über- 
einstimmung zu  verdanken  sein,  die  zwisch(Mi  der  Behandlung 
stattfindet,  welche  die  antike  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
und  die  analytische  (jeometric*  dens(jlben  Fragen  zu  Teil  werden 
lass(^n.  Wir  fiaben  hier  also  ein  wichtiges  Beispiel  für  den 
Einflufs  der  antiken  (ieometrie,  dem  wir  nachspüren.  -Die  erste 
Aufgabe,  welche  d(T  analytischen  GeouK^trie  gestellt  war,  be- 
stand in  der  Wiederenlwicklung  der  Resultate,  welche  aus 
dem  Altertum  bekannt  waren.  Nun  ist  die  analytische  Geo- 
metrie ihrer  ganzen  Form  nach  besonders  wohl  geeignet  zur 
Wiederherstellung  im  voraus  Ix^kamiter  Resultate,  und  diese 
mulste  noch  mehr  erleichtert  wenifMi.  wenn  es  sich  um  Resul- 
tate handelte,  deren  erste  Ableitung  durch  solche  geometrische 
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Untorsiiohiinjzen  gewonnen  war,  welche  abgesehen  von  der 
Form  di(\^elben  Wege  wie  die  analytische  Geometrie  einge- 
schlagen hatten.  Ohne  dafs  man  eine  Ahnung  davon  hatte, 
wie  eng  man  sich  an  die  Methoden  der  Alten  anschlofs,  konnte 
man  die  eigentümlich  einfachen  Darstelhmgsmittel  der  analyti- 
schen Geometrie  behutzen,  um  die  Resultate  weit  gröfseren 
Kreisen  als  früher  leicht  zugänglich  zu  machen.  Dagegen 
konnte  die  analytische»  Geometrie  innerhalb  des  von  den  Alten 
behandelten  Gebietes,  also  namentlich  in  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten,  nicht  zu  neuen  Resultaten  führen,  bevor 
sie  neue  hnpulscj  aus  and(»ren  Gebieten  der  Wissenschaft  emp- 
fangen hatte. 

Kin  Hauptgrund  für  die  eigentümliche  und  aufserordentlich 
rasche  Knt Wickelung  der  analytischen  Geometrie  w-ar  also 
der,  dafs  sie  sich  in  so  hohem  Mafse  auf  die  griechische  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  stützen  konnte.  Ein  Hauptgrund  dafür, 
dafs  sie  eine*  so  grofse  wissenschaftliche  Bedeutung  erhielt, 
lag  dagegen  in  dem  von  uns  erwähnten  Unterschiede  von  der 
antiken  Lehre  von  den  Kegelschnitten.  An  Stelle  der  ge^ome- 
trischeii  Algebra,  auf  der  diese  ruhte,  und  die  sehr  schwerfällig 
arbeitete,  wenn  sie  sich  über  Formen  des  zweiten  Grades  erhob, 
war  eine  Algebra  getreten,  die  formell  Ausdrücke  von  allcai 
iiiüglichen  Graden  ebenso  leicht  darstellen  konnte  wie  solche 
vom  zweiten  Grad«»  und  nur  (hirch  faktische  Schwierigkeiten 
daran  verhindert  wurde,  Probleme  von  allen  Graden  mit  glei- 
rher  Leichtigkeit  zu  behandeln. 

Die  nächste  Folge  hierv'on  war  die,  dafs  man  für  die  Be- 
handlung irgendwelcher  algebraischen  Kurven  eine  ebenso  allge- 
meine Form  erhielt  wie  für  die  Behandlung  der  Kegelschnitte. 
Dieser  Vorteil  wurde  deutlich  von  Descju-tes  erkannt,  der  sich 
desselben  namentlich  gegenüber  den  Kurven  bedient,  deren  geo- 
metrische Definition  in  Pappus"  siebentem  Buch  *)  als  Erweite- 
rung der  Definitionen  von  Örtern  zu  drei  und  vier  Geraden 
aufgestellt  wird.  Freilich  begeht  Descartes  einen  Irrtum,  da  er 
anzunehmen  scheint,  dafs  der  Ort  zu  :2w —  I  oder  2m  Geraden 

')  All<u^  V.  Hiiltscli,  S.m). 
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der  allgoiiioliK^  Typus  einer  Kurve  ?/ter  Ordnung  sei^);  —  wenn 
es  so  wai-e,  so  würde»  auch  d^as  Altertum  in  Pappus'  Defini- 
tionen der  genainiten  ()rter  eine  allgemeingültige  Grundlage  für 
das  Studium  der  Eigenselialten  einer  solchen  Kun'c  besessen 
haben.  Aber  das  Princii)  selbst :  »Einteilung  algebraischer  Kurven 
nach  ihri»n  Ordnungen*  gehört  ganz  und  gar  Descartes'  analy- 
tischer Geometrie  an. 

Die  Früchte  der  neuen  analytischen  Geometrie  hat  man 
also  nicht  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitti^n  zu  suchen: 
aber  innerhalb  der  (leometrie  stellen  die  Lehre  von  den  Kurven 
dritter  und  vierter  Ordnung  und  die  Lehre  von  den 
allgemeinen  Eigenschaften  algebraischer  Kurven  Ge- 
l)äude  dar,  zu  denen  Descartes  den  besonderen  Grund  gelegt 
hat.  Von  der  Behandlung  von  Kurven  belic^Diger  Ordnung  ist 
man  in  der  neuesten  Zt^it  durch  eine  neue  Al)straktion  dazu 
übergegangen,  in  der  sogenannten  abzählenden  Geometrie 
d'w  Ordnungen  und  überhaupt  dic^  Grade  beliebiger  Gleichungen 
unter  dem  Namen  ,Anzahl  der  Auflösungen'  als  solche  ganze 
Zahlen  zu  behandeln,  welche  die  Unbekannten  in  einer  Auf- 
g;d)e  sein  kihmen.  Die  al)zähl(Mide  Geometrie  ruht  also  gerade 
auf  dem  Neuen  in  Descartes*  Algelmi  und  analytischer  Geometrie, 
und  durch  Zurückführung  auf  diese  erhält  sie  in  der  That 
erst  die  erforderliche  wissenschaftliche  Sicherheit  und  Bedeutung. 
Ich  hebe  «lies  hervor,  weil  man  so  oft  sieht,  dafs  sie  wegen 
des  Umstandes.  dafs  die  Gleichungc^n,  mit  deren  Graden  operiert 
wird,  nicht  hing(\schrieben  werden,  als  eine  Art  von  ^reiner*" 
GeouK^trie  betrachtet  wird,  die  von  der  analvtischen  unab- 
häiigig  sei. 

bidessen  gelangten  die  erwähnten  Theoi-ien  erst  in  unserem 
Jahrhundert,  und  nachdem  die  Lehre  von  den  in)aginären 
Gr(">fs(»n  und  die  projektivische  Betrachtungsweise  neue  Gesichts- 
l)unkte  eröifnet  hatten,  zu  voller  Entwicklung.  Vorläufig  hatte 
die    analytische   Geometrie    eine   für    die    gesamte    Mathematik 


')  (iouinetria.  Aiisjjr.  v.  van  Schollen.  1H.V.).  S.  !2").  Dals  Desoailes  ilie 
Kurven  von  <len  Onlnunjj-en  -Ir  —  l  uml  '2r  zu  einer  Klasse  vereini^rt, 
kommt  hier  '^'leich falls  nicht  in  Hetrarht. 
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und  deren  Anwendungen  viel  bedeutendere  Leistung  zu  voll- 
füliren.  Ihre  Darstellung  algebraischer  Kurven  ist  eine  Dar- 
stellung einer  iniplioite  gegebenen  Funktion.  Behandelt  man 
dageg(^n  Gleichungen  von  der  Form  y  =  f{x)^  so  erhält  man 
eine  explicite  Darstellung  von  Funktionen.  Auf  diese  Art  ist 
die  analytische  Geometrie  die  Grundlage  geworden,  auf  der 
sich  die  Lehre  von  den  Funktionen  und  mit  dieser  die 
Differential-  und  Integralrechnung  sowie  die  ganze 
höhere  Analysis  entwickelt  hat.  Für  diese  Hauptrichtungen 
in  der  ALathematik  der  neueren  Zeit  hat  demnach  die  antike 
analytische  Geometrie,  welche  namentlich  dmxh  die  griechische 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  repräsentiert  wird,  eine  wesent- 
liche, wenn  auch  nur  indirekte  Bedeutung  als  Unterbau  für 
D(\s(artes*  analvtische  Geometrie  erhalten.  Wir  wollen  hervor- 
heben,  dafs  der  für  die  neuen  Theorien  so  wichtige  Begriff 
der  Kontinuität  sich  namentlich  auf  die  griechische  geome-. 
Irische  Darstellung  der  Gröfsen  stützt.  Dafs  die  Kontinuität 
auf  arithmetischem  Wege  schwieriger  wirklich  zu  erreichen  ist, 
muls  jedenfalls  gegenwärtig  klar  sein,  wo  man  weifs,  dafs  nicht 
einmal  die  algebraisch-irrationalen  Zahlen  verbunden  mit  den 
rationalen  ein  Kontinuum  bilden. 

Wie  wir  früher  berührt  haben,  erhielt  die  antike  Geometrie 
jedoch  zugleich  einen  direkteren  Einflufs  auf  die  Bildung  der 
Integralrechnung.  Denn  im  Anschlufs  an  die  von  Archi- 
medes  gefundenen  Resultate  unternahmen  Keppler,  Gava- 
lieri,  Fermat,  Rol)erval,  Wallis  und  Pascal  neue 
(Quadraturen,  Kubaturen  und  Schwerpunktsbestimmungen,  l)evor 
es  eine  Dilferentialrechnung  gab.  welche  zum  Ausgangspunkt 
fiir  Integrationen  gemacht  werden  konnte.  Die  Darsteihmgs- 
forni  war  in  ihren  Schriflen  geometrisch,  wie  bei  den  Schrifl- 
stell(Mn  des  Altertums.  Aber  auch  das  Verfahren  selbst  hatte 
sich  heiausgebildet  durch  weitere  Entwicklung  der  Betrach- 
fungsartcMi.  weicthe  die  Alten  kannten,  über  deren  Standpunkt 
man  sich  indessen  nach  und  nach  bedeutend  erhob. 

So    zeigt    G  a  V  a  1  i  e  r  i  s    ursi)rüngliche    Bestimmung  * )    von 

M  (looinetria  indivisibihbus  conlinuorum  nova  quadam  ratione  proiiiola, 


\.S)i  Zweiundzwanzij?sler  Al).sohnitt. 

^.r' (/./',    an  die  sich  spater  seine  ßestinnrnnigen  von   \ic*rf 


X 
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und  ^.f^</.r    anschlössen,    eine    weitgehende    Übereinstimmung 

mit  di'v  von  Archimedes.  Jedoch  besteht  der  Unterschied,  dafs, 
wahrend  Archimedes  zuerst  die  Summe  (1*  -f-  ^^  +  •  •  •  •  +  '**) 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  (gliedern  berechnet  mid  erst 
hinterher  den  Übergang  zur  Grenze  macht,  Cavalieri  von 
vornherein  anninnnt,  dafs  die  Sunnn(^  welche  berechnet  werden 
soll,  aus  einer  unendlichen  Anzahl  von  Teilen  besteht.  Dadurch 
wurdi'U  neue  Wege  gezeigt,  welche  bald  von  aufserordentlicher 
Bedeutung  für  die  Entwicklung  der  Matliematik  werden  sollten; 
aber  vorläutig  konntt»  man  nicht  erwarten  auf  diesen  Wegen 
iAui'  so  sichere  Begründung,  wie  die  der  Alten  war,  zu  errei- 
chen.     Deshalb  gab  (lavalieri   auch  später  eine  neue  Bestim- 

numg^)  von  \.r^flx,   nämlich   die,    welche  man   durch  Benut- 

•n 

zung  des  auf  anderem  Wege  gewonnenen  Ausdrucks  für  das 
Volumen  der  Pyramide  erhält.  Wir  haben  gesehen,  dafs  ein 
solches  indirektes  Verfahren  den  Alti'ii  nicht  unbekannt  war, 
wenn  auch  Archimedes  es  für  angemessener  gehalten  hat,   ein 

für  allemal  \.r^(/,r   direkt   zu  bestimmen   (d.  h.  eine  Regel   zu 

•ü 

geben  für  die  Ben^chnung  von  GWifsen,  welche  jetzt  von  diesem 
hitegral  abhängen). 

Pascal  (Tweiterte  Cavalieris  zuletzt  angeführte  stereonie- 
trische  Behandlungsweise  auf  solche  Art,  dafs  er  dabei  Inte- 
gra tionsmelhoden   land^),   deren  Allgemeinheit  die  gröfste  Be- 


Huch  '2,   XXIV.    oder   Exeiritalionos   j^eometricjic   sex,    exerc.  prima. 
XXIV. 

m 

•I  (i(M)iiietria.  Buch  7  oiler  oxorcitatii»  serunda. 

^)  Diese  tiiidet  man  austTihrlich  tlarjrestellt  l>ei  Maximilien  Marie.  Histoire 
«les   Sciences  Malhenialiciues    et    Pliysi(jue<.    T.  IV.     Am   selben  Orte 

tunleti   sich   Fermats   un«l  Wallis'   Hestimnunijren    von   \x'^dx    für 

alle  rationalen   und   positiven  Werte   von  m.     Von  diesen  ist  die  Be- 
stinnnun^'  von  Fennat.  dmchaus  eij^fentondirli;   sie  beruht   auf  einer 
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wunderuii^^  erwecken  iiiufs,  wenn  man  sieh  vergegenwärtigt, 
(lafs  dieselben  der  Differentialrechnung  vorangehen.  Als 
dies(^  tTfunden  wurde,  bekam  die  Integralrechnung  dadurch 
zwar  eine  Grundlage,  deren  Fruchtbarkeit  die  älteren  Integra- 
tionen vollkommen  in  den  Schatten  stellte;  aber  die  hier  er- 
wähnten Vorarbeiten,  zu  denen  der  Grund  von  Archimedes 
gelegt  worden  war,  hatten  die  richtige  Auffassung  eines  hite- 
grals  sowie  die  Anwendungen  von  hitegi-ationen  wenigstens 
vorbereitet. 

Die  griechische  höhere  (leometrie  hat  jedoch  den  gnifsten 
oder  den  am  leichtesten  nachweisbaren  Elnflufs  auf  die  Mathe- 
matik der  neueren  Zeit  durch  ihre  Umwandlung  in  die  ana- 
lytische Geometrie  erhalten.  Ein  Hindeniis  für  einen  fortge- 
s(»tzten  din^kten  Einflufs  eingab  sich  aus  dem  Umstände,  dals 
die  analytische  Geometrie,  nachdem  sie  sich  einmal  gebildet  und 
aus  der  antiken  Geometrie  das  in  sich  aufgenommen  hatte, 
wofiir  sie  V'erwendung  zu  haben  glaubte,  nicht  mehr  auf  diese 
Quelle  zurückging,  aus  der  die  Beispiele,  denen  sie  ihre  Ent- 
wirkeluüg  verdankte,  entnommen  waren.  Wenn  man  später 
^r,.i(.o(»ntlicli  zu  dieser  zurückkehrte,  so  läfst  sich  schwer  ent- 
scIuMden,  wieviel  von  dem,  was  dann  geleistet  wurde,  nur  als 
(Jlicd  in  der  gesamten  modernen  mathematischen  Entwickelung 
zu  befrachten,  und  wieviel  dem  Einflüsse  der  Alten  zuzusclu'ei- 
1)('U  ist.  Jedoch  kann  es  nicht  Zufall  sein,  dafs  der  Mann, 
wc^jclicr  die  grofse  Bedeutung  d(T  Kegelschnitte  für  die  Astro- 
nomie M  physikalisch  begründete,  in  der  Mitte  des  Kreises  von 
bi'itlisrlien  Mathematikern  stand,  welche  vor  etwa  :2(K)  Jahren 
&d^  Studium  der  griechischen  Geometrie  mit  dem  gröfsten 
Kiter  wiederaufgenommen  hatten.  Wir  sind  mehrfach  auf 
Newtons  eitrige  Beschäftigung  mit  der  griechischen  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  zurückgekommen,  und  wir  haben  nicht. 
wie  uian  es  bisweilen  thut,  in  dieser  Beschäftigung  eine  blofse 


«»l<lien    Wahl   der   Inkreniente   {(Ix),    dafs   die   Elemente   der  Summe 
oine   ;.'e(nnet  risrhe   Reihe    hilden.     Dagejren   IfiTst  Wallis,    ebenso 
wie  Archimedes  und  (lavalieri.  die  Inkremente  gleich  ^rofs  sein. 
Auch  Kei»i>ler  war  mit  der  griechischen  Mathematik  verti-aut. 
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Liel)hab(Tei  schon  wollen,  wenn  auch  Newton  selbst  eingeräumt 
hat.  dafe  es  im  allgemeinen  leichter  ist.  Beweise  in  moderner 
Form  aufzustellc^n  als  in  der  antiken.  Wir  glauben  nämlich, 
•  lafs  jemand,  der  wirklich  üben*  das,  wjis  sich  in  der  grie- 
chischen Lehre  von  den  Kegelschnitten  findet,  unterrichtet  ist, 
nicht  daran  zweifeln  kann,  dal's  diese  auf  Newton,  der  selbst 
si(»  so  hoch  stellte,  in  hohem  Grade  anregend  gewirkt  und 
dazu  beigetragen  hat  ihn  in  di(?  Wege  hineinzuführen,  auf  denen 
er  seine  Resultate  gefimden  hat.  Ein  eigentümliches  Zeugnis 
dafür,  dafs  Newton  seine  Impulse  nicht  von  der  damaligen 
modernen  Mathematik  empfangen  haben  kann,  liefert  der 
Potenzsatz.  Dieser  Hauptsatz,  welcher,  wie  wir  gesehen 
lialx^n ,  d(Mi  meisten  derjenigen  griechischen  Untersuchungen 
über  Kegelschnitte,  die  sich  nicht  an  Durchmesser  oder  an- 
dere besondere  IJni(Mi  oder  an  feste  Punkte  anschlössen,  zu 
(irunde  lag,  derselbe  Satz,  welch(U'  eine  Hauptrolle»  in  Newtons 
tYincipia  spielt,  hat  später  den  Namen  ^Theorem  von  New- 
ton** bekommen.  Dieser  wichtige^  Satz,  den  Newton  selbstver- 
ständlich den  Alten  beilegt,  und  der  von  (leometern  wie  De 
hl  Hire  nicht  un})eachtet  geblieben  war,  wurde  also  erst  durch 
Newton  den  Mathematikern  allgemehi  zum  Bewufstsein  gebracht. 
Newtons  Werke  zeigen,  dafs  nicht  nur  seint»  Arbeiten  auf  dem 
(fcbiete  der  physischen  Astronomie  von  der  griechischen  Geo- 
iiu-trie  beeil ilhifst  sind. 

Bei  der  Entwickelung  der  i)rojekti  vischen  (i  eom  etrie 
zeigt  sich  dassi^lbe  wie  bei  der  Entstehung  der  analytischen 
(leometrie:  ohne  Berücksichtigung  antiker  Methoden  und  Be- 
weise l)enutzte  man  die  aus  dem  Altertum  l)ekannten  Resultate 
über  die  Kegelschnitte  als  Ausgangspunkte  oder  als  Mittel,  um 
dii*  n(^uen  Werkz(»uge  zu  prüfen,  zu  entwickeln  und  für  weiter- 
gt'hende  l^enntzung  geschickt  zu  machen.  Descartes*  analy- 
tische (ieometrie  hat  in  dieser  Beziehung  am  m(*isten  Nutzen 
aus  Apollonius'  beiden  ersten  Büchern  gezogen:  die  ju'ojekti- 
vische  Geometrie  dagegen  beschäftigt  sich  namentlich  mit  sol- 
chen Fragen,  wie  sie  in  Apollonius'  drittem  Buche  behandelt 
Werden,  und  mit  solchen  Bestinnmmgen  von  Ortern,  wie  der 
antike  Ort    zu    vi*T   (Jeraden    ist.     Der  Satz    von    der   Polare 
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tindot  sich,  wii»  wir  gesehen  haben,  bereits  bei  Apollonius  und 
hat  sich  von  ihm  aus  fortgepflanzt  und  durch  Arbeiten  von 
Männern  wie  De  la  Hire  weiter  entwickelt,  bis  Poncet  et 
auf  ihn  die  Lehre  von  den  reciproken  Polarfiguren  gründete. 
Die  Hauptsätze  über  die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch 
Tangenten,  welche  dem  Dualltätsprincip  zu  Grunde  liegen, 
linden  sich  zum  Teil  bei  Apollonius  und  sind  von  Newton 
w^eit(*r  entwickelt  worden. 

Kiu  wesentlicher  Unterschied  jedoch  existiert  zwischen  dem 
Verhältnis  der  analytischen  Geometrie  und  dem  der  i)rojektivi- 
schen  Geometrien  zu  der  antiken  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 
Diese  stellte,  in  geometrischer  Beziehung,  die  vollständige 
Grundlage  der  analytischen  Geometrie  dar,  welche  deshalb, 
solange  sie  nicht  selbst  projektivisch- geometrische  Momente 
aufgenonmien  hatte,  nm*  auf  Umwegen  —  z.  B.  durch  Anwen- 
dung von  Sätzen  über  allg(»meine  algebraische  Kurven  auf 
solche  Kurvten,  welche  aus  Kegelschnitten  zusammengesetzt 
sind  zu  Sätzen  über  Kegelschnitte  geführt  hat,  die  über  das 
hinausgingen,  was  man  im  Altertum  kannte;  die  projektlvische 
Geometrie  dagegen  ist  durch  Hinzunahme  eines  neuen  geome- 
trischen Moments,  nämlich  der  Lehre  von  der  Centralprojektion, 
<:('l)ildet  worden.  Dies(»,  welche  Anwendung  auf  die  Lehre  von 
d^n  Kegelschnitten  fuidet,  wenn  man  die  Kegelschnitte  auf  dem 
KnMskegcl  st^jbst  untersucht,  w^urde,  wie  wir  gesehen  haben, 
von  den  Alten  aufserordentlich  wenig  benutzt:  sie  begnügten 
sich  im  wesentlichen  damit,  auf  diesem  Wege  eine  einzelne 
planimetrische  Eigenschaft  abzuleiten,  die  dann  der  weiteren 
rntersuchung  zu  Grunde  gelegt  wurde.  Es  wurde  deshalb  eine 
lu  iie  Ouelle  für  die  Entdeckung  gtnometrischer  Wahrheiten  er- 
schlossen, als  DescJirtes'  Zeitgenosse  Desargues  anfing  An- 
wendungen von  der  C4entralprojektion  zu  machen,  und  es  zeigte 
sich  bald,  dafs  auf  dies(Mn  Wege  der  alten  Lehre  von  den 
l\('^'olschnitt(»n  neue  bedeutungsvolle  Sätze  zustriVmen  sollten. 

Für  einen  neuen  Satz  halten  wir  allerdings  nicht  das 
-direnannte  TheortMu  von  Desargues,  das  nur  eine  spe- 
( irllere  Form  für  die  Bestimnnmg  von  Kegelschnitten  als  Ortern 
vM  vier  (Jeraden   ist   und  das  auch  die  Alten,  wie  die  Schrift 
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Über  den  bestiiiinilen  Schnitt  uns  gezeigt  hat,  anzuwenden  ver- 
standen. Ein  Satz  dagegen,  der  im  Altertum  nicht  bekannt 
war,  ist  der  von  Pascal  über  das  einbeschriebene 
Sechseck.  Die  Form  desselben  ist  nämlich  so  schön  und 
einfach,  dafs  man  mit  ziemlich  grofser  Sicherheit  annehmen 
daif,  i»r  würde,  wenn  man  ihn  gefunden  hätte,  aucli  aufbe- 
wahrt worden  sein.  Das  widerstreitet  nicht  unserer  früheren 
Vennutung,  dafs  die  Alten  die  Erzeugung  eines  Kegelschnittes 
als  (^rles  für  eine  Ecke  eines  Dreiecks  gekannt  haben,  dessen 
beide  anderen  Ecken  auf  geraden  Linien  gleiten,  während  die 
Seiten  sich  um  feste  Punkte  drehen;  denn  wie  nahe  diese 
Erzeugungsart  auch  Pascals  Satz  kommen  mag,  so  fehlt  ihi' 
doch  etwas,  worauf  es  hier  ankonunt,  nämlich  die  klare  und 
kur/e  Form.  Wieviel  neues  sich  noch  auf  demselben  Wege 
zu  den  umfassenden  Resultaten  der  antiken  Lelire  von  den 
Kegelschnitten  hinzufügen  liefs,  ersieht  man  am  besten  später 
aus  dem  [)rojektivisch-geometrischen  Hauptwerk:  Traite  fies 
Froprietrs  projectiveA  von  P  o  n  c  e  1  e  t . 

Da  Poncelet  noch  beständig  die  Projektion  selbst  als  Haupt- 
methode l)enutzt,  also  auf  ganz  anden^n  Wegc^n  arbeitet  als 
die  altcMi  griechischen  Mathematiker,  so  hat  er  von  diesen 
k(»ine  andere  Unterstützmig  geliabt  als  dadurch,  dafs  er  einen 
Teil  der  von  ihnen  gewonneujMi  Uesullate  kannte.  Poncelets 
Nachfolger  dagc^gen,  welche»  teils  unabhängig  von  der  analyti- 
schen fle()metri(\  wie  Steiner  und  ("hasles,  teils  im  An- 
schlufs  an  diesr,  wie  Mob  ins  und  Plücker,  die  projektivische 
(leomelrie  in  der  Weise  umformten,  dafs  sie  die  allgemeineren 
Formen  selbst,  zu  deniMi  man  von  den  sj)e(ielleren  durch  Pro- 
jektion g<'langen  kann,  zum  Ausgangsobjekt  nahmen,  kamen 
auch  in  den  Methoden  den  Alten  näher,  namentlich  weil  sie 
die  verschiedenen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  aus  plani- 
metrisclien  Grundeigenscliaflen  ableiteten.  In  wie  hohem  Grade 
man  hierin  einen  der  Einflüsse  der  antiken  Geometrie  auf  die 
Mathematik  der  neueren  Zeit,  dencMi  wir  nachspüren,  erblicken 
darf,  läfst  sich  schwer  entscluMden.  Die  meisten  der  ange- 
führten Forscher  arbeiteten  ohne  danni  zu  denken,  wie  man 
im  Altertum    bei  ähnlichen  Unt(Tsuchungen   verfulir.     Es  kann 
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sich  also  hauptsäclilicli  nur  um  einen  indirekten  Einflufs  han- 
deln, drr  namentlich  davon  heiTuhren  kann,  dal's  teils  die 
Kenntnis  der  Resultate  des  Altertums  in  die  verwandten  Me- 
thoden liineinführte,  teils  die  analytische  Geometrie  auch  von 
den  antiken  Methoden  beeinflufst  war.  Direkt  unter  dem  Ein- 
flüsse der  alten  Geometrie  stand  wohl  nur  Chasles.  Wemi 
er  auch  erst,  nachdeni  er  auf  anderem  Wej^e  die  Eij^enschaflen 
und  die  »^^rofse  Redeutun^^  projektivischer  Punktreihen  erkannt 
hatte,  seine  Studien  ül)er  deren  Rehandlung  in  Euklids  Poris- 
inen  })e^^uHi,  so  darf  man  doch  annehmen,  dafs  diese  Studien 
ihm  Ix'i  seinen  eij^enen  späteren  geometrischen  Arl)eiten  von 
Nutzen  waren,  wenn  auch  nicht  j^erade  durch  direkte  Releh- 
run^^  so  doch  durch  die  Impulse,  die  ilnn  von  daher  erteilt 
waren. 

Aufser  der  i)rojektivischen  Geometrie,  deren  Hauptquelle 
die  Retrachtun«?  der  Kegelschnitte  als  Gentralprojektionen  von 
Kreisen  oder  als  Sclmitte  an  beliebigen  KreMskegeln  ist,  nulsst^n 
wir  als  (Muen  anderweitigen  Fortschritt  in  der  Lehre  von  den 
Kegelscjmitten,  welcher  ganz  der  neueren  Z(Mt  angeljörl,  die 
Restinmnuig  von  Rrennpunkten  und  liCitlinien  ebener  Schnitte 
an  rmdrehungskegeln  von  Üandelin  nennen.  Diese  gewinnt, 
auI'stT  durch  ihre  eigene  grofse  Einfachheit,  Redeutuug  durch 
\\\H'  Anwendung  auf  die  Restimnnmg  von  Umdrehungskegehi, 
(lir(luirh  gegebene  Kegelschnitte  gehen,  und  hieran  schliefst 
sich  wiederum  die  L(»hre  von  konfokalen  Flächen  zweiter 
Ordnung.  Di(^  Lehre  von  den  Rrennpunkten  durfte  rd)erhaupt 
<'inr>r  von  den  Ab.schnitten  aus  der  Lehre  von  den  Kegel- 
srlinitten  sein,  in  denen  die  neuere  Zeit,  abgesehen  von  dtai 
Beiträgen  der  projekti vischen  Geometrie,  die  meisten  Satze  zu 
denen  hinzugefügt  hat,  welche  im  Altertum  bekannt  waren. 
Wir  denkten  nicht  nur  an  .solche  weitreichende  Retrachtungen 
wie  die  ist.  welche  sich  an  imaginäre  Krei.spunkte  anschliefst, 
sondrrn  auch  an  solche  elementare  Sätze,  welche  die  (iriechen 
lejrlit  hrilteii  entdecken  können. 

Ilierliei  haben  wir  jedoch  nur  an  die  Lehre  von  den  Kegel- 
sdinilteii  selbst  gt'dacht  und  nicht  an  die  damit  verbundene 
L<  lire  von  den  Flächen  zweiter  Ordmmg-    Wenn  wir  auch  bei 
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Archiiuodos  eine  klare  und  einfache  Grundlage  für  die  ana- 
lytisch-geonielriselie  Behandlung  dieser  Lehre  gc^funden  haben, 
so  if?t  dieselbe  doch  nur  in  geringein  Umfange  in  den  aus 
dem  Altertum  überli(*ferten  Schritten  entwickelt  worden.  Sie 
ist  also  fast  ganz  in  der  neueren  Zeit  ausg(»arbeitet,  sowohl 
durch  analytische  Gc^ometrie  als  durch  projt^ktivisch-geomcti'ische 
und  andere  rein  geometrische  Methoden.  — 

Dafs  die  antike  G(^ometrie  aufser  durch  den  Einflufs,  den 
sie  nach  unserer  Schilderung  durch  hihalt  und  Methoden  auf 
die  verschiedenen  Forlschritte  der  neueren  Mathematik  aus- 
geübt hat,  auch  durch  ihre  Form  und  Stringenz  dauernd  wirk- 
sam gewesen  ist,  dürfte  allgemeiner  anerkannt  sein.  Man  sucht 
noch  heutigen  Tages  das  Naclidenken  d(*r  Jugend  durch  die 
Henutzung  von  L*^hrbüchei*n  zu  schärfen,  welche  sich  eng  an 
Euklids  Elemente  anschliefsen,  ja  dies  Buch  selbst  wird  in 
einigen  Ländern  gebraucht,  und  in  seinen  Kh'ments  dt  Cafnif 
iftfiiiifesfNta/  seihen  wir  Duhamel  ])ei  der  Revision  der  Prin- 
ri[)ien  der  Infmitesunalrcchnung  die  Archimedischen  Integra- 
tions])rincipien  als  Vorbild  benutzen. 
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Anhang  I. 

Apollonius'  Vorreden  zur  Schrift  über  die  Kegelschnitte^). 


1.  Vorrede  zum  ganzen  Werk. 

Ito/./.wxo?  Küoi^fnü  yaipzi\f,  A  pol  Ion  ins   ^rrfilst  ilen  Kinleiiius. 

i.\  Zip  TS  (Twfiazc  SU  STzavdysiQ^  Wenn  Du  Dich  körperlicli  wohl 

xa\    zd   (I/Mjl   xazä    yvioar^v   sazi  heündest    und   es   Dir   sonst   nach 

aai,  xa/,cü^  flu  syni*  /iszpuog  ds  Wunsch  geht,   so  ist  es  mir  lieb; 

i/f/nsu  xac  a'JZoL  xatYni^  OS  xacpoi^  auch    mir    geht    es    leidlich.      Als 

7^u7^>  fjtszd  (To'j  SU  //sfjydfwjfidsw'  ich  mit  Dir  in  IVrgamon  war,  be- 

oft'ju  OS  OTZS'joouza  fisTuayslu  Twu  merkte  ich,  dafs  Du  begierig  warst 

Tzznpiiyaiviou  r^iCiu  xiouixwu ,  tzs-  in   die   von   mir   verfafsten    Kegel- 

Tzanifa  (rjv  am  zn  TZpwzou  ßiß)siou  schnitt«?    einzudringen.       Ich    habe 

nutphiOfTatisutK;'  zä  OS  kotTtUyOzau  Dir  deshalb  das  erste  Buch  in  ver- 

S)apS(TZ7j(T(onsu^  i^dTznazshiTjusv ,  besserter   Ausgabe    geschickt;    die 

u')x  dnur^nouslv  yäf)  ouifiai  as  izao^  übrigen  werde  ich  Dir  senden,  wenn 

i'ur)    dxr^xftnza^    dwzi    zr^u    7:sp\  ich  damit  zufrieden  bin.     Denn  ich 

za^jza  iifootiu  ST:oLT^ad/tr^u  ^  afwei-  glaube,  Du  erinnerst  Dich  von  mir 

iisi^    'jT.n    Ma'jxpdztrjQ   zou   yscu-  gehört  zu  haben,  weshalb  ich  diese 

ftizof/'j  ^  xaH  7iu  ds  xatpou  sayn-  zu    schreiben    unlernonnnen    habe, 
hi!^s  TJip  r^fiiu  zapaysur^Ösl^  slg  'nämlich   auf  die  AutTorderimg  des 

l/.z^dudpstaw  xat  dtozi  T.paypa-  (Jeometers  Naukralt?s  hin,    damals 

zt'')(i(iuzsQ,  wjzd  iv  oxzio  ßißAioiQ,  als  er  nach  Alexandrien  gekonunen 

ic    a'jz?^:;    fiszfxdsdwxapsu    (Vjzd^  war  und  sich  bei  mir  aufhielt ;  und 

ziz  'ji  ar.<r)dawzspov^  did  zo  zpug  weshalb    ich,    nachdem  ich  diesel- 

zxz/M)     a'jzou    sJuat,     o'j    diaxa-  ben     in     acht    Büchern    l)ehandell 

thuKv^zsQ.    dÜJL    Tzduza    zd  'jzo-  halte,  ihm  diese  sogleich  mitgeteilt 

TAr.-tr^ZfL  }^tuu  tisuzs^n  (hg  sayazou  .  habe,  ohne  sie  mit  dem  gehörigen 
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i::sÄB'j(Tnfi£]/tn,  itfisi/  xaif/ov  v5v ',  Tlcifs  duichzuarheileii  (weil  or  so- 
hi{in)/TZC, .  (lt\  zn  Tjyyd\io\f  diop- .  bald  als  inü^'licli  sich  einschiflen 
i^wnzioQ  ixütdo/is'^.  xat  ztzz).  a'jfi-  wollte) ,  somlerii  alles  zusaniinen- 
[ii[ir^xt  xat  aAAou^  zv^ag  rwv  sdireiheinl,  s«)  wie  es  mir  einfieK 
(j*jnnvuynTw\^  ij/wy  fiszzUr^ifivai  in  ilt*r  Absicht  es  hinterher  durch- 
zn  Tzpiozu'j  xat  zo  ds'jzspov  ßi-  zusehen.  Deshalb  jrehe  ich  sie, 
fiAttrj  Tzpvj  ^  dmphioHi^vai.  /iJJ  da  ich  nun  Zeit  bekfunmen  ha]>e, 
ha*}ndm,c.  ir/y  zzpiZLTZzrtC  fVJ-  nach  und  nach  lieraus,  so  wie 
znl^  kzipiOQ  iyn'javj.  ich    sie   verbessert  lia])e.      Und  da 

es  sich  ereignet  hat ,  daCs  aueh 
einij;e  andere  von  ilenen,  welche 
bei  mir  waren,  das  erste  und  zweite 
Huch  erhalten  haben  bevor  es  ver- 
bessert winde,  so  darfst  Du  Di«*h 
nicht  wundern ,  weiui  Du  auf  sie 
in  «'iner  anderen  Fassung  triflst. 
^/r//  i}i  zoyj  dxzoj  ßiß/doyj  za  Von    d(»n     acht    Hüchern    luni 

T.nwza  ziaaaoa  Tzizzojxs  zonc  enthalten  die  vier  ersten  die  Ele- 
alaaycoyTj]/  oztnyzuodr^,  zsptiysc  mente  (allgemeine  Cirundlajre)  dieser 
dk  zn  uky  tzoojzov'  zuq  rs\/i(Tziz  Disciplin.  Das  erste  von  diesen  ent- 
zw'^  zfßtiö\^  znadrj  xat  ziby  duzt-  hält  die  Krzeugung  der  drei  Kegel- 
xztuii'or^ .  xat  zd  iv  a'jzalc  dp-  schniltcMmd  der  gegenüberliegen<ien 
ytxd  (T'jnTZTionaza  irztz/Joi/  xa\  Schnitte,  sowie  deren  Hauptei^rm- 
xahuhrj  ndUstt'j  l^ztfryaanvja  schalten,  viillständiger  mid  allge- 
'zapd.  zd  *j7:n  zo)y  d/Mo'j  yzyfßan-  meiner  behandelt  als  es  von  den 
tiv>a,  zn  dz  dz'jzzpfin  zd  tzzoI  iVüheren  dargestellt  worden  ist. 
zdz  dtanizoirjc  xa\  zo'jc  d^fjwjLC  Das  zweite  Buch  behandelt  das 
zioi/  zofidyj  (T'jnßaijtrjza^  xat  zdc,  jenige,  was  sich  auf  die  Durcii- 
dff'jffZTWTff'jQ,  xat  d)jji  yzi/txi^]/  messer  und  die  Axen  der  Schnitte 
xa\  di/ayxata'j  ypziai/ 7:apzy('f/iz'>a  bezieht,  die  Asymptoten  imd  an- 
TTpn;  zo'jg  dtoptfffio'jg*  zvjaz  dz  (leres,  was  v(»n  allgemeiner  und 
dianzrtßft'j^,  ^  zr^uQ  d^tr^ac  xa/s(7),  wesentlicher  Hedeutung  für  die 
zidi^nziZ  zx  zn'jztrj  z<rj  ßtß/Jo'j,  Diorismen  ist:  was  ich  aber  Durch- 
To  dz  zoizo'j  T.nO.d  xat  Tzattd-  messei-.  und  was  ich  Axen  neime, 
dn^a  i^ztipTfiaza  yoi.fjtna  znuz  «las  wirst  Du  aus  diesem  Huche 
Tc  -dz.  n'yjiiiaztz  zdyj  aTZnzdr^  eifahren.  Das  dritte  Huch  «Mithält 
7^77(0'^    xat    Zfi'JZ  dtotnano'jz.    oyj    viele  und  merkwürdiire  Theoreme, 
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T(\  T:'Atl(jza  xahi  xai  ^iva^) ,  ä  die  nützlich  sind  für  die  Synthesis 
xat  xa7ai^(nij<TauTcQ  (Tif'jsldo/isv  /lij  und  den  Diorismus  körperlicher 
(T'ji^7iÖifi£vo\^  uTTo  /'j'jxXaldo'j  rov  Örter,  und  von  denen  die  meisten 
im  rotte,  xat  riaaupaq  fpafifiäQ .  schön  und  neu  sind.  Nachdem 
zoTurj,  (DMjl  pnpurj  zo  zo^ov  ao-  ich  diese  gefunden  hatte,  nahm  i(;h 
Z(n^  xat  zouzo  odx  £dzUj(wQ'  ou\\wa\\Vj  dafs  von  Euklid  die  Syn- 
yap  o'jvazo'j  dvvj  zCov  Ttpoae'jprj-  thesis  des  Ortes  zu  drei  und  vier 
fiii/wy  rjnl)/  z£?.£uoÖrjvac  ziju  aiM-  Geraden  nicht  gegeben  sei,  son- 
^zavj,  zh  ok  zizapzoy  rtoaa^djQ  dern  nur  ein  Teil  derselben  und 
al  zco\^  xcü'j(ü)/  zotiac  aAAijXaiQ  Z£  i  dieser  überdies  niclit  glücklicli ; 
xat  zf^  ZOO  x6xAofj  7:£pi(p£p£ia  denn  es  war  nicht  möglicli,  dafs 
a')pßd)2o'j(n,  xai  dXXa  ix  7:£pi(T-  diese  Synthesis  riclitig  vollendet 
rTtrj.  io'j  o\)diz£po)j  bizh  ziov  ;r^/>  i  wurde  ohne  das,  was  von  mir 
fjtuo'j  yiypazzaf  xtovim  zofiij  ^  neu  gefunden  ist.  Das  vierte  Bucli 
x^'jx'/M'j  z£pi^£p£ta  xac  £zt  d\fTt' ,  lehrt ,  auf  wie  viele  Arten  sich 
x£t/t£i^ai  d)^zcx£cn£vac(;  xazd  Trdaa  '  Kegelschnitte  unter  sich  und  mit 
arjutla  a'jtißdAAo'jat,  einer  Kreisperipherie  schneiden  kön- 

Inen,  und  anderes  mehr,  was  bei- 
des  nicht  von  meinen  Vorgängern 
behandelt  ist:  in  wie  viel  Punk- 
ten ein  Kegelschnitt  oder  ein  Kreis 
und  gegenüberliegende  Schnitte  sich 
mit  gegenüberliegenden  Schnitten 
schneiden. 
za    ok    hnzd   iazt  nepiouaia-  Die   übrigen    vier    Bücher   ent- 

ßZiXiüZcpa'  iazt  ydp  zo  pkif  ;re/>r  i  halten  weitergehende  Betrachtun- 
iÄa/i(Tzwu  xat  p£yi(TZ(üi^  iTZtKXioi^' \^en.  Das  fünfte  handelt  nämlich 
zo  ok  7:£pi  i(Tcou  xa\  opouov  zo-  \  ausführlicher  über  Minima  und 
luo\^  xcö'^o'j*  zo  dk  7:£p\  o«OyO«<Tn- =  Maxima ;    das    sechste    über    kon- 


xor^  fi£(opr^lidzio\f  zo  dk  npoßXTj- 

ftdZ(OU    XWl^tXWU    dt(Üpt(Tp £1/(01^, 


gruente  und  ähnliche  Kegelschnitte ; 
das  siebente  über  Theoreme,  die 
auf  Diorismen  Bezug  haben;  das 
achte  behandelt  (durch  Diorismen) 
abgegrenzte  Aufgaben  über  Kegel- 
schnitte. 


Q\y\     Pappus.  Ausgabe  v.  Hultsch,  S.  676, 5-7. 
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n'j  ui^u  aüji  xat  7:u]/70ju  sx-  Ihuh.  wenn  allois  ilios  lieraus- 

tiohv^zioy  z^SfTri   T(n(;  TTZfßiT'jyyd-  ^rc^r^'hrii  Ist,  können  die  Leser  dar- 

)/nf)(Ti  y./ßhjzi]/  fi'jzä,  oj^  flu  tvndyj  ül)er  nach  ilneni  ei{4:enen  Ermessen 

ixanrn^;  atfty^rai.    Z'K'j/zi.  urh'ilen.     liel»'  wolil! 


2.  Bosondoro  Vorrede  zum  zweiten  Buch. 

Wtzo ),koivto<;  Lnoi^ßM  /«<//£«;/.         A|M)ll(>iii us  ^rfirst   den  Eudenius. 

r.t   nyuihn^   zytu   ilu   xuaioq.  Wenn  Du  jresnnd  lust.  so  IVeul 

xtß\  u'iT'H:  nk  ftsznio)^;  i/o),  !/.t///-  es  niieli:    mir  selbst  jrehl  es  leid- 

h'ti'^iirj  tUu  'Hn'j  nn'i  TziTZnnifii'izpoQ,  licli.    Irli  liabe  meinen  Solni  Apol- 

at  xonü^ftura  rn  os'jzspni^  ßtf^Aurj  lonius  zu  Üir  jreschickt.  nm  Dir  das 

zdrj  a'j]/7STfr/fts)/(o>  y.fiti/  xwvcxtuu.  /.wr'ih'  Hncli  der  von  mir  verrafsten 

Jic/Ms   ti')>   a'jzn   STTtusÄwQ.   xai  Ke^Tflsrlniitle  zu  überbrinjren.    Lies 

Titi^   a^inu   zw'j    Titcfi'Ko)'»/  Xfßtuoj-  ilass<*lb(»  nun  sor^'fältijjr  dnreh  und 

Vcfi/  nzTUoioti'J.  Xfii  (Ptho'Anrc  oi  teile    (\s  denen    mit,  die  verdienen 

n  ysioftiToY^s;,   "'>  xae  (T'r^in-njtjd  derj;lei('bt»n  kennenzulernen.    L'nd 

(Tni    SU    7/ci/Tri;,    ifiu    ttots    irzt-  wmn     drr     (Jeomeler     Philoniiles, 

fitikh^    s\^    zn'}^   xuzu    lliftyannv  mit  dem  ieli  Dieb   in  Kpbesus  be- 

r<'.T/>*>j,  nzzunn^  u'izof  xat  auvt-  kannt   maehte.    in  die  (iejrend  von 

r*>'i    sziusÄt»''»    7>u    'r/tu!U7,^.    s'i-  P<-riramon  konunen  sollte,  so  teile 

T'f/st.  «'S  aueb  ihm  mit.     Habe  Acht  auf 

di'inr  (ifsundbeit.     Lein*  wolil. 

3.  Besondere  Vorrede  zum  vierten  Buch. 

M r  1  > .'.  •. ifi •. : •» ^'  'Irr 'i a. o»  /'/.•/'*.' v.  A p o  1 1  m n i u >  u lu r>t   «Ion  A 1 1 a In >. 

Ifnnzs*»'»>   »tk*^  szst^rxtt.  yoti'  IJislier  babe  ieb  von  den  Keirel- 

K''t>:    .To.'ic    /y»'hfttt'^    ztt*^    Ihoyn-  srbnitten.  liie  ieb  in  aebt  Hüeb»'rri 

'!7'.».''i*,    r«?*'-    tf'r^zzzuyftv^fr^  iur^  vtMtafst   babe.  die  tirei  ersten  br^- 

hur^ixu»'^    i>    ''XZio    ^it^iAin:^     zu  ausL'f^fben .    die    ii-b   an  Kudmiii^ 

.T'if"*r<     Z'tt'i.     **sz7 AAuV'Z'i^    ok  vi»n  Periramou  irt-riebtet  babf.     L».i 

sxsr.'f.     zu     /.".'.T'i    'hsyV'tnxi'ZS^  'i"  alu-r  irestorben   ist.  unij  da  irli 

^"•^    .T^  ;  ."ü''<;,    o;  i    r»'*  ct/,'*z:-  besih  «»ssen    liabe    dif    «ibriimi   aii 

".slif''*'r.     •';     rsZ'iA'i'f  ?-;*^c:>     zu  D^'U     r.i     sendiMi .     \\*-\\    Dm    li--!. 

■v**   r -u^'-^     rr-i:  '::zs  '  ••:s'^  c,    rs-  \V:::i<r;i  ii.i^t  i!\rii>i*  SrhrilWii  kei-- 
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<\» 


'(1  ztraoTo)^.  TZcfjityzi  oz  zouzo 
xazä  zufTd  (TTjnzla  Tz'/.itara.  d'j- 
uarou  sazi  za(;  Zibv  xcüvcoh  Tofiag 


jetzt  das  vierte.  Dies  Buch  zeigt,  in 
wieviel  Punkten  liöclislens  Kei^rel- 
sfhnitte   sich    unter   einander  oder 


d)jj^)juQ    Tc    xfii    77^    Tou  x'jx?jß'j  |  mit  einer  Kreisperi[)herie  schneiden 
zaf/tcapsta  (T'jfif3d?j.ccu,  hiv  iztp   können,    ohne  j<anz    zusanniien/u- 
n'f^    ohii   iizt  d?Ji<;  i<fapiw!^wai\j*\\ii\\{.'\\^    ferner   in   wieviel    Punkten 
ZTi  x(ü\^()'}  To/iTj  xat  x\)xXn'j  Tzzpi-   höclistens  ein  K<»gelschnitt  und  eine 
(fipzia    TfiiQ    fhrcxsc/iiuacQ    xazu  I  Kreisj)eri|)herie     gegenüberliegende 
TznfTa    arjusia    7z\z1aza     öUfißdl'  ■  Sclinitte  sdnieiden ,   oder  zwei  g(^- 
/jt'jcn    xat   izt   duztxclfisuat   (hzt-   genü])erliegende  Schnitte    zwei  an- 
xzifßVjaiQ'  xal  ixzoQ  zo'Kwv  ä/Jji  ■  ik'vv j    und    aufserdmi    eine   Reihe 
o'jx  oÄcya  ofwta  zo'jzotQ.    zo'jzwn    von   ähnliclien  Dingen.     U])er  den 
dk   Zft    fiki/   zpoztfßr^uiiioy   hVwwy  !  ersten  von  diesen  (iegcMiständen  liat 
o  Idfnog   i^iÖr^xs   TZpog   Hpaai-  Konon  von  Sanius  an  Thrasydäus 
daurj  ^   n'^x   dpdtoQ   iv  zficQ   «;:/?- j  geschrieben,  ohne  indessen  die  Be- 
dzi^Z(TVj     wjaazpdifZK^'     dih     r«} '  weise  riclitig  (hH'(;hzuführen .    wes- 
nzzf/uoQ    (V)Z(i\)    fhiirjfl'azn    }iixo'  |  lialb     Xikoteles    von    Kyrene     ihn 
ri/3j^'  n  K^jpr^valoz.    zsp}  dk  zoi)   in'ii    Reclit    angegrilTen   liat.      Den 
d-'jzioff'j  fi)/Siau  ftduou  ;7£;r/>/3j7a!  j  zweiten   (iegensland   liat    Xikoteles 
o   \ix(fziÄr^g  iv  zfj  TCpng  zov  Kd-  '\  in  seiner  Schritt  gegen  Konon  nui- 
'^o)'>a  d.'jzi)'oa<S7j.    (oc   d'juauivofj ,  i'i'wiihni    als  etwas,    «las   sich    be- 
dziyhy^'jfw     dzix'j'mi'yui    dt    fvJrs  |  weisen    lasse:    ich    habe    es    aber 
V/t'  (jS)Z(n  z(t'jzo) .  o'jtf  uiz   «//r>v  ,  weder  von  ihm    nach  von  jemand 
zv/tiz    h^ztz'r/apzv ,     zd    piu    rr>«  i  anders     bewiesen    gesehen.       Der 
zpiztr^ .    xai  zu.  ä/Mi  zd  dtwyzvr^    i\v\\W  und   die  übrigen  damit  ver- 
Zff'jzfnc  ^    dzMoQ  'jTzh  o'joz'joQ  v£- 1  wandten  sind,  soviel  ich  gefunden 
'^or^nvjii    z'jpr^xa.    izd'jza    dz    r«  j  habe.  überhauj)t  niemandem  in  den 
Azyhvjza .    d(7()tQ    n'jx    hjzzvjya.  i  Sinn    gekommen.      Alles    das    er- 
T.it/jAO'j  YJii  T.inxiXiov  7:poazdziZ(t\\\v\\YiW ,    soweit    ich    es    nicht  von 
^zv'.Z*t'^zoyj  hziopr^ndziov    rJv  r« !  anderen   l)ewiesen    gefunden  habe. 
//ii/  zÄzlrrza  z'jyydi^co  zu  zdlg  zow- '  verlangt  viele  und  verschiedene  neue 
zote  zpim  ßißAiotq  zxzzfiztxojc^  r<i  ]  Theoreme ;  die  meisten  von  diesen 

habe  ich  in  den  drei  ersten  Bü- 
chern dai*gestellt,  den  Rest  in  die- 
sem. Die  Betrachtung  derselben 
gewährt  aber  einen  nicht  geringen 
Nutzen  für  die  Svnthesis  und  den 
Diorismus  von  Aufgaben. 


dk  /jnzd  zu  zo'jzip.  Twjza  dz 
hz(oftr^hiuza  ypziau  cxauijv  Tzapi- 
yzzat    T.pnQ    zz  zu<;  zcbu  ::pnßlT^' 

nji.ZiOU     (T'Jvhz(TZtQ     Xdl     ZO'jg     dtü- 

o:rrfi/rjz. 
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\cxoTi?.r^Q  fivj  yfJio^  vjsxa  zr^g  '  Zwar  rrkliirl  Xikoleles  wegen 
TT/tog  r<>>  hnuM\^a  dca^ojoag^  o')-  seines  Streites  mit  Konon,  dals 
(huiui^  ix  7wy  Ozo  Tou  h'ni/wuoQ  nielils  von  dem,  was  Konon  ge- 
eufjr^fii)/wy  eIq  r^i^  oiopujfurjQ  t'nndcn  habe,  von  Nutzen  für  den 
ifjfnvjzfr/zabaiyjtziav^irjxa/.r^Hr^  Diorisnius  sei;  aber  das  ist  nicht 
\iywj,  xai  yuf)  st  oXmq  aveu  riclitig;  denn  wenn  man  auch  ganz 
Z()6t(o)^  fj'jvaTat  xaza  zoug  otopcfT-  olnie  dieses  Diorisnien  geben  kann, 
/to'jQ  azoocdoffdat^  a?Jji  zui  ys  ot'  so  wird  doch  vieles  leichter  mit 
wjxm'j  kazt  xaza)/otiv  Tzpo^stpo-  dt'^SLm  Hülfe  begriffen :  z.B.  dafs 
zspoy  vjifi'  fHfßi/  üzt  z?,sova/(oQ  (nne  Aufgabe  mehrere  Lösungen 
^  zoaaoza/iOQ  5y  yiuotzo^  xae  hat  und  wie  viele,  oder  dafs  sie 
rrd/.r^  ozt  n')x  av  yvjoizo,  ij  de  ^ar  keine  hat.  Eine  solche  Vorlier- 
zotu'JZTj  7:poy\/(ü(TCQ  ixauTjV  äipop-  bestimmung  gewährt  einen  reclil 
/ijjy  afJußdXXezat  Tzpoq  zäq  C^-  guten  Ausgangspunkt  für  die  Unler- 
zr^fTtig'  xfii  TTpog  zag  «s;«/y(T£rg  suchungen,  und  für  die  Analysis  der 
Z(ov  dtopKJfuo'j  s'j^p7j(Tza  za  Özio-  Diorismen  sind  diese  Theoreme 
pTjiiazd  iazi  zabza,  '/(op\g  dk  z^g  sehr  nützlich.  Aber  auch  abge- 
zota'jzTjg  s'j^prjdzcag  n  xa\  dt  wj-  sehen  von  diesem  Nutzen  sind  sie 
zag  zag  drzodsi^Ecg  d^ta  zazai  der  Beweise  selbst  wegen  würdig 
aTZodo^r^g*  xa\  ydp  dkhi  ttoä/A  aufgenonnnen  zu  werden.  Denn 
Z(o]/  iv  zolg  ftaÖTjnaat  dtd  zouzon ,  wir  jjtlegen  vieles  andere  allein 
xac  u'j  dt'  dÄÄo  rr,  dzodsynnstia,   aus  diesem  Grunde  in  der  Matlie- 

,  matik  mit  anzuführen. 

4.    Besondere  Vorrede  zum  ffiuften  Buche.  M 

A  pol  Ion  Jus  jf  rufst  den  Attalus. 

In  diesem  fünHen  Bucthe  habe  ich  Sätze  über  Maxima  und 
Minima  niedergeschrieben.  Man  mufs  aber  wissen,  dafs  diejenigen 
svelche  vor  mir  oder  zu  meiner  Zeit  lebten,  sich  mit  der  Lehre  von 
drn  Minimis  nur  oberllächlich  befafst  haben;  deshalb  haben  sie 
nur  bewiesen,  welche  geraden  Linien  Kegelschnitte  berühren,  und 
umgekehrt,  welche  Kigenschaflen  ihnen  zukonmien,  weil  sie  Tangenten 
der  Keg<.'lschnilte  sind.    Hierüber  habe  ich  im  ersten  Buche  gesprochen, 


')  Die  letzten  «hei  Vorreden  nach  der  von  Halley  j:ejiebenen  lateinischen 
Tliersetziuig  des  arahisrhen  Textes. 
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nur  habe  ich  bei  der  Kntwickehing  die  Lehre  von  den  Miiiinüs  aus- 
geschlossen. Ich  liatle  aber  beschlossen  in  den  Beweisen  hierfür 
dieselbe  Reihenfolge  zu  bewahren,  die  ich  in  den  vorangeschicklen 
Klenienten  der  drei  Kegelschnitte  innegehallen  habe,  wo  ich  sie  auf 
einen  beliebigen  Durchmesser  bezog;  da  diesen  aber  unzählige  Eigen- 
schaften zukonnnen,  so  lia]»e  ich  für  jetzt  nur  zu  zeigen  versucht, 
wie  die  Sache  sich  verhält  mit  Rücksicht  auf  die  Axen  oder  die 
Hiiuptdurchniesser.  Aber  diese  Sätze  über  Minima  habe  ich  sehr 
genau  in  ihre  Klassen  eingeteilt  und  unterschieden,  und  diesen  habe 
ich  die  Sätze  hinzugefügt,  welche  sich  auf  die  oben  erwähnte  Lehre 
von  den  Maximis  beziehen.  Denn  dies  ist  für  diejenigen,  welche 
diese  Wissenschaft  studieren,  besonders  notwendig  sowohl  fiir  die 
Kinteihnig  und  den  Diorismus  der  Aufgaben,  als  auch  für  ihre  Syn- 
lliesis;  und  aufserdem  gehört  diese  Sache  zu  denen,  welche  an  und 
tiir  sich  einer  Betrachtung  würdig  scheinen.     Leb'  wohl. 

5.    Besoudere  Vorrede  zum  sechsten  Buch. 

A  pol  Ion  ins  grufst  den  Attalus. 

Ich  sende  Dir  das  secliste  Buch  über  die  Kegelschnitte,  wel- 
ches Sätze  über  Kongruenz  und  Ähnlichkeit  von  Kegelschnitten  und 
Segmenten  von  Kegelschnitten  enthält,  wie  auch  einiges  andere,  was 
von  meinen  Vorgängern  nicht  beliandell  ist.  D«?nn  im  i)esonderen 
wirst  Du  in  dies(»m  Buche  Ihidcn,  wie  ein  Kegelschnitt,  der  einem 
ge^rcbenen  kongruent  ist,  durch  einen  Schnitt  an  einem  geraden  Kegel 
hervorgebracht  werden  mufs,  und  wie  ein  gerader  Kegel,  der  einem 
gegebenen  Kegel  ähnlich  ist,  konstiuiert  werden  mufs,  damit  er  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  enthalte.  Dies  habe  ich  etwas  vollständiger 
und  klarer  behandelt  als  diejenigen,  die  vor  mir  darüber  geschrieben 
haben.      Leb*  wohl. 

(i.    Besondere  Vorrede  zum  siebenten  Buch. 

Apollonius  grüfst  den  Attalus. 

Hiermit  sende  ich  Dir  das  siebente  Buch  über  die  Kegelschnitte, 
li)  diesem  Buch  sind  sehr  viele  neue  Sätze  enthalten,  die  sich  auf  die 
Durchmesser    der   Kegelschnitte    und    die    über    ihnen    beschriebenen 


oW}  Auliaiii;  II. 

FijlfuiT'ii  l)ozielieii;  alle  diesi'  (rewähron  ihren  Nutzen  bei  vielen  Arien 
von  Aut'jzaben,  nanienllicli  hei  den  Dioiisnien  dei-selben.  Hierfür  findet 
man  mehrere  Beispiele^)  in  den  (dnrch  Diorismen)  a])jregrenzten  Auf- 
ga])en  üher  Kejxelschnitle,  die  ich  im  aclilen  Buche  {relöst  und  be- 
wiesen habe;  dies  achte  Buch  bihlet  frleichsam  einen  Anhanjr.  und 
ich  werde  dafiir  sori^en,  dal's  es  Dir  so  bald  wie  möjrlich  zugeht, 
lieb'  wohl. 


Anhang  IL 

Pai)pus'  Mitteilungen -)  üher  ApoUonius  8  Bücher  über 

die  Kesrelselinitte. 


Ta  E'jxAzloo'j   ßtßkia   o    xw-  hideni    er  Euklids   vier  Biu'her 

vixCü)^  \\7:o/MüvtnQ   (ha7:/s7jfHoaa(;  über  Kejielschnitle  vervollständijrte 

xat  TZfwfftic^g  irspa  (T  7:apif)wxs\t  und  vier  andere  hinzut'üjxle.  lieferte 

3j  x<o>txa}v  TcU^Tj.    [Ipiazalog  Ji,  A|)ollonius  acht  Bücher  über  Kegel- 

?»Q  yiypaifs  TU  fjiiyfn  Ttiü  )/i)v  a\fa'  schnitte.     Aristäns,    der    die   nocii 

fHün/is>a  (TTzpzCov  Tozcüu  TS'jyrj  i  verbreiteten  fünf  Bücher  über  kör- 

(T'j)^zyfj  zfuq  xtü)/ixtnQ,  zxd).zi  fxfii  |)erliche    Orter     im    Anschlnfs    an 

fn    TZpu   WnoAAiO'Atnl   7(o\j   zptcov  die  Kejrelschnitle  «reschrieben   hat. 

xoyjixio'j   YfKifinw'j    i^v  pvj  o^u-  liatte  |  wie  <lie  V(>r^'änj;er  desAjml- 

yor^io'j.  r^v  dz  opf%y{ovlo*j ^   zr^u  loniusj     von    den    drei    konischen 

(Tz    dufihjyM'Aofj     xw'jtrj    zonr^\f.  Linien    die    eine  Schnitt  des  .^pitz- 

Z7:z\    (T   zu    zxd(Tzw    zCou    zpuou  winklijren,    die  zweite  Sclmitt    des 

zo'JZfou    xwucou    fhacnowc    zzuuo-  rechtwinklijren .    die    dritte   Scrlmitt 


')  In  Unlley's  Aiisjjraho  steht  plura.     Vei-^'l.  die  Aumerkun;:  S.  4()4. 

')  tili  jraiizen  tol^re  ich  hier  der  Aus;ral>o  v<in  Hultsch.  S.  <)7^— r>7J<.  Die 
in  Kckklannnein  |  |  ein^'ocldnsscnen  Stellen  hjllt  Hultsrli  tnr  zweifel- 
haft, im  wesentlichen  wnhl  wehren  der  Schwierijrkeiten.  welche  sie  dar- 
bieten. Indessen  fallen  eini^'e  von  diesen  Srhwierij;keiten  fort  durcli 
die  Ändernn^'en  und  P'iklarun'ren.  die  mir  Dr.  Heiber«.'  hereitwiUi^sl 
mit^'etcilt  hat  un<i  denen  ich  in  meiner  litersetzun^'  jrefoljjt  bin. 
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fti\/(oi^  uc  y'  ylufßi^zat  /'/>«/i/iaf,  des  stumpfwinkligen  Kegels  ge- 
nviTKtoi^aa:;  ^  log  (frjiiuszat^  !-/r^>/- ,  nannl.  Da  aber  an  jedem  von 
Mü'jitf c^  7c  or^TZoTS  dzoxÄr^pcü(Tai^7£Q  iiie^vn  drei  Kegeln  je  nach  der 
<n  zoh  (rjTtrj  ^J^  /i£V  ixuÄO'Ju  Art.  wie  sie  gesrhnitten  werden, 
o^'jycoi^lo'j  x(ü\^o'j  zofiij]^  fhvrjLfii' UWe  drei  Linien  vorkonnnen,  so  ver- 
i/TjU  yji\  ufthoytomo^j  xai  dnß/jj'  mochte  Apollonins,  wie  es  scheint, 
y(o>ift'j  sJi/aCn  ijv  ok  opfioywi/io'j  nicht  zu  erkennen,  nach  welchem 
sli/fu  o'juani]/ry^  o^'jywi/lo'j  zs  xac  Einleilinigsprincip  seine  Vorgänger 
dnßA'jyio'^urj,  ^v  dz  dnßhjyiO)^io*j  die  eine  Schnitt  des  spitzwinkligen 
n'pjanbjr^'j  tvjai  d^'jywulo'j  rs  xac  Kegels  genannt  hatten,  während 
opf^nywi/to'j,  fizrafizK;  rä  nWitiara  sie  auch  an  dem  rechtwinkligen 
xt/.),ti  rij)/  (ilv  d^'jy(o)/toif  xahvj'  und  stinnj)fwinkligen  gelunilen  wer- 
ftv^r^'^  ZÄÄct(/'v.^,  zr^n  ok  dodoyw-  den  konnte,  die  andere»  Schnitt  des 
i^iff'j  zapa/iüÄy^,  r^y  dk  dnyih)'  rechtwinkligen,  wälu*end  sie  auch 
yojuio'j  uzsfffin/.Tji/.  kxdarrj)^  dzo  an  dem  spitzwinkligen  und  stumj)f- 
7v^(tZ  Idio'j  fT'jfi^'iSfdr^xoTo:;,  ^wolou  winkligen  gcl'unden  werden  konnte, 
ydp  Ti  Tjiud  zvja  ypaniiry'j  Tiapa-  die  dritte  endlich  Schnitt  <les  stiunpf- 
^i(UJMn.vjn'j  iy  fikii  rfj  d^'jywi^ltrj  winkligen  Kegels,  während  sie  auch 
xw'yft'j  znftf^  ZÄÄslzou  yhszat  zs-  an  dem  spitzwinkligen  imd  recht- 
zouyw'^io.  ii/  dk  zfj  diiyihjyco'jurj  winkligen  Kegel  gefunden  werd(Mi 
')7:Eft,id}.}jrj  zzznayio'jot^  vj  dk  Z7j  konnte.  Deshalb  veränderte  er  die 
onhayorAir)  inzz  zääsItzoi^  nutT  Namen  und  nannte  die  1/mie,  wel- 
')7:z(ißd).)jrj.  che  Schnitt  des  spitzwinkligen  Ke- 

gels hiefs,  Klli|)se.  diejenige,  welche 
Schnitt  des  rechtwinkligen  Kegels 
hiefs,  Parabel,  und  diejenige,  wel- 
che Sclmitt  des  stinnj)fwinkligen 
Kegels  hiefs,  Hyperbel,  jede  nach 
einer  besonderen  Kigenschafl.  D(4m 
wenn  ein  Hechteck  an  eine  gewisse 
liinie  ang(»legl  wird,  so  wird  es 
l>eim  Schnitt  des  spitzwinkligen  Ke- 
gels lun  ein  (Juadrat  zu  klein  sein 
{zAhi7:svA.  bei  dem  des  stumpf- 
winkligen um  ein  Quadrat  zu  giofs 
sein  ('jTZSpßd/Mc)^),  und  bei  dem 
j  des    rechtwinkligen    wird    das    an- 
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geleirte    {-izapaßa/MtfW^o)/^)   weder 
zu  klein  nach  zu  y^voh  sein. 
[toi^zo   (T  STzat^sv  fiYj  ::fw(T£U'  [Aber  dies  widerfulir  ilun  (Apul- 

)/orjaaQ  dzi  xard  zvja  wiav  Tzzwatv  loniu:?)  *) ,  weil  er  nicht  bemerkte, 
zof)  zifivoi^zog  i7:tzioou  Zfßv  xün^oi/  dafs,  entsprecliend  einem  beson- 
(xac  yBvvwvzoQ  zpslg  ypafitiUQj  deren  Falle  der  Ebene,  welche  den 
£!/  kxdnz(p  zio'j  xiovioif  uAkifj  xfii  \  K(?gel  schneidet  (und  die  drei  Li- 
(lAAT^  Z(ov  ypa/tficov  yivszat,  ^y  nien  erzeugt),  an  jedem  einzelnen*) 
ioWttiaafrj^)  thzh  r^g  \du'iZT^Z(>(^  der  Kegel  die  eine  oder  die  andere 
zoh  Xü})4ivj,  £«1/  yap  zo  zifivoif  von  diesen  Linien  entsteht,  welche 
i7:e::soo]^  dytifj  Tzaftd/.AYj/Mif  util  man**)  nach  der Eipentünilichkeil  des 
zwj  xiüvnu  z?.s'jpa^  yivszai  fxia  Kejrels  benannt  halte.  Denn  wird 
/ioi/jy  z(ov  zptCo'j  ypatijiiüify  dzt  ^  die  schneidende  Ebene  i)arallel*) 
u'jzr^ ,  ^v  iomnaffsv  o  \lpc(Tzdtog  zu  einer  Erzeugenden  des  Kegels 
ixeivo'j  ztßfj  zfir^HivzoQ  xw'jo'j  zo-  gelegt,  so  entsteht  nur  eine  von 
/ijjv.y  den   drei   Linien    und    immer   die- 

selbe, weli'he  Aristäus  den  Schnitt 
dieses  Kegels  nannte.] 
0  d'  o5v  \4zti/J.wuioQ  ola  zs-  Apollonius  spricht  über  den  hi- 
piiX^t  zd  *j:z'  fvßzofj  ypa(fivza  halt  der  acht  Bücher,  welche  er 
x(o)^tx(üif  3y  ßißXia  Aiyei  xs(faAat  über  die  Kegelschnitte  geschrieben 
(odr^  Öt\g  zpodr^/.co(Tiu  iv  zw  TZpo-  hat,  indem  er  in  der  Vorrede  des 
otfiUp  ZOO  ::pü)ZO'j  zaizr^)/'  ersten    Busches    zusammenfassend 

folgi'ude  vorläufige  Erklärung  giebt: 

[Hier    folgt    ein    Auszug 

aus   Apollonius'    umstehend 

mitgeteilter,  erster  Vorrede, 

der  einen  Bericht  über  den  Inhalt 

der  einzelnen  Bücher  enthält.] 

Atzo/Müvkiq  fihj  zwjza,    ?ßv  oi  Das  sagt  Apollonius;  wenn  er 

(fT^ai\f  v^  Z(f)  zpizfo  Z('t::n)^  izi  y' xfii   aber    im   dritten   Buch   sagt,   dafs 

ö'  ypajmdQ  (17^  zsz£AttwaÖai  'jtzu  iXov  Ort  zu  drei  und  vier  G€»raden 

M  Nach  Hullsch  Aristäus. 

'')  Hullsch  übersetzt  kxdtnto  r<D>  durch  quovis. 

■')  Ifullscli  schreibt  ihWißaat'^. 

M  Nanilicli  die  Vorganger. 

^)  Mnlste  sein:  senkrecht  (V). 
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o'Xi  alKo^  fß'JOSCQ  /uÄÄ  n'jot  fii- 
xf)n)^  Tt  TrpoaÖsluai  zolg  ono  Ivj- 
xÄsioo'j  YfjaifslaDjJ  did  ys  ftdvwv 

xoju  f^/ffi  T(oy  xaz  E'JXAttdr^v^  loQ 
xai  a'JZoQ  fiapvjpti  liytov  dd'j- 
]^a7o>  sluat  Tzksuüb7j)^at  y(üp\q 
(iyj  WKoQ  izpnyfidiftvj  r^'jayxdabrj. 

fn     ok     K'JXAtiüY^Q     aTZods/o/iSliOQ 

f^oTj  zapafJzdwxst  xcoutxolQ^  xai 
fti^  (fhdtraQ  tj  fir^  HzXr^aaz  s;rf- 
xazaßd'/J.eahai  to'jtwu  tTjV  a'jzijv 
zpayuarstau ,  iztscxiarazog  iov 
xac   7:00 Q   aTzaiJzaQ  s'jfisi/ijg  zoug 


von  Euklid  nicht  vollständig  be- 
handelt sei.  so  hätte  weder  er  noch 
irgend  ein  anderer  nur  das  aller- 
geringste zu  dem  von  Euklid  pe- 
scliriehenen  hinzufügen  können,  we- 
nigstens nicht  allein  mit  Hülfe 
dessen .  was  l)is  zu  Euklids  Zeit 
über  die  Kegelschnitte  bewiesen 
war,  wie  er  auch  selbst  bezeugt, 
indem  er  sagt ,  dafs  es  unmöglich 
sei  (jenes)  auszuführen  ohne  das, 
was  er  selbst  genötigt  gewesen  sei 
vorher  zu  schreiben.  |  Da  aber 
Euklid  annahm,  dafs  Ar  ist  aus  sich 
verdient  gemacht  habe  durch  das, 
was    er    bereits    in  der  Lehre  von 


xat  xazd  TTorrou  a'rjai^Biv  d'yja- '  den  Kegelschnitten  geleistet  hatte, 
fiii^ü'jQ  zd  fifxhr^nazfu  coq  dsh  xac  und  da  er  ihm  nicht  zuvorkam 
fi7/HJifHoQ    TZpiKTXftouazixoQ    fjTidp-  \  uud     aucli     nicht     dasselbe    Lehr- 


yoyj  ^    xa\  dxptßYjQ  pk)^  n*jx  dhi- 


gebäude     noch     einmal     auHühren 
wollte  M .    weil    er  bescheiden  war 


n'r^dzo'j  ^v  nzi^ai  zivj  zotzo^j  maww'X  zugleich  gegen  alle,  welche 
Zio'^  ixzr>n'j  xco'JiXibv  £;Y>ay''£v,  I  die  Mathematik  auch  nur  ein  wenig 
(r)x  slzoji^  ziXng  h/srj  zf»  otix'j'j-  fördern  konnten,  wohlwollend,  wie 
ftz>n]/'  zozs  ydfß  f^u  «yaj';f«?ov  I  es  sich  gehört,  imd  in  k(?iner  Weise 
i^z/Ayyzvj.  vvv  tT  o'j()afuog,  irrs/ '  rücksichtslos, mid  wenn  auch  scharf- 
z«n  xa)  fVJznQ  iu  zotg  xwvtxolg  sinnig,  doch  ni<'ht  jirahlerisch  wie 
dzsÄr^  zd  TTÄzlaza  xazahzio'j  n'jx  1  dieser  -  ,  so  schrieb  er  so  viel, 
Z'th'r^Bzat,  T.ottahtvjai  (Ts  zw  Zf'tzoj ,  wie  über  diesen  Ort  durch  die  Kegel- 

i  Sil  * 

zd  AZiznnvja  dcd'juTjZac  r^^^o^av- 1  schnitte  jenes  (Aristäus)  zu  zeigen 
ZfWio)hz\;  zmQ  *jr:n  rAxAeidoü  möglich  war,  ohne  zu  sagen,  dafs 
yzyfKinnhoiq  r^dr^  7:tp\  zou  zo-  die  Entwickhmg  vollend«*t  sei.  Denn 
TTff'j  xiii  o'jayo'/Aaaz  zmq  6.t/>  in  diesem  Falb»  hätte  er  (Euklid) 
r.')x).zidtr)  natir^zalQ  ii/  'J/sc^/v- ,  Tadel  verdient:  so  aber  verdient 
dntia  TrAzlrfTn]/  ypny(r>,  dtis]/  iays   vv  ihn  keineswegs,  wenn  doch  er 


l)it'<('  niclil   ^-Miiz  klare  Sti'lle   ist  J>.  l.'JU  etwas  hvier  wiedergejzeben. 
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xai  rjjv  zoiwj'njv  ffjv  o*jx  ufiahrj.  selbst  (Apollonius)  iiiclil  angeklagt 

oozoQ  ok  o  iz}  y'  xai  o'  ypaufiäQ  wird,  weil  er  in  seinen  Kegelschnit- 

roiZfK;^  Sif'  aj  filya  (ffMVJti  Tzpoa-  ten    sehr  viel  unvollendet  gelassen 

h€i(^  ydpvj  oifukwj  V  sloivat  zw  haU      Do(^h    hat    er    (Apollonius) 

zfjcüToj  Yfjdipavzin  zotoornQ  iazty.J  diesem  Ort  das  fehlende  hinzufügen 

iav  ydp,  triffst  dsoouivojv  zpcwv  köinien,    weil  er  zum  Verständnis 

eOästwy^   d7:o   ztvog  [zob  a'Jrr>5/  vorbereitet   war    durch    das,    was 

ar^usifß'j  xazayj^waiv  t:z\  zuq  zpsic  bereits  Euklid  über  diesen  Ort  ge- 

£v    osoofiivacg    ya))^iatg    vjHslai.  schrieben  hatte,  und  weil  er  lange 

xa\  )j>yoQ  7j  oof^stQ  zou  utzo  wjo  Zeit    in    Alexandria    mit    Euklids 

xazrjiiiinüv    7:Bpisyofiiv()'j   opÖo-  Schülern  verkelu't  hatte,  denen  er 

ycouio'j  Tzpog  zn   d7:o  z^q  koiizr^Q  seine     wissenschaftliche     Richtung 

zzzpdyio'jo)^  ^    zh   arjfxelo]^   d{['zzai  verdankte.    Aber  dieser  Ort  zu  drei 

hiasi   (hdfi/tivo'j   azspsoTj  zutzo^j^  oder  vier  Geraden,    wegen  dessen 

zo'jziazv^  fudg  zwv  zpiwv  xioucxioy  Hinzufügung  er  sich  so  sehr  rühmt, 

ypaufiün^,   xac  idu  izl  o'  s'hislag  während  er  doch  demjenigen,  der 

tiiast  osoo/iii^aQ  xazayt^cbffcv  s'i-  zuerst    darüber    schciel),    dankbar 

ficlac  £v  osooaiuatQ  yco'Aaiq^  xat  sein  un'ifsle-),  ist  folgender]:  Sind 

h'tyoQ  7j  (htislg  zou  uizo  dun  xaz-  drei  gerade  Linien  der  Lage  nach 

r/y/iivwi/   7:ph<;  zo   fjTto   ziov    Aoi-  gegeben,  und  zieht  man  von  einem 

.Twv  (Vjo  xazTjy/iii/wi^^  otwUoQ  zh  [und  demselben]  Punkte   an  diese 

(TT^aslou  dipBzat   t^iatt  osdofiii^rjC  drei  unter  gegebenen  Winkeln  ge- 

x(öuo'j  Zfßpr^Q,    [idu  pky  yup  i::}  rade  Linien,  und  ist  das  Verhältnis 

o'jo  fw]^ag^  STrcTTsdog  h  zozog  di-  zwischen  dem  Rechteck   aus   zwei 

dsixzacj    kä'j    ok    in}    z?Kcio]^aQ  der   gezogenen   und   dem   Quadmt 

zsfjadpwi^,  d(/'£zac  zh  ar^nziov  zu-  der  dritten   gegeben,    so  wird  der 

rrov  o'jxizi  y\^copinioVy  uä/m  ypau-  I'unkt   auf  einem   der   Lage   nach 

ti(o]^  tw'jtrj  /,syofiii/w\^.  gegebenen  körperlichen  Ort  liegen, 

d.  h.  auf  einer  von  den  drei  ko- 
nischen Linien.  Und  wenn  man 
an  vier  der  Lage  nach  gegcl>ene 
(Jeraden  unter  gegebenen  Winkeln 
uerade  Liuien  zieht,  und  das  Ver- 


')  uczusi'y  lioi  Hultsfh. 

')  Huhx'li's  I.tvait .  ilio  vmu  der  «Icr  Hiunlsi-linnon  abweicht,  giebt  einen 
;uii leren  Sinn. 
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hältnis  zwischen  dem  Rechteck  aus 

i  zweien    und   dem   aus   den  beiden 

anderen  gegeben  ist,    so  wird  (ier 

Punkt    gleiclifahs    auf    einem    der 

I^age  nacli  gegebenen  K€*g<»lschnitl 

liegen.    [Denn  werden  die  Geraden 

nur   an   zwei  Linien   gezogen ,    so 

ist    der   Ort,    wie   gezeigt    worden 

ist,  eben].     Werden    sie   aber   an 

I  mehr   als   vier   gezogen ,    so    wird 

der  Punkt   niclit   mein'  auf  Örtern 

liegen,   die  bekannt  sind,  sondern 

!  die  nur  den  Namen  Linien  haben. 

(Mehr  anzufiibren  ist  kein  Grund  vorhanden,  da  Pappus  in 
'1«M'  Fortsetzung  keine  genaueren  Angaben  über  das  Verhältnis  des 
Apollonius  zu  seinen  Vorgängern  macht.) 
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